1.1.

ANALISIS REAL  #1
PRELIMINARES

LA IDEA DE “ANALISIS”

La diferencia entre el “Analisis Matematico” y las partes “discretas”
de las Matemadticas se estriba en el uso de limites para definir los
objetos de estudio. Se vuelve aiin mas interesante cuando se estudian
limites de limites. Por ejemplo, sea
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(Para intercambiar el orden de los limites harfan falta mas hipétesis.)

Un tipo especial de limite es la integral. Consideremos
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lo cual tiende a cero cuando n — oo, luego

b

lim senntdt = 0.
n—oo a

Sin embargo, fab(limnﬁoo sennt)dt no tiene sentido porque el inte-
grando lim,,_,., sennt no existe cuando ¢ no es multiplo de w. Asi no
se tiene “[lim = lim [” en general.

LA IDEA DE “MEDIDA”

(Aqui platicaremos sobre por qué puede ser interesante desarrollar el
concepto de medida, y algunas de las nociones que le estén asociadas.)

En diferentes ramas de las matematicas es necesario calcular areas y
volimenes de conjuntos irregulares. En particular la frontera de un
abierto puede ser muy complicada. Por ejemplo:

Teorema. (Osgood 1903) Existe una curva de Jordan en el plano que

tiene area positiva.

La curva de Jordan encierra un abierto acotado, y tiene afuera un
abierto no-acotado. Si uno quiere integrar una funcién sobre todo
el plano considerando por separado estos dos abiertos, no se puede
hacer caso omiso del area de la curva misma.

Se puede construir un toro (superficie de género 1) identificando los
lados opuestos de un rectangulo. Al hacer integrales sobre la su-
perficie, es importante saber cudndo se puede hacer caso omiso de
la duplicacién de aristas. (Si los lados fueran tramos de curvas de
Osgood, no se podria.)
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>

Pensemos en R"”. Un subconjunto £ C R" se llamard (s6lo por
ahora) nulo si se puede cubrir con una coleccién contable de n-esferas
(se podria usar n-cubos) de volumen total arbitrariamente pequeno.

(El teorema de Osgood puede precisarse: su curva de Jordan no es
nula.)

Proposicién. (i) Todo subconjunto contable de R™ es nulo.
(ii) Un abierto no vacio en R" no es nulo.

Un ejemplo importante de un conjunto “complicado”: el conjunto de
Cantor. Dado 0 < x < 1, escribiremos

0, z€l0,1/3); .
alx) =< 1, z€][1/3,2/3); _
2, x€[2/3,1]. -

Luego tomando b; = x se definen recursivamente

an = a(by), bpyr = 3b, — ay.

La expansion ternaria de x es (.ajas - - -)3. Se puede verificar que
o0
T = E and™".
n=1

Finalmente se define el conjunto de Cantor

C={ze€l0,1): (Vn) a,(z) # 1}

es decir, los puntos para los cuales a,, € {0,2} para todo n.



1.4.

1.5.

El siguiente hecho fue una sorpresa cuando se descubrio:

Proposicién. C' es un conjunto cerrado en R! que es no-contable, y

ademas es un conjunto nulo.

(Hay otros de “conjuntos de Cantor” que no son nulos, éste es el
“clasico”. Para un topologo, cualquier cosa homeomorfa a C' es un
“conjunto de Cantor”.)

Un traslado de un conjunto A CRes A+z ={a+2x: a € A} para
un z € R fijo.

Diremos (por falta de més vocabulario) que un subconjunto £ C R
embarra los racionales sobre los reales trasladando si

(1) los traslados Q + = son disjuntos para z € E, y
(2) los traslados Q + z, = € E, cubren R.
En otras palabras:

(1) (VryeE:z#y) Q+z)Nn(Q+y) =
(2) (VaeR)(3¢eQ) (Iz€E) g+r=a

La propiedad (1) también puede decirse: la diferencia entre dos ele-
mentos distintos de F no esta en Q.

Lema. Sea E C R un subconjunto que embarra Q sobre R. Defi-

namos Fy = Fmod 1 = {z — [z]: x € E}. Entonces E; también
embarra Q sobre R. (Aqui [z] denota la parte entera de x)

Demostracién. (1) Sean z,y € E distintos. Con 27 = x — [z], y; =

y — ly], tenemos 1 —y1 = (v —y) — ([z] +[y]) € Q porque z —y ¢ Q.
(2) Todoa € Resa=q+z=(¢+[z]) + (z — [z]) € Q+ E; (donde

q€Q,zekF)[]

Teorema. Sea A C R. Si A no es nulo, entonces A contiene un

subconjunto que embarra Q sobre R.

La funcién de Cantor f.. Dado z € [0,1], sea (.ajaz---)3 su ex-

pansién ternaria. Cuando x ¢ C, sea n el minimo indice para el
cual a,(z) = 1. Definimos

<a1a2 ............... )2, re(C
fola) = {(al%" a1 10 )y, x¢gC,

en donde escribimos a}, = a;,/2 € {0,1}.
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Proposicién. f.:[0,1] — [0, 1] es una funcién continua y sobreyectiva.
Es mondtona pero no estrictamente creciente.

Proposicién. Para cada = € [0,1] \ C, f. es diferenciable en z y
f'(x) = 0. (Recordemos que [0, 1] \ C' es abierto.)

Como conclusién de lo anterior (usando algunas ideas de “medida”),

1
| o= [ pae= [ vdr=021= 50~ £0)
0 0,1]-C 0,1]-C

contrario a lo que uno pensaria con el Teorema Fundamental del
Calculo.

(Ustedes aprenderan a manejar los anteriores temas, con un vocabu-
lario més apropiado, durante este este curso.)

Para precisar las ideas anteriores queremos definir una nocién llamada
“medida” p, analoga a longitud o area o volumen, que satisfaga

u( UA” ) = Zu(An) cuando Aj, Ay, ... son disjuntos;

p( a0 ) = b—a
p(Atr) = u(d)

Una idea bésica es que no se podra esperar sumar p(-) sobre colec-
ciones no contables: dado cualquier conjunto A, cada punto =z € A
debe tener u({z}) = 0, por lo que no podriamos esperar que u(A)
fuera la “suma” de estos valores 0.

Como consecuencias de estas propiedades tendriamos dos hechos para
justificar el razonamiento sobre fol fldx (Todavia nos falta definir
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integral, entre muchas otras cosas):

Anulo = u(A) = 0;

Anulo — / flx)dx =
z€A

Supongamos que E es un conjunto que embarra Q sobre R, £ C [0, 1].
Escribamos P = [0,2] N Q. Si a € [1,2] € R, podemos escribir
a=q+xconqeQ,rekl.

De esto, g = a —x € [0, 2], por lo que g € P.

Esto muestra que

L2 CE+P=J(E+q=JP+a).

qeP z€eEFE

Pero se supone que p(E +q) = pu(F), y los E 4+ ¢ son disjuntos, luego

L=pu([1,2]) Sw(E+P) =) uE+q) =Y u(E

qeP qeP

Estas sumatorias son contables. Ahora bien, no puede ser que p(E) =
0 porque esto daria
1<y 0=0.

Pero tampoco puede ser que p(E) > 0, lo cual daria

3= p([0.3)) 2 p(E +P) =) u(E)

qeP

por ser P un conjunto infinito.

La conclusién: no es posible definir la funcion p como se indicaba.
En otras palabras, la idea intuitiva de “area” no puede definirse para
subconjuntos arbitrarios de R como uno podria imaginarse. Una
salida de la dificultad es de evitar definir p para los conjuntos que
embarran.

Veremos mas adelante que si se puede definir y para los conjuntos
borelianos: B = la minima familia de conjuntos que contiene todos
los abiertos, a la vez de ser cerrada bajo complementos y bajo uniones
contables.

Teorema. Ningun conjunto boreliano embarra.
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1.10.

1.11.

Volvamos a la funcién de Cantor. Escribamos

g(z) = fe(z) +=.

Para z € [0,1] \ C tenemos ¢'(z) = fl(z) +1 = 1. La funcién
g:10,1] — [0,2] es continua y estrictamente creciente, y satisface
g(0) = 0, g(1) = 2. De esto se sigue que g es un homeomorfismo.
Ahora consideremos los subconjuntos complementarios

9(C) [0,2],
g([0, 1]\ C) [0,2].
Cada intervalo que forma [0, 1]\ C' es enviado por ¢ a un intervalo en

[0,2] de la misma longitud. La suma de estas longitudes es 1. Por
eso

C
-

w(g(C)) =1=pn(g([0,1]\ C) ).

La conclusion es que g es un homeomorfismo que envia un conjunto
nulo a un conjunto no-nulo. (La propiedad de ser nulo no es un
invariante topoldgico.)

Pasan cosas aun peores. Por ser g(C') no nulo, contiene (segin algo
que no hemos demostrado) un conjunto B que embarra Q sobre R,

B cyg(C)<[0,2].
La preimagen de B bajo g es
A=gY(B)ycCC0,1].

Proposicién. A no es un conjunto boreliano.

Demostracion. Supongamos que A fuera boreliano. Entonces como

g es un homeomorfismo, la imagen B = ¢g(A) tambien seria bore-
liana y entonces no podria embarrar. Por esta contradiccion, A no es
boreliano. [ ]

Entonces un conjunto nulo puede contener un conjunto no boreliano.

Laidea de Lebesgue fue de definir una medida p en la mayor coleccion
de conjuntos £ posible. Esta L contiene todos los subconjuntos de
todos los conjuntos nulos. En el ejemplo arriba, A C C donde C'
es un conjunto nulo, por lo que A € L. Esto significa que se puede
definir p(A). Pero A ¢ B. Asi L 2 B; es decir, Lebesgue considerd

una coleccién de conjuntos mas amplia que los borelianos.
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1.15.

REPASO Y DEFINICIONES DE TEMAS BASICOS

Légica. Las proposiciones (expresiones que nos interesa si son ver-
daderas o falsas) pueden depender de variables, P(x,y,...). Las ope-
raciones basicas para crear nuevas proposiciones de otras se escriben
de diversas formas,

Py@ PAQ P.Q
Po6Q PVvQ
no P P ~ P

si P, entonces Q9 P — (@
P(z) para todo x  (Vx) P(x)
P(z) para algin  (3x) P(x)

(Se puede causar confusiones cuando se mezcla la notacién precisa
con la forma platicada, por ejemplo “Sia =b —> 2a = 2b” deberia
ser escrito como “a =b = 2a = 2b” o “Si a = b entonces 2a = 2b”.)
Conjuntos. Hay nociones bésicas (no definidas) “€”, “=". Dado un
conjunto X se definen subconjuntos por medio de propiedades,

A={reX: P(x)}.

Esto describe una correspondencia entre las proposiciones P sobre
elementos de X y los subconjuntos A de X. Dado el conjunto A
podemos llegar a la proposicién P definiendo “P(z) se considera ver-
dadera precisamente cuando z € A”. Se escribe @=conjunto vacio.

Definicién.

ANB={x: z € A, z € B},
AUB={xz: z € A6 x € B},

y de manera similar se definen la diferencia conjuntista A\ B 6 A\ B,
el producto cartesiano A x B, la union

U4
AEA

de una familia indexada de conjuntos, etc. Se escribe A C B cuando
(Vz)r € A = z € B.

Definicién. P(X) = conjunto potencia de X = {4: A C X}.
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Definicién. Una familia A C P(X) es un algebra de subconjuntos de

XsigeAdy

(i) (VA,Be A) AUB € A,
(i) VAeA) X\AecA,
(ii) (VA,Be€ A) ANBe A
(A es cerrada bajo U, \, N.)

Definicién. Una algebra A de subconjuntos de X es una o-dlgebra

de subconjuntos de X si para toda sucesiéon {A,} en A, se tiene
U~ A, € A. (“A es cerrada bajo uniones contables.”)

Proposicién. Dada C C P(X), hay una minima dlgebra que contiene

a C. Asimismo hay una minima o-algebra que contiene a C.
(“minima” se refiere a la relacién C.)
Se dice que es generada por C.

Proposicién. Dada un algebra A C X y dada una sucesién {A,} C A,

existe una sucesion {B,} C A tal que

m#n — B,NB,=9, (los B, son disjuntos),

N N
U=
n=1 n=1

para todo N.
(Al probarlo no olvidar asegurar que B,, € A.)

Relaciones y Funciones.

Definicién. Una relacién en un conjunto X es un subconjunto R C

X xX. Seescribe aRb (“a es R-relacionado con b”) cuando (a, b) € R.

En casos particulares de relaciones se usan diversos simbolos como
== ~ < | en lugar de R.

Definicién. Una relacion ~ se llama

reflexiva si (VaeX)a~a

simétrica si Va,beX)a~b = b~a
transitiva si (Va,be X)a~b b~e — ar~c
antisimétrica si (Va,b€ X)a~b, b~a — a=5>
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Una relacién de equivalencia es una relacion que es reflexiva, simétrica

y transitiva.
Cuando ~ es una relacion de equivalencia en X,
la clase de equivalencia de z € X es [z] = {y € X: y ~ z}.

Proposicién. Dada una relacion de equivalencia en X, y dados z,y €

X, se tiene o bien [z] = [y] o bien [z] N [y] = @.

(Las clases de equivalencia forman una particién de X.)
La coleccién de clases de equivalencias se puede denotar X/ ~ y se
llama el espacio cociente (es un subconjunto de P(X)).

Definicién. Una funcién f: X — Y es un subconjunto de X x Y tal

que
(i) VeeX)3yeY) (z,y) € f,

(i) Ve eX, y,12 €Y) (v,51) € f, (x,52) €f = y1 = v
Se escribe y = f(x) cuando y es el (\inico) elemento de Y tal que

(z,y) € f.

Definicién. Sea f: X — Y, AC X, B CY. Entonces se escribe

f(A) = {yeY: (FreX)y=f(r)} imagen
f'(B) = {zre€X: f(x) € B} preimagen

Definicién. f: X — Y es inyectiva si f(z1) = f(x2) = 1 = 5.

Es sobre si f(X) =Y.
Es biyectiva si es inyectiva y sobre. Cuando es biyectiva, tiene una
inversa f~1:Y — X.

Definicién. Un orden parcial < en X es una relacién que es reflex-

iva, transitiva y antisimétrica. Se llama un orden (u orden lineal) si
(Va,be X)a<bdb<a.

Un elemento a se llama un elemento minimo si (Vz € X) = £ a.

Un elemento a se llama un primer elemento si (Vz € X) a < x.

Se dice que < es un buen orden si cada subconjunto no vacio de X
tiene un primer elemento.

Principio del Buen Orden. Todo conjunto puede ser bien ordenado.
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El producto cartesiano de dos conjuntos puede generalizarse a cualquier
familia indexada de conjuntos {X)}xea,

Xier Xa = {fih= [ Xy (VA€ f(N) € Xu}
AEA

Esto puede interpretarse como “la coleccion de todas las maneras de
escoger un elemento de cada X),”.

Axioma de la Eleccién. Sea {X,}iea cualquier familia indexada de
conjuntos. Si (V) Xy # @, entonces X,cp Xy # 9.

Se puede escribir zy = f(\) y decir que “escogemos” x) € X, para
cada A.

(No todos los matematicos aceptan el uso del Axioma de la Eleccién
ni el Principio del Buen Orden; en este curso se aplicaran cada vez
que sea necesario.)

1.16. Se escribe ZT = {1,2,3,...}, los nimeros naturales. Definicién. El
conjunto X es contable (numerable, denumerable) si es finito o si
existe una biyeccién Z* — X.

Proposicién. X es contable <= existe una funcién de Z* sobre X.

Nota. @ es contable. Cuando X, es contable para n = 1,2,...,
también (J;” X, es contable. El conjunto {f:Z* — {0,1}} no es
contable.

Proposicién. Cualquier unién contable | J7~ | X,, de conjuntos conta-
bles X,, es también contable.

1.17. Dada un orden parcial < en X y un subconjunto A C X, se dice que
x € X es una cota superior para A si (Va € A) a < z.
Se dice que x es una minima cota superior para A si
(Vy: y es cota superior para A) z < y.
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Definicién. El conjunto R de los nimeros reales es un campo orde-
nado completo:

e Campo:
r+0=ux l-x=x —x+z=0
r+y=y+w T-Y=y-x r =1

(z+y+tz=r+y+z) (x-y)z2=2-(y 2)
e Ordenado:
PCR, Ve,ye P)x+y€ P, zy € P, —x ¢ P;
R=—-PU{0}UP.

“r < y’significa y —x € P.

e Completo: (VA C R, A tiene una cota superior, A # &) (Jz €
R) x es minima cota superior para A.

minima cota superior de A, A acotado,

Definicién. sup A = { 00, A no acotado.

inf A = —sup(—A4).

Axioma de Arquimedes. (Vz,y e R: z <y)(Ir€ Q) z <r <.

Definicién. Numeros reales extendidos. R* = R U {—o00, 00}.
Se escribe x + o0 = oo para x # —o0, y 0-00 =10
(R* no es un campo.)

El orden en R nos permite definir lim z,, asi como
n—oo

lim sup x,, = inf sup x,
n k>n

liminf x,, = sup inf x.,
n k=n

1.18. Un conjunto A C R es abierto si (Va € A)(Je > 0) (a—e€,a+¢€) C A.
(Notar que la notacién (z,y) es ambigua, se podria escribir |z, y|.)

Proposicién. A;, Ay abiertos = A; N A, abierto.

A, abiertos = |J, A\ abierto.

12
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2.1.

Proposicién. A C R abierto = (FHan}, {bn})

(an, by) disjuntos, A =J 7, (an,by).

Proposicién. Sea A un conjunto no contable y f: A — R. Supdngase

que (Vo € A) f(x) > 0. Entonces

> fl@) =00

zeA

en el sentido de que para cualquier M € R, hay una colleccion finita
Ay C A tal que

> fl@) > M.

r€EAQ

ANALISIS REAL  #2

ESPACIOS MEDIBLES Y SUS MEDIDAS

Definicién. Un espacio medible (measurable space) es un par (X, F)
donde F es una o-algebra de subconjuntos de un conjunto X. Un
elemento de F se llama un conjunto medible. (La palabra “medible”
en si no se entenderia cuando no se hubiera mencionado ya JF, o bien
cuando hubiera mas de una F, en la discusién.)

Definicién. Una medida g en un espacio medible (X, F) es una
funcion p: F — R* que satisface

(i) (@) =0;

(i) (VE € F) u(E) = 0;

(i) (VW{E.}° C F: {E,} disjuntos) u(U;" En) = D7 u(En).
Cuando p es una medida en (X, F) se dice que la terna (X, F, ) es
un espacio con medida (measure space).

I

La propiedad (iii) se conoce como “u es una funcién contablemente aditiva”.
Cuando en lugar de (iii) se tiene

(ii') (WEJY C F, {E,} disjuntos) p(UY Ba) = S u(E,),

se dice que “4 es una funcién aditiva”’ (o “finitamente aditiva”).

Ejemplo. La medida de contar en Z: F = P(Z), u(FE) = nimero de
elementos de E.

13



2.2.

A veces es necesario trabajar con algebras de subconjuntos de X. Se
dird que “4 es una medida en el dlgebra Fy” si satisface (i),(ii) y si
(iii”) (V{E.}3° C Fo, {E,} disjuntos tales que ;" E, € Fo)

p(Uy™ En) = 2207 u(En).

(Asf una “medida en un algebra” no es una “medida”.)

Ejemplo. Sea Fy = {subconjuntos finitos de Z} U {complementos de
subconjuntos finitos de Z} con la medida de contar.

Lema. Sea (X,F,u) un espacio con medida; sean E, F € F con
E C F. Entonces

(i) pu(E) < p(F);
(ii) Sip(E) < oo, entonces pu(F \ E) = p(F) — p(E).

Proposicién. (X, F, u) un espacio con medida.
(a) Sea Fy C Ey C --- con FE, € F. Entonces

05 - e
(b) Sea Fy D Fy D ---con F,, € F, y sea u(F;) < co. Entonces
1 (O Fn) = lim p(F,).

Demostracién. (a) Definamos A; = Ey y A, = E,\ E,,—1 paran > 1.
Entonces tenemos A,, € F, A, disjuntos, luego

H (U En) =K (U An) = ZN(AR) = Til_{noo Z 1(An)

= ,ili“ooﬁ‘(LlJA”) = Jim u(En)

(b) Sea E,, = F; \ F,,. Entonces F; C Ey C ---, luego por (a)

n—oo

1 (U En> © dim pu(E,) = im(u(F) \ p(F)) = p(Fy) — lim pu(F).

Pero ademds " E, = Fi1 \ ] Fn, luego u (U7 En) = p(F1) \
w(N: Fn) y usando nuevamente que pu(F;) < oo se puede cancelar

14



2.5.

2.4.

w(F1) en la ecuacién

p(F)\ () F) = p(Fy) = lim (F,). [

Problema. En R, queremos pu((a,b)) = b—a. ;Podemos extender esto
a una medida en P(R)? Respuesta: no. La extenderemos a la familia
mas grande posible, los conjuntos Lebesgue-medibles.

Sea

Fo = {uniones finitas de conjuntos C R de la forma
(a,b], (—o0,b], (a,0), &, R=(—00,00)}
B = {Borelianos}
= o-algebra generada por los abiertos en R

= o-algebra generada por Fy

Tendremos como meta obtener medidas en
Fo CBC L (= conjuntos de Lebesgue).

Definamos [((a,b]) = b —a. Dado que cada A € Fy es una unién
disjunta A = U?Zl(aj, b;] (aunque no de forma unica), podemos ex-
tender la definicién de I a todo Fo, I(A) =D 7(bj — a;).

(Més adelante verificaremos con detalle que Fy es un algebra y que [
es una medida en Fy.)

Por ahora sea JF{ cualquier algebra de subconjuntos de X, que es
cualquier conjunto. Consideremos (X, Fo, i) donde p es una medida
en el algebra. Queremos extender p a una o-algebra que contenga a
Fo, por un proceso que se llama completacion.

Definicién. Una medida exterior en un conjunto X es una funcion

w:P(X) — R* que satisface

(VAC X) u*(A) >0 (no negativa).
w(A) < p*(B) (monétona).
(U A4n) <57 p*(A,) (cont. subaditiva).
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2.5.

Dada una medida g en un algebra F;y de subconjuntos de X, para
cualquier A C X se puede definir el conjunto de ntimeros

{ZM ACU Eje}"o}g]R*
y luego
p*(A) = inf R(A).

(Nota. Se interpreta esta definicién sin problema para incluir suce-
siones finitas {E;}, pues se extienden Ei, Ey,- -, E,,, &, &, --.)
(Nota. p* no tiene que ser una medida.)

Ejercicio. Toda medida p en un algebra es subaditiva: si B,, € Fqy, y

si ademas A = B,, € Fo, entonces u(A) <> u(B,).

Lema. Dada una medida g en un algebra JFy de subconjuntos de

X, la funcién p* definida arriba es una medida exterior (la medida
exterior generada por u, y satisface ademés

(e) (VA € Fo) n*(A) = u(A)  (es extensién de p).

Demostracién. (a),(b),(c) son obvios.

(d) Sea € > 0. Para estimar p*(A,,) a partir de su definicién, notemos
que u*(A,) + €/2" > inf R(A,), por lo cual podemos tomar una
sucesién {£,;}22, C Fy de manera que

SIS IR

De esto (y notando que los E,,; cubren (J A,,) tenemos

El resultado se tiene pues € > 0 es arbitrario.

(e) Sea A € Fo, luego p*(A) < p(A) + w(@) + pu(2) + - = p(A)
(considerar AC AU@UQU---).

Por otra parte supéngase A C |J E;, E; € Fy. Entonces ANE; € Fy
para cada j, a la vez que A = [J(A N E;). Por el ¢gjercicio de la
subaditividad de la medida p en el dlgebra Fy,

3 Z,uAﬂE < Z“
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2.0.

Por hipétesis p(A) < r para todo r € R(A), por lo que pu(A) < p*(A).
Tenemos entonces p(A) = p*(A). []

Nota. Puntos que recordar. Una medida estd definida en un o-
algebra (a veces en un dlgebra), una medida exterior esta definida
en todos los subconjuntos. En algunas situaciones hablamos de u
que determina su p*, en otras hablamos de una p* que no viene de
ninguna .

Definicién. Dada cualquier medida exterior p* en X, se dice que un
subconjunto ' C X es p*-medible si

(VAC X) p*(A) = " (AN E) + p*(A\ E).

(Ojo. Esto dice que FE divide bien a todos los conjuntos, no al revés.)
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2.7.

Sea Fy cualquier algebra con medida p. Sea p* su medida exterior.
Escribimos
F; ={F C X: E es p"-medible}.

Nota. La notacién F puede ser enganosa en el sentido de que esta
familia de conjuntos depende de p también.

Teorema. (de Extensién de Carathéodory)

(I) F§ es una o-dlgebra de subconjuntos de X;
(1) 7, € 7.

(IIT) p*|7; es una medida en (X, Fy).

Nota. Si empezamos con alguna medida exterior p* en X, que
no necesariamente fue determinada por alguna medida en alguna
subdlgebra de P(X), de todas formas se puede definir Fj, y son
vélidos los incisos (I) y (III) del teorema.

Demostracién. Vamos por pasos pequenos:
(a) Ee F; =— X\ E € F;. Esto sesigue de

pr(A) = (AN E) + p (AN E) = p (AN(X\ E)) + p* (AN (X \ E)).

(b) @, X € F;. Sesigue de p*(A) = p*(A) + p*(2).

(c) E,FeF, — ENF e F;.
Para verificarlo, sea A C X, y escribir

C; = ANn(ENF),

o Cy = (ANF)\ O,
Cy = (AQE)\CM
) C, = A\(EUF)

Observemos que p*(A) = p*(ANF)+p*(A\ F) porque F' € F;. Esto
puede escribirse

pH(CLUC,UCsUCy) = p"(CrUCy) + p*(CsUCy).

Tenemos muchas férmulas similares que escribir, asi que la abrevi-
amos: 1234 £ 12 | 3 4. Entonces deducimos

123 £ 1273,
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234 = 2|34,
12 = 1|2.
De estas relaciones se sigue que
1234 = 12|34 = 1|2[34 = 1]234

que es lo que se tenia que demostrar.

(d) Fg es un élgebra.  (Se sigue de (a),(b),(c).)

(e) p* es (finitamente) aditiva en F§. Sean E, F' € Fj con ENF =
@. Entonces por el hecho E € F{,

P(EUFE) = (BEUF)NE) +p (EUF)\ E) = p*(E) + p*(F).

(f) F§ es cerrada bajo uniones contables.  Tomemos {E;} C Fj.
Podemos suponer que Ej; son disjuntos. Sea E = (J” E;. Para cada
n, sea I, = (J;_, E;. Entonces por (d), F,, € Fy.

Sea A C X arbitrario. Tenemos

pHA) = (AN F) +p (A\ Fa) = > (AN Ej) + p'(A\ F)

=1

(para ver la tltima igualdad, cubrir AN F,, con pedazos C1,Cy,...C,
en Ky, Fs, ..., E, y complemento Cy, luego

n—1

12---n0 = 1)23---n0 = 12/3---n0 - "= 12|13+ |nj0.)
Dado que F,, C E tenemos A\ E C A\ F,,
luego p*(A\ E) < p*(A\ F,), luego

D W(ANE)) + p*(A\ E) < p*(A), (%)

j=1
Por ser medida exterior, pu* es contablemente subaditiva, luego
WANE) <3 (AN E)
j=1
y (0jo: ain no sabemos si E € Ff)

p(A) < w(ANE)+p (A\E)

< i,u*(AﬂEj)Jru*(A\E). (%)
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Al combinar (x) con (**) obtenemos
W(A) = S W (AN E) + (AN E) = i (AN E) + i (A\ E) (153)

lo cual dice E' € Fj.

(g) pu* es o-aditiva en Fj.  Tomemos {E;} C F disjuntos, ponga-
mos £ = J E; como arriba, luego con A = E en (*xx),

w(JE) = (ANE) + pu*(A\ E) = Zp

Ahora podemos terminar la demostracion.

(I) se sigue de (d),(f).

(III) se sigue de (g).

(IT) Sea E € Fy, necesitamos E € Fi. Sabemos que p*(E) = u(F)
(por la parte (e) de un Lema). Sea A C X, luego por subaditividad

p(A) S p (ANE) + p*(A\ E)

y queremos invertir < en >. Para ello fijemos ¢ > 0. Luego tomemos
{F } € Fo de manera que A C JF,, Y1 u(F,) < p*(A) +e. Como

w* es una medida exterior,

“(ANE) <Y u(F,NE), p(A\E) <Y u(F,
1 1
de lo cual
PANE)+p (A\E) < Y [u(F,NE) +p(F\ BE) =Y u(F,
1
< (A +e

Como € > 0 es arbitrario se tiene el resultado. [ ]
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2.8.

2.9.

MEDIDAS COMPLETAS Y LA MEDIDA DE LEBESGUE

Definicién. Un espacio con medida (X, F, u) se llama completo si F
contiene cada subconjunto de cada conjunto de medida cero:

(VE e F: u(E)=0) (VFCE)FelF.

Si F = P(X) entonces la medida es obviamente completa; pero hay
otros ejemplos. El mas importante: medida de Lebesgue.

Definicién. Sea (X, F, ) un espacio con medida, y sea F C P(X)
una o-dlgebra que contenga a F. Sea i una medida en (X, F). Se
dice que (X, F,7i) es una completacién de (X, F, p) si

I|r =p (extensin)
y si (X, F,7) es completo.

Ejemplo. (nuestra meta: medida de Lebesgue como completacién de
medida de Borel)

alg o-alg o-alg
Fo € B ¢ L c P
n= l /J/*’B ,u*|£ :u*
medida completacién (no-medida)

Teorema. Sea (X, F,u) cualquier espacio con medida. Sea
Z={ZCX: (BE€F)ZCE, u(E)=0}

y sea o
F={A=FUZ FeF ZecZ}

Definase fi: F — R* por
WFUZ)=puF) (FeF, Zec2).

Entonces Ji estd bien definida, y (X, F,7) es una completacién de

(X, F, ).

Para demostrarlo, hay que verificar que F1 U Z; = Fh U Zy —>
w(Fy) = u(Fy); que 1 es una medida; que i es completa; que fi| 7 = .
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2.10.

Nota. El Teorema muestra que siempre existe una completacion, pero

ésta no tiene por qué ser unica.

Proposicion. La medida p* en F; dada por el Teorema de Extension

de Carathéodory es completa, no importa qué sean X, Fy, u

Si ya tuviéramos construida la medida de Borel (también llamada
Borel-Lebesgue o Lebesgue-Borel) en B, podriamos aplicar el proceso
de completacion para obtener la medida de Lebesgue. Sin embargo
resulta mas facil técnicamente trabajar a partir de un algebra gene-
rada por intervalos, y usar el Teorema de Extension de Carathéodory.

Definicién. Una medida p se llama o-finita en X si (3{X,,} C F)

X = U7 X, p(X,) < .
(El término o-finita se aplica tanto para una medida definida en una
o-algebra como en un algebra, como en el siguiente enunciado.)

Teorema. (de Extension de Hahn) Sea Fy C P(X) un algebra de
subconjuntos de X. Sea p una medida o-finita en el algebra Fp.
Entonces la extensién p* de p4 a una medida en JFj es unica.

Demostracién. Sea (X, F§,v) un espacio con medida tal que v|z, =

i
Caso I. Primero suponemos que p(X) < co. Como X € Fjy, tenemos

v(X) = p(X).

Ahora sea E € Fj. Para estimar p*(E) cubrimos E,

EC GE”’ E, € Fo.
1

Luego

2 S () = SuE
1 1
y al tomar el infimum sobre todas la cubiertas {E,},

v(E) <inf R(F) = u*(E).

V(E) mcgot. V G subad
1

Ahora
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2.11.

(La resta se justifica porque los términos no son negativos y v(X) <
00.) Se obtiene v(E) = p*(E), con E € F§ arbitrario.

Caso II. Ya sin suponer que pu sea finita. Pongamos X = |JX,,
w(X,) < oo. Se puede suponer que X,, C X,,11. Sea E € Fj. Por
el Caso I, ¥(ENX,) = p*(ENX,) (jpensar en las hipdtesis precisas
para justificarlo!), luego

v(E) =limv(ENX,) =lmp (ENX,) =p (| JENX,)) =pu*(E)

1
* : : *
por lo que p*, v coinciden en Fj. [ ]

Lo tnico que falta para construir L={conjuntos de Lebesgue} es de
construir el algebra con medida. Sea Fy C P(R),

foz{jgfj}

la coleccién de uniones finitas de intervalos de la forma I; = (a;, b;]
6 bien (—o0,b;], (aj,00), (00,00). (& es una unioén vacia.)
Definamos

I((a,b])=0b—a.
Queremos - N
o) =>_un)

cuando los [; sean disjuntos. Hay que observar que (a,c] U (¢, b] =

(a,b], por lo que un conjunto puede escribirse como | J/; de muchas

maneras (de hecho, de infinitas maneras, atin con uniones finitas).

Sin embargo, no importa cémo se descomponga (a, b] finitamente en

(a,c1] U (c1, ) U+ -+ U (cp, b, se tiene la misma suma
(qg—a)+(cac—c)+- -+ (b—c,) =b—a.

Esto implica que no importa cémo se descompone I; para definir

1(I;).
Un conjunto general en F{ puede representarse como una uniéon de
intervalos (ay,b1], ..., (am,bn] que no solamente son disjuntos, sino

separados en el sentido de que
by <az, by<az, -+, bp_1<an.

Con lo anterior la representacion del elemento de F es tinica y tene-
mos a [ definida en Fy.
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Teorema. Sean JFy, | definidas como arriba. Entonces Fy es un
algebra de subconjuntos de R, y [ es una medida contablemente adi-
tiva en el dlgebra Fj.

Demostraciéon. Fy es cerrada bajo uniones finitas porque toda union
finita de uniones finitas es otra union finita. También es cerrada bajo
complementos porque la interseccion de intervalos semicerrados es un
intervalo semicerrado. Por lo tanto Fy es un dlgebra de subconjuntos
de X. Por definicién

(i) /(@) = suma vacia = 0;
(ii) I{(F) > 0 para cada E € Fy.

La parte dificil es
(iii) Sean E,, C F; disjuntos con |J,-, E, € Fy. Entonces

(U En) = 2 U(E).
Dados E,, como mencionados en (iii), tenemos | J;° E,, = [J;" I; donde
podemos suponer que los I; son disjuntos y de hecho separados. Cada
E, es una unién finita F,, = |J E.; de intervalos semiabiertos E,,
que nuevamente podemos suponer disjuntos. Un FE,; no puede tener
puntos de dos [; diferentes, entonces cada E,; estd contenido en un
solo I;. Ademas, la coleccién completa { £}, es contable.

Por lo anterior basta verificar la aditividad con las suposiciones adi-
cionales que todos los E,, sean intervalos y que la unién | J;~ E,, sea un
solo intervalo, digamos | J7° E,, = I donde I es un intervalo semicer-
rado. (Una vez verificado esto, sumaremos las igualdades para todos
los j.) Entonces supondremos que

o0

(a,b] = U(ambn]

n=1

con los (ay,b,] disjuntos. Nos supondremos que —oco < a < b <
oo, dejando los casos de extremos oo para pequenos ajustes en la
argumentacion. Un punto clave es que no hay forma de ordenar
los (an,b,] de manera que a, < a,.1, solamente sabemos que es
una coleccién contable (pensar en construcciones como el conjunto
de Cantor, formadas de remover una sucesiéon de intervalos que no
respetan el orden).

Nos interesa Y °I( (an,b,]), y para estudiar este valor primero exa-
minaremos las sumatorias finitas. Dada cualquier subcoleccién finita
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de estos intervalos, podemos renumerar los indices para que
a<ar <b <ay<by< - ay_1 <byoi <ay <by <b
(tal reenumeracién no podra hacerse con una coleccién infinita). Dado

esto, tenemos

N N-1

Zl( (an,bn] ) = Z(bn —a,) =by — Z(anH —by) —ay

1 1
< by—ar <b—a=1((a,b]),

desigualdad que también es bastante evidente geométricamente. Con
esta cota para la sumatoria finita, tenemos la misma cota para la
sumatoria infinita,

o

> U (an,ba] ) < U( (a,0]). (+)

1

Ahora sea € > 0. Escribase €, = 27"¢ de manera que Y €, = €.

Podemos encontrar alguno de los a,, dentro de distancia ¢; de a; para
facilitar la exposicion cambiaremos los indices para llamarlo aq, asi
a; — €1 < a. Sea

[1 = (al - El,bl + 61),

I, = (an,b,+¢€,) paran > 2.
Entonces {I,,} es una cubierta del intervalo cerrado [a, b] por abiertos,
y tiene una subcubierta finita, digamos [a,b] C U} I,,. Nuevamente
descartamos algunos de estos intervalos si es necesario y volvemos a
reenumerar, para obtener

a—€6 < a< a < a9 < by+e < ---
< any < by14+evo1 < b <by+en.

De esto

b—a < (bv+en)— (a1 —e)
N

Z ((bn +€n) — an) + €

> by —an) + (e + ).

IA

IA
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2.12.

2.13.

Como esto es valido para todo € > 0, tenemos

[((a,0]] < 1((an, ba])- (%)

Al combinar (*) con (**) obtenemos la conclusién (iii), completando
la demostracion. []

La medida [ en el algebra F; generada por los intervalos semicerrados
genera (T. Ext. Carathéodory) una medida exterior [* cuya restriccién
ala o-algebra £ = F{ de conjuntos [*-medibles (o Lebesgue-medibles)

es una medida, llamada la medida de Lebesgue, que a veces llamare-
mos A: L — R*.

Por el Teorema de Extension de Hahn A es la tnica extensién de [ a
L como medida.

Como L es una o-algebra que contiene todos los intervalos semice-
rrados, contiene todos los intervalos abiertos también. Por lo tanto
contiene a los borelianos, £ O B.

Ejemplo. Sea {g,} una sucesién densa en R (por ejemplo, {g,} = Q).
Sea

€ €
L, = (¢n — ﬁ;Qn‘Fﬁ)a

intervalo de longitud €/2". Entonces >~ I(I,) = €Y. 2" =¢€. Por
lo tanto la unién (J I,,, que es una vecindad de @Q, no puede ser todo
R.

Ejemplo. Sea X = Qn(0,1],

Fo = {uniones finitas de conjuntos X N (a,b]: a,b € Q}
u {o, X}.

Entonces Fy es un algebra de conjuntos de X. Definamos [((a, b]) =
b — a. Entonces [ es una funcién conjuntista aditiva en Fy. Sin
embargo, [ no es contablemente aditiva.

Esto seria facil de ver si JFy contuviera los conjuntos de un solo punto
{q}, ¢ € Q. Si fuera asi, claramente [({q}) = 0 porque

I({q}) <U(qg—€/2,q+¢/2]) =€
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2.1

para todo € € Q, € > 0. Pero X =, {¢»} y tendriamos

1=1-0=1(X) =Y I({a.}) = > 0=0,

que contradice aditividad contable. Se puede llegar a la contradiccion
sin tener {¢q} € Fy, por medio de aproximaciones. Sea I, =
(qn — €/2"1 q,, + €/2"T], Tuego

(X)=1>e=> UI,)

aunque X C (J7,. Si fuera contablemente aditiva, serfa [(X) <
> 1(1,). (Sise desea se puede aclarar el argumento con J,, C I,, J,
disjuntos, J I, = U /n-)

Asi [ es una funcion finitamente aditiva pero no contablemente adi-
tiva.

Ejemplo. Un conjunto que no es Lebegue-medible:

Lema. Sea EF C R Lebesgue-medible, & € R. Entonces el traslado
E + o también es Lebesgue-medible, y A(E + a) = A(F).

Definamos la relacion de equivalencia x ~ y si t —y € Q. Apliquemos
el Axioma de la Eleccién para obtener un conjunto E C [0, 1] tal que
E contiene exactamente un representante de cada clase de equivalence
de ~ en [0, 1]. Escribiremos E, = £+« (mod 1) C [0, 1].

Supongamos que E fuera Lebesgue-medible. Entonces cada FE, es

Lebesgue-medible. Sea a = A(E) = A(E,). Notemos que [0,1] =
Uyeo By es una unién disjunta. Por lo tanto

=0, 1) = MU ED) = S AE) =Y a
Q Q Q

lo cual es imposible (ni & = 0 ni @ > 0). La conclusién es que E no
es medible.

(En aplicaciones précticas no es comun encontrarse con conjuntos en
L\ B porque se requiere el Axioma de la Eleccién para construirlos.)
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3.1.

3.2.

ANALISIS REAL  #3

FUNCIONES MEDIBLES Y SUS INTEGRALES

Recordemos que dada una o-dlgebra F C P(X), decimos que el con-
junto E es medible (o F-medible) cuando E € F.

Definicién. Dada F, una funcién f: X — R* se dice medible cuando
(i) para todo r € R, f~!((r,00)) es un conjunto medible, y adem4s

(i) f1({—o0}) vy f~1({oc}) son conjuntos medibles.

Proposicién. Supdngase que f: X — R. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes.

(i) (Vr € R) f71((r,00)) es medible.

(i) (Vr € R) f71([r,00)) es medible.

(iii) (Vr € R) f~((—o0, 7)) es medible.

(iv) (Vr € R) f~'((—o0,7]) es medible.

Demostracion. Usar hechos tales como

r.00) = (Y= L00). (rio0) = Jir + L.0)

1

(Ne) =Nsrtec. ~(Uc)=Ure. O

Nota. Es cierto que f medible —> (Vr € R*) f~(r) es medible,
pero no reciprocamente. Una mejor condicién es f~!(boreliano) es

medible.

Definicién. La funcién caracteristica (o funcién indicador) del sub-
conjunto £ C X es Xg: X — {0, 1},

1, rekl
XE(”:):{ 0, z¢FE.

Notar que Xg es medible <= F es medible.
A veces se escribe 15 para Xg.

Definicién. ¢ es una funcién simple si es una suma contable
Y= Z;’;l ¢jXg, donde los E; son conjuntos medibles disjuntos. Si la
suma es finita, ¢ se llamard simple-finita. (Se permite ¢; = 00.)
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3.3.

Lo anterior se define en el contexto de cualquier X. Un caso muy
especial puede formularse cuando X es un intervalo real.

Definicién. f: (a,b] — R* es una funcién escalonada (step function)

si puede expresarse
N
= E :CjX(ﬂ?jflvxj}
i=1

donde a = xg < x; < --+ < x, = b (los puntos xy, ..., x, forman una
particién de (a, b]).

(Hay funciones simples-finitas en (a, b] que no son escalonadas.)

Proposicién. Toda funcién simple es medible (cualquier (X, F)). En
(R, B), todas las funciones continuas y todas las funciones escalonadas
son (Borel-)medibles.

Proposicién. Sea f una funcién medible en (X, F). Sea £ € F un
conjunto medible. Entonces la restriccién f|g es una funcién medible
en (E, F|g) donde

Flg={F € F: E'CE}.

Proposicién. Sean f,, funciones medibles en (X, F). Entonces sup f,,,
inf f,,, limsup f,, liminf f, son todas funciones medibles.

Corolario. Sean f,, medibles con f, — f puntualmente. Entonces f
es medible.

Proposicion. Sea f: X — R medible en (X, F). Entonces f es el
limite uniforme de una sucesién de funciones simples.

Demostracion. Sea € > 0. Dado x € X hay un tnico m € Z tal
que me < f(x) < (m + 1)e, ast definimos f.(x) = me. Verificar
que fe es medible, y notar |f(x) — fc(x)| < € por lo que fi/, — f
uniformemente. [ ]

Nota. En general f podria no ser limite uniforme de funciones
simples-finitas. Es facil ver que f siempre es limite (aunque no sea
uniforme) de simples-finitas. Algunos libros usan funciones simples,
otros simples-finitas para las definiciones principales. La diferencia
es en qué momento en las demostraciones se tiene que trabajar més.
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3.4.

El siguiente resultado es muy ttil.
Proposicién. Sean f, g medibles. Entonces f + g, f — g también son
medibles.

Demostracion. Pongamos h = f + g.

Primero supongamos que f, g son simples, digamos f = > a;X A
g = Z ka By, -

Entonces h toma solamente los valores ¢, = a; + by, (que forman una
coleccién contable), y el conjunto

Cir=h""ew) = |J (4N Bw)
(47,K):

aj/+bk/zcjk

es medible para cada 7, k. Por lo tanto h = ij ¢jkXc,, es una funcion
simple y por tanto medible.

En general, tomamos f,, — f, g, — ¢ limites uniformes de funciones
simples. Entonces las f, + g, son medibles, y f, + ¢, — f + ¢g. Por
lo tanto f + g es medible. Claramente lo mismo se hace para f — h.

[

Proposicién. Sea f medible y sea ¢ € R. Entonces cf es medible.

Proposicién. Si f es medible, entonces f? es medible.

Demostracion.

o) ={ Fo oy, rao T

Proposicién. Si f, g son medibles, entonces fg es medible.

Demostracion.

(f+92*=(f-9°). [

A~ =

fg=

Proposicién. Sea f: X — R*—{0} medible. Entonces 1/f es medible.

Demostraciéon. Sea h = 1/f. Entonces

fH(A/r,00)) U f7H((=00,0)), >0,
h= (=00, 7)) = q [7H((1/r0)), r <0,
f_l((—OO, 7’)), r=20.

Todos los casos son conjuntos medibles. [ ]
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3.5.

3.0.

Corolario. Sean f, g medibles y supdéngase que g no se anula. En-
tonces f/g es medible.

Nota. Sea P(x) una proposicién para z € X. No es necesario que
el conjunto {x € X: P(x)} sea medible. Esto hace que la siguiente
definicién se formule de una manera técnica.

Definicién. Una propiedad P(z) parax € X se dice es vélida en p-casi
todo punto o para p-casi todo x si

(FE e F) w(E)=0, Vr e X\ E) P(x).

Ejemplo. Se usan las nociones f = g pu-c.t.p., f — g p-c.t.p.

Ejemplo. Sea f,(z) = (—z)" para x € [0,1]. Entonces f,, — 0 c.t.p.
con respecto a la medida de Lebesgue.

Cuando esté claro cual es la medida bajo consideracion, se escribira
c.t.p. en lugar de p-c.t.p.

Proposicién. Sea f medible, f = g p-c.t.p. Si la medida p es com-
pleta, entonces g es medible.

(M&s generalmente, si p es completa, y si P(x) es valida c.t.p., en-
tonces {x € X: P(x)} es medible.)

A=medida de Lebesgue.

Proposicién. Sea f:[a,b] — R* Lebesgue-medible tal que

A fH(—o0)UfHo0)) = 0. (“f esfinitac.t.p.”). Seae > 0. Entonces
(i) Existe una funcién escalonada g tal que | f —g| < € afuera de algun
conjunto de medida < ¢;

(ii) Existe una funcién continua h tal que |f — h| < € afuera de algun
conjunto de medida < e.

Bosquejo de la demostracion.

(1) Podemos tomar M tal que A({z: |f(z)] > M}) < €/3 porque
2 A In=1n)))=b—a<oo.
(2) Podemos tomar una funcién simple-finita ¢ = ] a;Xg, tal que
[f(@)] <M = [f(x) — ()] < €/3.
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3.7.

€/3{ e

(3) Podemos tomar una funcién escalonada g tal que

A{z: g(x) # p(2)}) <€/3.

(Aproximar los E; con uniones | I; de intervalos.)
(4) Podemos tomar una funcién continua h tal que

A{z: h(z) # g(z)}) <e€/3.

(Conectar casi los extremos de los intervalos.)

LA INTEGRACION CON RESPECTO A UNA MEDIDA

Observemos que toda f: X — R* puede partirse de manera tnica
como f = ft— f~ con f*, f~ >0, tomando

vy f@), fla)
f (m)—{ 0, f(2)

IN IV

0,
0.
Esto nos permitird definir “[f” primero para las funciones no-negativas,

lo cual elimina muchas dificultades técnicas.

Sea (X, F,u) un espacio con medida. Escribiremos
M=M(X,F)={f: X - R": fes F-medible},

Mt = MHX, F)={feM: f>0}.
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3.8.

3.9.

Sea o una funcién simple-finita. Entonces ¢ '(a) es vacio salvo para
a en un conjunto finito {ay, as,...,a,}. Sea E; = ¢~ '(a;). Entonces

Y = ZanEj (*)
1

se llamara la forma estandar para ¢: es la tinica representacion de la
forma > biXp, para la cual (i) los by son distintos, (ii) los F} son
disjuntos y (iii) X = | Fk.

(Notar que por ser ¢ medible, E; € F.)

Definicién. Sea ¢ una funcién simple-finita, ¢ € M™. Entonces se
define la integral de ¢ como

[etn=>auE) Er)

donde (x) es la forma estandar para ¢.

Nota. Con la integral clasica, que es la integral de Riemann, se
definen integrales “impropias” para funciones en todo R, mediante

00 N

entonces when f = 0, se tiene ffooo fdx = 0. En nuestra definicién
de [ dp, si se tiene p(E;) = oo para algin j, no queremos contar el
conjunto £ si a; = 0. Por esta razén se usa la aritmética 0 - oo = 0.
Hasta ahora sélo estamos considerando ¢ € M™, es decir, a; > 0,
por lo que la situacién oo + (—oo) todavia no se presenta.

Definicién. Cuando E € F, se define / pdu = /go - Xgdpu.
E

la integral sobre F.

Tendremos que enunciar y demostrar los lemas béasicos para funciones
simple-finitas, luego repetir para funciones > 0, y finalmente para
funciones medibles en general.

Lema. Sean ¢, funciones simple-finitas en M™*. Sea ¢ > 0. En-
tonces cp, ¢ + 1 son simple-finitas en M™* y

(a) [(co)du=c[odu, [(p+¢)du= [edu+ [¢du;
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(b) Para E € F escribamos

ME) = [E o,

Entonces A es una medida en (X, F).

Demostracién. (a) Sic = 0, entonces cp = 0y el enunciado es trivial.
Si ¢ > 0, entonces cp = > (ca;)Xp, estd en forma estandar, luego

/090 dp =" (ca)u(Ey) = au(B) = C/sodu-

Ademds, sea 1) = Y " bpXp, en forma estdndar. Entonces

=Y (a;+b)Xg,nn,

=1 k=1

donde los E; N Fj, son disjuntos. Agrupamos los pares (j, k) donde
a; + by, tienen un valor comin ¢ = ¢;, es decir, consideramos

Gi= |J EnF,

a; +br=c;

WG = > ulBNFE),

a;j+bg=c;

para obtener una representacién de ¢ + 1 = > 7 ¢ x¢, en forma
estandar, y su integral es

/(90 +Y)dp = Z cipi(Gi) = Z > (a; + bp)u(E; N Fy)
= Y > @B N F) + Y Y beu(E; N F)
j=1 k=1 j=1 k=1

= N ;Y WENE)+ Y b > w(EjNF)
i=1 k=1 k=1 j=1

— Z aju(E;) + Z bip(F)
j=1 k=1

- /¢du+/¢du.
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3.10.

3.11.

(b) Notemos que pXg = 2?21 a;Xg;ne donde los E;NE son disjuntos.

Por lo tanto pXg es funcién simple-finita, luego

AME) = /ngEd,u(ia) E aj/XEijdu: E aji(E;NE)
1
= E :aj:qu(E)

donde pg, (E) = p(E; N E). Se verifica que pup; es una medida en
(X,F), y entonces \ es una combinacién lineal no-negativa finita de
medidas, y por tanto es también una medida. [ ]

Para definir / f du para cualquier f € M™ usaremos esencialmente

lim [ ¢, du donde ¢, T f y donde ¢, € M™ son simples-finitas. La
dificultad es mostrar que el limite no depende de la sucesién que se
utilice para aproximar a f. Por ello trabajaremos de una forma un
poco diferente:

Definicién. Sea f € M™. Se define

/fd,u:sup{/god,u: 0 € M*, ¢ es simple-finita, Oggpgf}.

(Recordar que este valor puede ser 00.) Se define también

/fdﬂ [ s

para F € F (notar que fXp € M™ para f € M™T).

Lema. (monotonicidad de la integral.)
(a) Sean f,g € M*, f < g. Entonces /fd,u < /gdu.

(b) Sean f e M*; E,F e F;, ECF. Entonces/fdu</fdu

Demostracién. (a) Dado que0 < ¢ < f = 0 < ¢ < g, la definicién
de [ gdu es un sup sobre un conjunto mds grande que para [ fdu.

(b) fXg < fXp, luego aplicar (a). []

Recordemos que (X, F, ) es un espacio arbitrario. El siguiente he-
cho es probablemente el resultado mas importante en la teoria de la
integracion.
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Teorema. (de Lebesgue de la Convergencia Mondtona)
Sean f, € M*, f, 1+ f. Entonces f € Mty

/fduzligl/fndu

(tener presente que ambos lados pueden ser co.)

Demostracion. Ya sabemos que f = lim f,, es medible, claramente
f € M™. Esto nos permite hablar de / fdu. Por hipétesis f, <
fnr1 < f, luego por el Lema

[t [z [ san

Por esto la sucesién { / fn d,u} converge a algo en R* y el limite

n

satisface lim/fn d,ug/fdu.

Para la desigualdad inversa quisiéramos “f,, > f” lo cual no es cierto.
Trabajaremos con algo como “f, > (1 —¢€)f”.

Supongamos que 0 < o < f. Sea 0 < @ =1—¢€ < 1, y definamos el
conjunto A, (que depende de ¢ y €),

A= {z € X: fule) 2 ap(o)}.

Dado que f, < fn41 tenemos A, C A,.;. Dado que f,(z) — f(x)
tenemos f,(z) > a¢(x) cuando n es lo suficientemente grande, por
lo que X =JA,.

Supongamos que ¢ es medible, luego f,, — aw es medible, por lo que
A, € F. Supongamos que ¢ es simple-finita, ¢ € M™T. Entonces
() - Xa, < fuXa,, de lo cual deducimos

a/ cpd,u—/ (ozgp)d,ug/ fnd,ug/fnd,uparatodo n. (x)
An An A

Recordemos ahora el lema que la funcién conjuntista £ KN / ©Xpdu =

wdp es una medida porque ¢ es simple-finita. Apliquemos esta

E
medida a |J A,, (recordar A, 1 X):

/wlu:/sodu:/ sod;z:lim/ pdp.
X UAn An
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por lo que )
oc/godu:alim/ pdu < lim/fnd,u
n An n

valido para 0 < a < 1. Por lo tanto,

/@du < liy/fn dpt. (%)

Pero /fd,u = sup {/god,u}, asi de (#*) sacamos que

/f dp < lim / fndp. Laigualdad queda demostrada. []

3.12. Proposicién. Sea f € M (X, F). Entonces existen funciones simples-
finitas ¢, > 0 tales que ¢, 1 f.

Demostraciéon. Sabemos ver f como limite de simples finitas v, < f,
fomamos ¢, = max max (¢, 0). []
SRSN

Corolario. (del T. de la Convergencia Monétona). Sean f,g € M™,
¢ > 0. Entonces las functiones cf, f + g € M™ satisfacen

Jenan=c [t [G+gdn= [ rau+ [gan

Demostracién. Si ¢ = 0 es trivial; sea ¢ > 0. Tomemos ¢, € M™
simples-finitas, ¢, T f. Entonces cp, 1 cf, por lo que

/cf dp ConyMon lim/(cgon) dy = c lim/gon dpu Cony.Mon c/f dp.

Tomemos g, 1 f, ¥ 1 g (simples-finitas), luego (o + ) T (f + 9).
Asi

/(f—l—g) dy Cony.Mon 1i£11/(g0n+1/1n) duzliin/gpn du—l—lign/wn du
Con\;Mon /fdu—l—/gd,u D

1
3.13. Ejemplo. Sea f,(z) = —, > 0, n = 1,2,---. No cumple con las
e nx

hipétesis de Convergencia Mondtona porque f, | 0.
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3.1,

Lema. (de Fatou) Sean f, € M*, n=1,2,.... Entonces

/(lirr%inf fo)dpn < limninf (/ I du) .

Demostracién. Recordemos liminf f,,(z) = lim inf f;(x),
n n—o00 j>n

y observemos
inf f; < inf f;

i>n j>nt1

forma una sucesién creciente con n. Ademas, inf;>, f; € M*. Por
esto

lim / (inf f;) dp CongMon / lim inf f,, dy.

n jzn n
Para cada n fijo tenemos f,, > inf;>,, f; por lo que
/fn du > /ir>1f fjdp. Por lo tanto

1=zn

liminf/fn dp > liminf/ir;f fidp
n n Jjzn
= lim / inf f; dp

Comzon / liminf f, dye. []

Definicién. La integral indefinida de la funcién f (con respecto a p)
es la funcién conjuntista

A(E):/Efdﬂ, EcF.

Corolario. (de Conv. Monot.) Sea f € M™. Entonces la integral
indefinida de f es una medida en (X, F).

Demostracién. (Ya lo sabemos para funciones simples-finitas.) Clara-
mente \(@) =0, A(F) > 0. Sean E,, € F disjuntos. Entonces

A(CJEn>= /UEnfdu — [ P,
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3.15.

N
Conv.Mon . .
2 i [ i - hga/(?f@) dp
L ) N N
& 1ngn§lj/fxEndu = p3C [ s

= 1111VnZA(En) = > ME). [

Corolario. Sea f € M™. Entonces f(z) =0 c.t.p. < /fd,u =0.

Demostracién. (=) Sea f(z) = 0 c.t.p. Entonces el conjunto £ =

{z € X: f(x) > 0} es medible y u(£) = 0. Dado que f < coxg, se
tiene [ fdu < [ocoxpdp =00 pu(E)=0. Deesto [ fdu=0.

(<) Sea /fd,u = 0. Definamos E, = {z € X: f(z) > %},

lo cual da %XEn < f. Por lo tanto

1 1
0 < —u(Ey) :/_XEndNS /fduz()-
n n
En consecuencia p(FE,) = 0, y luego

0=n(UJEn) = nfa: f@@)>0}). [

Definicién. A << pu (A es absolutamente continua con respecto a f)

si para todo E € F,

p(E)=0 = X\E)=0.

Proposicién. Sea f € MT(X, F) y sea A la integral indefinida de f

con respecto a u. Entonces A << p.

Demostracién. pu(E)=0 = fXg =0 p-c.t.p.
= ME) = [ fXpdu=0.[]

(Hay un importante reciproco a este teorema, que dice que las medi-
das absolutamente continuas son integrales indefinidas: el Teorema
de Radon-Nikodym.)
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3.16. Una version mas poderosa del Teorema de Convergencia Mondétona
(por tener “c.t.p.”), y que normalmente se conoce por ese mismo
nombre:

Teorema. Sean f,, f € M*, f,1f p-ct.p. Entonces
/fdu:lim/fndp.

Nota. (La hipétesis f € M™ no es necesaria cuando el espacio con
medida es completo.)

Demostraciéon. Tenemos f,(x) T f(z) para z € A = X \ B, con
w(B) =0. Asi f,Xa T fXa, luego

[ oxaan 3 [ pan (4

Ademas se tiene
[ fxwdn=0-0= [ padu (+4)
porque gXp = 0 c.t.p. para cualquier g. Por lo tanto
[haw = [roasxmdi= [ fxadn + [ fxnds
(%) (+%)
50 [ peaduct [ fads

- /f(xA+XB)du=/fdﬂ- i

Corolario. (“convergencia absoluta de series de integrales”)
Sean g, € M*, n=1,2,---. Entonces

[(Er) oS )

(recordar que ambos lados pueden ser co.)

Demostraciéon. Tenemos Zjlv gn € Mty Zjlv Gn T D27 gn, asi se
aplica el Teorema de Convergencia de Mondétona. | |

ANALISIS REAL  #4

40



4.1,

4.2.

FUNCIONES INTEGRABLES

Hasta ahora sélo hemos integrado funciones no-negativas. Habra un
espacio con medida llamado (X, F, u) en todo lo que sigue. La idea
esencial serd de evitar tener que calcular co 4+ (—o00). Se recomienda
siempre fijarse en cudles de las integrales son no-negativas a fuerzas.

Empezamos con funciones que no toman el valor co.

Definicién. Sea f: X — R una funciéon medible. Se dice que f es
integrable cuando / ffdu<ooy / f~dp < oo. Escribiremos

L(X,F,u) = L = {funciones integrables}.

Dada f € L(X,F,u) se define su integral,

/fduz/ﬁdu—/fdu

y la integral sobre un subconjunto £ es / fdu= /f Xpg dpu.
E

Si f € MT N L, entonces / f du ya fue definida anteriormente y es

igual a la definicién actual porque f* = f, f~=0.

Nota. Las funciones en M™ todas tienen integrales, pero no todas
son integrables.

Nota. Es posible trabajar con funciones con [fTdu < ooy [f~du <
o0, 0 bien con [ frdu <ooy [ f~du < oo, pero no mezclar los dos
casos.

Lema. Sea f = fi— facon fi,fo e Mty [ fidu < oo, [ fodp <
(o sea fi € MTNL). Entonces [ fdu= [ fidu— [ f2du.

Esto no se sigue directamente de la definicién, hay que argumentar
como sigue: ft+ fo = fi+ f7, locual da [ frdu+ [ fodu =
[ fidu+ [ f~ dp por la linealidad de la integral sobre funciones no-
negativas, que ya probamos. Como las cuatro integrales son finitas,
se puede restar para obtener la afirmacion.
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4.5.

Observemos que |f| = f* 4 f~. Usamos el Lema en lo siguiente.

Teorema. Sea f medible. Entonces f € L <= |f| € L. Cuando

f € L, se tiene

’/fdu‘ﬁ/!fldu-

Demostracion. fel — /f+ dp < oo, /f_ dp < oo

— /|f|d,u<oo — |fl € L.

Ademas, sea f € L. Entonces

‘/fdu‘ - ‘/ﬁdu [+ du‘ < ‘/f*du'Jr’/f‘du‘
= [rans [£dn = [

Teorema. Sea f medible y g integrable con |f| < |g|. Entonces f es
integrable y [|f|du < [ |g|dp.

Demostracién. Por |f],|g] € M™ tenemos [ |f|du < [|g|du < oo,
de lo cual |f| € L. Por el teorema anterior, f € L. []

Ejemplo. El resultado anterior no se aplica a funciones integrables en
el sentido de Riemann. Por ejemplo, (senz)/x es Riemann-integrable
en 1 <z < oo pero |(senz)/x| no lo es. El ejemplo siguiente es un
poco mas facil de calcular, una funcién f lineal por pedazos,

1 1

Es Riemann-integrable porque m Tl =5 R y porque
1
Z— < 00. Pero el valor absoluto de la funcién no es
2n(n+1)

42



4.

4.5.

1
Riemann-integrable porque Z — = 00. (Tampoco son integrables
n

fTy f~ luego f no es Lebesgue-integrable.)

Teorema. L es un espacio vectorial, y la funcion / . L — R es lineal.

Demostraciéon. Sean f,g € L. Entonces |f]|,|g] € L. Si ¢ = 0,
claramente [(cf)dp = ¢ [ fdp = 0. Sic > 0, entonces (cf)t =
c(ft), (¢f)” = ¢(f7), mientras si ¢ < 0, entonces (cf)" = —c(f7),
(c¢f)™ = —c(fT). De cualquier forma obtenemos que [(cf)"du y
[(cf)™ dp son finitas (luego ¢f € L) y

Jenan= [entau- [en du=c [ san

Tenemos
/(\f\+\9\)du=/!f!du+/\gydu<oo

porque |f|, [g] € MT. Ast [f|+[g] € L. Dado que |f +g| < [f]+]g],
se tiene |f + g| € L, luego f + g € L. Queda verificado que L es
espacio vectorial.

Notemos que f+¢g = (ft+9¢") — (f~ + ¢ ) que es la diferencia de
dos funciones en M™. Por el Lema,

Jraan = [ur+gran- [G+g)an

= /fdwr/gdu

con la iltima igualdad por la linealidad de f para funciones en M™.
U

Nota. M™ no es un espacio vectorial porque no admite restar.

Teorema. (de Lebesgue de Convergencia Dominada). Sean f, medi-
bles, f, — f c.t.p. Supdéngase que existe g € L tal que |f,| < g c.t.p.
para todo n. Entonces f € Ly

[ tudus [ rau

Demostracién. Hay un conjunto nulo (medible) que contiene todos
los x para los cuales f,(z) 4 f(z). Podemos redefinir f,(z) = 0,

cuando n — oo.
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4.6.

f(x) = 0 para z en este conjunto; las nuevas funciones son medibles,
tienen las mismas integrales y f, — f en todo punto. De la misma
forma podemos suponer |f| < g en todo punto. Tenemos f € L.
(De esto se sigue que la f original también estd en L, una de las
conclusiones del enunciado.)

Tenemos g + f,, > 0 para todo n, luego

/gdu+/fdu = /(g+f)du £ 1inglinf/(g+fn)du

= liminf (/gd,u—i—/fnd,u)
= /gdu—i—liminf/fndu

(recordar que el Lema de Fatou se aplica a funciones en M™). (Esto
depende de manera esencial del hecho que f g no depende de n, pues
en general liminf(a, + b,) £ liminf a,, + liminf b,,.)

Por ser integrable g, se puede restar su integral y obtener

/fd,ugliminf/fndu

(una desigualdad que se parece a la de Fatou pero las funciones no
estan en M™). Apliquemos este hecho a {—f,} C L con —f, — —f,
dando

/—f dp < lim inf/—fn du, lo cual dice /fdu > lim sup/fn du.

Combinando los resultados, / fdp=lim / fudp. []

Para funciones f € M, f: X — R* que posiblemente tomen los

(1%

valores +00, se pueden aplicar las definiciones de “integrable” e “in-
tegral” a fyg en lugar de f, siempre y cuando la medida del conjunto

E={xe X: f(z) = too}
sea igual a cero.
De la misma manera, para sucesiones {f,} C M de funciones que
son integrables en este sentido, la unién | £, ({+oc}) también es de

medida cero, lo cual permite la aplicacién de los resultados corres-
pondientes.

CONSECUENCIAS DE CONVERGENCIA DOMINADA
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4.7,

4.8.

4.9.

Dada una funcién f(z,t) de dos variables, la integracién con respecto
a una de ellas produce una funcién de la otra. Investiguemos el efecto
de cambio de las operaciones de integral y de limite. Sea (X, F, u)
un espacio con medida.

Dada f: X x (a,b) — R, escribiremos
fla,t) = flx) = f7(1),

[ fedn= /Mtw

Lema. Supongase que (i) (V¢ € (a,b)) f; € M, que (ii) para algin

to € (a,b) se tiene (Vo € X) f(x,tg) = limy_yy, f(x,t) y que (iii) para
algin g € L se tiene (Vz)(Vt) |f(z,t)| < g(x). Entonces

[ o) dute) =t [ fait)duta)

Demostracién. Las hipétesis f; € My |f(z,t)| < g(x) implican que
ft € L, lo cual permite escribir “[ f(x,t)du(z)” para cualquier t.
Si t, — to, las funciones f;, satisfacen las hipotesis de Convergencia
Dominada (.ftn — fto’ ‘ftn‘ S g)? 1uego

[ fdn [ fudu

que es lo que se tenfa que demostrar. [ ]

Teorema. Supéngase que (i) (Vt) f; € M, que (i) (Vo € X) fll(t) =
f(z,t) es continua y que (iii) para algin g € L, (Vz,t) | f(z,t)| < g(x).

Definase F: (a,b) — R por
~ [ @ty dut

Entonces F' es una funcién continua en (a, b).

Demostracién. Por el Lema, (Vi) F'(to) = limy—, F(t). []

Ejemplo. Sea f:[0,1]x(0,1) — R definida por f(x,t) = Xgno,1j(z)+t.
Entonces f; € M mientras f* es continua, y |f(x,t)| <2 € L.
La integral es F'(t) = t, que es continua.

Teorema. Supéngase que (i) (V) f; € M, que (ii) para algin t,

se tiene fy, € L, que (iii) (Vz,t) (x,t) existe y que (iv) hay

ot
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af
ot

F(t) = /f(x,t) du(z) existe para todo t € (a,b), la funcién F' es

una g € L tal que (Vz,t)|=(z, t)‘ < g(z). Entonces la integral

diferenciable en (a,b) y
dF

ar dt/f“d“ /at“d“

Demostracion. Veamos que f; € L para todo t. Sea t, — t con
tn, #t. Para x € X, por (iii) y definicién de derivada tenemos

af . f(l‘,tn) B f(l’,t)
o (1) = lim t—1

que es limite de funciones medibles en x, luego (0f/0t)(-,t) también
es medible. Ahora fijemos x € X. Por el Teorema del Valor Medio,
para cualquier t € (a,b), existe un s entre t y t, tal que

(0, 0) = F(asto) = (¢~ 10) o (2. 9).

Esto da la cota |f(x,t)| < |fi,(z)] + |t — to|lg(x), luego f; € L para
todo t € [a, b].

Fijemos t € (a,b). Cuando t, # t, tenemos

t—t /fxtt—txt /ftnt—t dn(z).

Como antes, hay s, entre t,, y t tal que

[z tn) = flz,t)| _ |Of
syt o

< g(x).

Suponiendo ¢, — t, tenemos s, — t, y por el Teorema de Conver-
gencia Dominada

aF, . F(s) - F(t)
al) = memi
o [ (i L) S0 gy

_ /aféxt’t)du(a:). i



1
4.10. Ejemplo. Para t > 0, tenemos e ™dr = =. (Esto es cono-
Jemp ;

5.1.

[0,00)
cido para la integral de Riemann, se puede mostrar que es igual a la

integral de Lebesgue / e " du(z).) Para t € [a,o0] se tiene
[0,00)

e—tm S e T — g(ZE)

con g € L. Por el Teorema (aplicado a intervalos finitos, y luego
faltan unos argumentos adicionales), se llega a

d (1 Teo 0 —tz _ = —tz _ 1
a(z)‘/[om)a(e Viote) = [ et =

Repitiendo el proceso se obtiene
o
/ 2"e dp = nl ¢t~
0

y al poner t = 1 obtenemos

o
/ z"e " dx = nl.
0

ANALISIS REAL  #5

ESPACIOS L?

El conjunto de funciones X — R es un espacio vectorial porque R es
un espacio vectorial. En la practica a menudo definimos una funcion
como limite de funciones de un tipo particular, y queremos probar
propiedades de la funciéon limite por medio de propiedades de las
funciones aproximantes. Ejemplo: “Un limite uniforme de funciones
continuas es continua.” Por esto necesitamos poner topologias en los
espacios de funciones.

Sea V un espacio vectorial sobre R.

47



5.2.

Definicién. Una funcién N : V — R es una norma en V si para

cualesquier v,w € Vy a € R,
(i) N(v) > 0; (ii)) N(v) =0 = v=0;
(iii) N(av) = |a|N(v); (iv) N(v +w) < N(v) + N(w).

Si N satisface (i), (iii), (iv), entonces es una seminorma en V.

Recordemos que dado un conjunto Y,

Definicién. Una funcién d : Y x Y — R es una métrica en Y si para

cualesquier z,y,z en Y,
(i) d(z,y) > 0; (ii) d(z,y) =0 &y = z;
(iii) d(z,y) = d(y, v); (iv) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Si d satisface (i), (iii), (iv) y (ii’) d(x,z) = 0, entonces es se llama
una seudométrica en Y.

Es facil verificar

Proposicién. Si N es una (semi-)norma en V', entonces la funcién d

definida por
d(v,w) = N(v —w)

es una (seudo-)métrica en V.

Hay una jerarquia de estructuras, norma — métrica — topologia.

Ejemplos de espacios con norma.

(a) V=R, N(z) = |z|.

(b) Dados espacios vectoriales Vi, ..., V,, con normas Ny, ..., Ny,
entonces V] X -+ X V,, es un espacio vectorial con cualquiera de las
normas

N(vi,...,v5) = (N1 (01)P + - + Nu(v,)P)V? (p > 1 fijo)

N(vq,...,0,) = max(Ny(v1),..., Ny(vy)).

(c) 1, = {sucesiones {u,} CR: > |u,|’ < oo} con

N(fud) = (X ual?)
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5.3.

5.4.

5.5.

I = {sucesiones {u,} CR: sup|u,| < cc} con

N({un}) = sup [uy|.

(d) B(X)={f: X = R, f acotada}, con N(f) = sup,cx |f(x)|.
(X cualquier conjunto)

Ejemplos de semi-normas

(a) V =R", No(u,...,u,) = max{|us|, |us|, ..., |u]).
Noétese Ny(uq,0,...,0) =0.

(b) V.= CI0,1], No(f) = SUPg<z<1/2 |f(@)];

Nétese No(f) = 0 donde f(z) = max(0,x — 1/2).

(c) V= CH0,1], No(f) — sup{|f'(x)[}.

Noétese Ny(constante) = 0.

Definicién. Sea (X, F, ) un espacio con medida. Se escribe

N.(f) = / |f|ldu para f € L (= {funciones integrables}).

Por resultados ya conocidos tenemos
Proposicién. N, es una seminorma en L; N,(f) =0« f =0 c.t.p..

Una seminorma “no detecta” elementos de seminorma cero. La si-
guiente construccion simplemente hace caso omiso de tales elementos.

Proposicién. Sea Ny una seminorma en el espacio vectorial Vj. Di-
gamos que w,v € Vp son equivalentes si No(w — v) = 0. Sea V la
coleccién de clases de equivalencia [v] y deffnase N([v]) = No(v).
Entonces N es un norma en V.

Demostracion. Se verifica facilmente que la relacion dada de hecho
es una de equivalencia. Luego veamos que V' es espacio vectorial,
donde se define [v] + [w] = [v+w], alv] = [av]. Hay que verificar que
estas operaciones estan bien definidas, i.e, que si [v] = [V'], [w] = [w'],
entonces la defincién de [v] 4+ [w] coincide con la de [v'] 4+ [w’]. Pero

No((v' + ') = (v+w)) = No((v) = v) + (w' —w))
< No(v' —v) + No(w' —w) =0

por lo que [v +w] = [/ + w'] y la suma estd bien definida. De
manera similar a[v'] = afv]. Es facil verificar las demds condiciones
de espacio vectorial.
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5.0.

5.7.

5.8.

Hay que verificar que N esta bien definida en V': si [v] = [¢], entonces
No(v —2") =0, luego

No(U) = N(](U/ + (U - U/)) S N()(U/) + N()(U - U/) = N()(U,)
y por simetria Ny(v') < Ny(v), por lo que No(v') = No(v). Asi N([v])
estd bien definida; es sencillo verificar las demés condiciones para ver
que N es una norma. En particular,

(ii) N([o]) = 0 No(v) =0 No(v —0) =0 & [v] = [0].  []

Definicién. Ly = Li(X,F,u) es el espacio vectorial normado, con

norma || - ||1, que se forma del espacio vectorial L = L(X,F, ) con
la seminorma N,,.

En el espacio vectorial L, sabemos que dos funciones f, g son equiva-
lentes si f = g c.t.p. La clase de equivalencia de f € L es

fl={g9€L: f=gctp}

y la norma de un elemento de L, es

1AL = / fldp.

Los espacios L,. Sea 1 < p < oco. Sea (X,F,u) un espacio con
medida. Consideremos el espacio vectorial

L= {7 e M [[If1du<oc.

Para f € Zp, se escribe

1/p
1= (f1rrau)

Queremos ver que ésta es una seminorma. Usaremos la observacion
que f € L, si y s6lo si | f|* € L,a (pues |f|P = (|f]*)?/*). Obsérvese
que L, = L.

Proposicién. (Desigualdad de Hélder) Sea p > 1,y
1 1
o=
p 4q

Sean f € Zp, g e Zq. Entonces fg € L= L,y
1l < [ f1lpllglg-
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Demostracion. Consideremos la funcién real valuada

o)=Ll >0 [T
p
/ 1 -1/ :
Se calcula ¢'(t) = —(1 — ¢~ /7), lo cual es negativo para 0 < t < 1,
p
positivo para t > 1. Por lo tanto, ¢(t) > ¢(1) = —1/¢ para todo
t > 0. De esto
e < f + 1
P g

Ahora dados a > 0, b > 0, péngase t = a/b: tenemos entonces

al’? a1

— <
bi/p — pb * q
que se simplifica a
al/? pt/a < a + é
P q

Esta desigualdad también es valida cuando b = 0. Ahora pongamos
A= al/p, B = b/4:

AP B
AB < — + — paratodo A, B > 0.
p q

Volvamos a [ € Zp, gE Zq. Si|lfll, =06 ]g|,=0, entonces fg =0
c.t.p., y tenemos || fg|l1 = 0 como se deseaba. Entonces supongamos
que las dos normas son positivas. En todo caso fg es medible. Para
x € X fijo, utilizamos

7)) 9()
A= B =
s ol
e @@ 1@F | lg@)
f(x)||g(x f(x)P g(x)|?
el = p1fTe? + allgla?

Como x es arbitrario, esto dice que

| fal | fIP g]?
< +
1 lpllglle = 2l fllo?  allgllq@

€L
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5.9.

5.10.

porque |f|?,|g|? € L por hipdtesis. Llegamos a la conclusiéon que
fg € L, e integrando ambos lados de esta ultima desigualdad,
Ifolh 1,1

<-+4-=1 [
Ifllollglle = »  q

Corolario. (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz)

Sean f,g € L,. Entonces fgeliy

\/mwk/ﬁwmsmmwa

Proposicién. (Desigualdad de Minkowski)

Sea p > 1y sean f,h € Zp. Entonces f +h € Ep y

L+ Rllp < A1l + [15]lp-

Demostracién. Esto ya se sabe para p = 1 (desigualdad triangular).

Sea p > 1. Claramente f+ h € M (= {medibles}). Observemos que
|f 4 hfP < 2max(|f], |p])" < 2°(|f" + A7) € L

puesto que |f[?,|h|P € L por hipétesis. Por lo tanto |f + k| € Zp. De
esto f +h € L,. Ademas

|f+hP = |f+nl-|f+nPE<(f|+]R)-[f +hP
< |fl-1f+hP 4| f + R

Definase ¢ por 1/p + 1/q = 1. Entonces p — 1 = p/q, y de esto
|f +hP~t = (|f + k") € L, pues |f + h|P € L. Por la desigualdad
de Holder,

P/q

J 18007 1 i < U0+ 07 = 170 1+ B

De manera analoga

p/q

[ 1r e wptan < s (15 1)

Juntando estas dos desigualdades y notando que
|f +hP < (If]+ [RD]f + h["~", tenemos

LF + Rl ™ < (1LF 1l + IR + Rl ™2
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5.11.

5.12.

5.13.

Finalmente, podemos suponer ||f + pl[, # 0, pues de otro modo la
conclusién deseada es trivial. Asi dividimos por || f + p||,? /4y apli-
camos p — p/q = 1 para obtener la desigualdad. []

Corolario. | - ||, es una seminorma en L,.

Definicién. L, = L,(X, F, ) con la norma ||-||, es el espacio vectorial

normado que se obtiene de L,, con la seminorma || - ||,.

(Obsérvese que f,g € Ep son equivalentes si f = ¢ c.t.p. Ademas,
nétese que para p = 1, las definiciones de Ly y || - || coinciden con
las que se dieron anteriormente.)

Nota. Hemos usado el mismo simbolo || - ||, para la seminorma en E,,
y para la norma en L,. Normalmente (o sea, afuera de la conferencia
de hoy) también se usa el mismo simbolo L, para las funciones p-
integrables y para sus clases de equivalencia (nadie escribe “Zp”). Asi
de ahora en adelante se podra escribir “f € L,” tanto para funciones
f como para clases de equivalencia [f].

ESPACIOS DE BANACH

Definicién. Sea Y un espacio métrico con métrica d. Una sucesion
{yn} en Y se llama sucesion de Cauchy si

(Ve >0) (BN) m,n >N = d(Ym,yn) < €.

El espacio métrico se llama completo si toda sucesion de Cauchy tiene
un limite.

|z —y]
(1+2)(1+vy)
de Cauchy pero no tiene limite.

Ejemplo. Y = R*, d(z,y) = . La sucesion {n}5°, es

Definicién. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado
tal que la métrica asociada a la norma es completa.

Proposicién. Sea (Y, d) un espacio métrico, {y,} C Y, y, >y €Y.
Entonces la sucesién {y,} es de Cauchy.
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5.1

Demostracién. Dado e > 0,sea N talquen > N = d(y,,y) < €/2.

Entonces

m,n >N = d(Ym,Un) < d(Ym,y) +d(y,yn) < €/2+€/2=€. []

Proposicién. Si {y,} es de Cauchy y si una subsucesiéon de {y,}

converge a y € Y, entonces vy, — y.

Demostracién. Por las hipétesis digamos p,q > J = d(y,,y,) <

€/2, k> K = d(yn,,y) < €/2.
Entoncesn > N =J+ K — d(y,y,) <e.[]

(X, F, ) un espacio con medida.

Proposicién. Sea 1 < p < oo. El espacio L, es completo.

Demostracién. Sea {f,} una sucesiéon de Cauchy en L,. Tomemos

N; tal que
m,n > Nj = Hfm - anp < 27 y Nj+1 > NJ"
Definamos g; = fu;, luego

lgj+1 — gjllp <277 (*)
Al definir

9(z) = |gi(z \+Z’91+1 ()], ze€X,

tenemos g € M*. Por la definicién > 72| =1lim )7 |, tenemos
n p
Fat.
[l "% it [ (w + 3 lgpa(a) - gj<x>|> i,
j=1
luego
1/p n Lp
(/ lgl” du) < liminf (/ (loal + > lgier — g3l )" du)
j=1

91| + Z 19541 — 95

j=1

= liminf
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Mink. -
< lirr%inf (Hglﬂp + Z 1gj+1 — 9ij>

j=1
(*)
< lalle +1. (%)

Dado que la definicién de L, usaba funciones que nunca valen oo
(recordar la definicién de L = L;), tenemos que considerar

E={zreX: g(z) <o} eF

y notar u(X — E) = 0 por (x*). Asi gXg € Ep es una funcién que no
toma el co y es equivalente a g. Definamos

] oa(@) + 2250 (g5 () — g(2), T EE,
flw) = { g, ’ ’ r ¢ FE,

y notemos f = limg, en E. Ahora

8] = | 91+Z(9j+1(x)—91(x)) | < \91\+Z |gj+1(x) — g; ()] < [g].

Por esto |gx|? < gP; la funcién ¢” es integrable, y (gx)? — fP c.t.p.
(porque gx(z) — f(x) para x € E). Por el Teorema de Convergencia
Dominada, f € L,y

—91+Z Jj+1 — —gk—l—z gi+1— 9j)

i=k

lo cual nos dice

\f =g <

> (g1 — 95) Z 9i+1 — 95l
Jj=k =k

luego |f — gkl? < g7, luego | f — gx|? es integrable. Por el Teorema de
Convergencia Dominada,

lim/lf gl = /hgn|f —glPdi=0

de lo cual || f — gk||, = 0 cuando k& — oco. Por eso la subsucesion {gy}
de {f.} converge a f en L,. Puesto que {f,} es de Cauchy, converge

a f.[]

El valor de saber que un espacio es de completo es que nos permite
construir funciones nuevas en términos de limites, simplemente ve-
rificando desigualdades (condicién de Cauchy). Lo haremos muchas
veces en la proxima seccion.
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5.15.

5.16.

5.17.

FUNCIONES ESENCIALMENTE ACOTADAS

(X, F, 1) un espacio con medida.
Sea f: X — R una funciéon medible. Escribiremos

Il = inf {sup71: N € 7, u(N) =0} (< o0)

Definicién. Lo = Loo(X, F, 1) = {f: ||f]lsc < c0}.

Decimos que f es esencialmente acotada cuando f € L.

Nota. Cuando el tnico conjunto N para el cual u(N) =0es N = &,
entonces todas las funciones esencialmente acotadas son acotadas.
Proposicién. || - || es una seminorma en L.

Demostracién. Sean f,¢g € Lo.. Tomemos ¢ > 0. Entonces hay
Ny, Np € F con pu(Ny) = 0= u(N2) y

sup |f| <|[fllo +€/2,  sup [g] <|gllo +€/2.
X\ Ny X\ N2

Entonces con N = Ny U N,

sup |[f+g| < sup(|f|+]g)
X\N X\N
< sup |f|+ sup |g]
X\ N X\N,
< N flloo + llglloo + €.

Por lo tanto |[f + gl < [|fllec + [Ifllsc + € que es la desigualdad
triangular. Las demds propiedades de seminorma son triviales. []

Definicién. Lo, = Leo(X,F, 1) es el espacio vectorial con la norma
|| [lo que viene de L, con la seminorma || - |-

Recordemos que las clases de equivalencia son de funciones cuya di-
ferencia tiene seminorma cero.

Proposicion. Sea f € Ly,. Entonces ||f|l.c =0 < f =0 c.t.p.

Demostracién. <= es trivial. Para =, sea || f|| = 0. Podemos tomar
N € Fcon u(Ny) = 0y |f(x)] < 1/k para & ¢ Nj. Tomemos

o6



N = J Ny, luego p(N) = 0 ademds que z ¢ N = f(z) = 0. Esto
dice que f =0 c.t.p. []

En algunos aspectos la norma || - ||, se porta como un limite de las
normas ||-||, cuando p — oo, pero hay muchas propiedades que no son
las mismas para el espacio “limite” y siempre se tienen que investigar
por separado.
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0.1.

ANALISIS REAL  #6

MODOS DE CONVERGENCIA

Sea (X, F, u) un espacio de medida. Investigaremos y compararemos
los siguientes tipos de convergencia: puntual, c.t.p., en L,, en medida,
uniforme, casi uniforme.

Estd claro que para una secuencia { f,,} de funciones medibles se tiene

conv. uniforme =—> conv. puntual —> conv. c.t.p.

Aunque c.t.p. # puntual, con respecto a las demas propiedades c.t.p.
tiene las mismas relaciones que puntual.

“conv. uniforme #- conv. en L,”
Ejemplo. Sea (X, F,u) = (R, B, Lebesgue). Fijemos 1 < p < co. Sea

1

fn= mx[o,n]-
n~Yr. 0<az<n,
Entonces para todo x, |f,(z) —0| = { 0. do otro modo,

por lo cual |f,(z) — 0] < n'/? por todo z € R. Esta cota converge a
0 cuando n — oo, por lo que f,, — 0 uniformemente. Pero

N
IIfn—OIIpZ(/Ifn—Olpdu) :(/ de) .

Por lo tanto f, no converge a 0 en L,,.

Proposicién. Sea 1 < p < oco. Supongamos que u(X) < oo, que
{fn} € L, y que f,, = f uniformemente en X.
Entonces f € L,y f,, = fen L.

Demostracién. Dado € > 0, tomemos N tal que para cada z € X,
n>N = |fu(z) — f(z)| <e
Entonces paran > N,

1= flly = (/ fo f|pdu)‘1’ < (/epdu)‘l’ — en(X)

por lo que || f,, — f||, = 0 cuando n — oo. []

B =
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6.2.

0.5.

6./,

0.5.

“conv. c.t.p., u(X) < oo # conv. en L,”
Ejemplo. Sea (X, F,u) = ([0,1], B, Lebesgue), y sean f, = nX(0,1/n]-
Entonces f,, — 0 puntualmente (jno uniformemente!), pero

0

lo cual diverge cuando n — oo. Por lo tanto f, /4 0 en L,.

Proposicién. Sea f, — f c.t.p. Supongamos que g € Ly, |f.| < g.
Entonces f € L, y f,, = fin L,.

Demostracién. Tenemos |f| = lim|f,| < g c.t.p., por lo tanto f € L,,.
Ahora

.p.

c.t
[fo = fIP < (fal +1FDP < (29)7 = 27g/”
pero |g|” € L. Como |f, — f|° — 0 c.t.p. y la sucesién {|f, — f|'}
estd dominada por un elemento de L;, el Teorema de Convergencia
Dominada dice que

=11 = [ 1fa= 17 du = [0du=o.

asi que f, = fen L,. []

Corolario. Supdngase que pu(X) < oo, y sea {f,} C Ly,
con f, = f c.t.p. donde la sucesién {f,} es uniformemente
acotada c.t.p. (|fn| < K c.t.p.). Entonces f,, — f in L,.

“L, # c.t.p.”

Ejemplo. Sean I, los intervalos [0,1], [0, 3], [3,1], [0, 5], [3, 2], [3,1], ...

y definase f,, = X;,. Sea f la funcion 0.
Entonces || f, — f||, = 0, pero para x € [0, 1] se tiene f,(z) / f(z).
Definicién. Se dice que f, — f en medida cuando (Vo > 0)

p({z € X: |fu(z) — f(z)] > a}) — 0 cuando n — oco.

La sucesién {f,} es de Cauchy en medida cuando (Vo > 0)

1 ({z € Xt |fu(x) = fn(z)] = @}) — 0 cuando m,n — oc.

“en medida # puntualmente
Ejemplo. Del ejemplo anterior se ve que f, = X;, — 0 en medida
pero no puntualmente.
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0.6.

0.7.

0.8.

0.9.

Proposicién. f, — f uniformemente — f,, — f en medida.

Demostracion. Sea f, — f uniformemente. Sea o > 0. Entonces

(IAN)n> N = (Vz)|fu(z) — f(z)] < a. Por lo tanto
n=N — p({x e X: [fulr) - f(x)] = a}) = p(2) = 0.[]

“conv. puntual # conv. en medida”

Ejemplo. Sea f, = X[ nt1). Obviamente f, — 0 puntualmente, pero

p({z € X: |fu(z) — 0] > i}) =1 para todo n. Por lo tanto f, 4 f
en medida. [ ]

Proposicién. f, =+ fen L, = f, — f en medida.

Demostracion. Fijemos a > 0 y definamos

Bu={z € X: |fulz) = f(2)| = a}.

Entonces
/Ifn P du > / o= fIPdi > / o d = o u(Ey).

Como f, — f en L,, entonces u(E,) < a7P|[f, — f||f — 0 cuando
n — oo. Entonces f, — f en medida. []

El siguiente es el primer paso para entender el concepto de “Cauchy
en medida”.

Teorema. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en medida. Entonces
existe f medible y una subsucesién {f,,} tal que f,, — f ct.p.y
fne = f en medida.

Demostracién. Tomemos N tal que

m,n > Ny — U ({x | fn(z) = fulz)| > 2—k}) <2k
Y Ni+1 > Ni. Definimos g, = fn, v
By = {z: |gpsi(2) — grl@)] > 277},

Por construccion pu(Ey) < 27%. Sea Fy, = U2, Ej, por lo tanto
F,eFy

p(F) <y 27k =270,
j=k
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6.10.

Al definir F' = (), Fy se tiene que F € F y u(F) = 0.
Supongamos ahora que = ¢ Fj para algin k, y sea m > n > k.
Entonces

19m (%) = 9n(@)] < 1gm (@) = gm-1(@)] + -+ + |gns1(2) — gn(@)]

1 1 1 1

S 2m71+2m72+'“+2_n< 2n71 (*)

Asi, {gn(x)} es de Cauchy y tiene un limite. Ahora, si z ¢ F,
entonces x ¢ Fj para algin k. Por lo tanto {g,,(z)} converge para
x ¢ F'y podemos definir

O s

Por construccién f € M. Asi que tenemos que g,, — f c.t.p. Ahora,
usando (*) y tomando m — oo, si x ¢ F}, tenemos para n > k

@) = 00| € 5y < oy (+2)

Por lo que g, — f uniformemente en X \ Fi. En particular, g, — f
en X \ F, o sea c.t.p.

Finalmente, sea o > 0 y sea € > 0. Tenemos u(F}) < 2~* 1.
Tomemos k tal que 2~*~Y < min(a, €). Sea n > k.
Entonces por los hechos a > 2=*=1 y (xx),

{z: [f(2) = gn(@)] = o} C {22 [f(2) = gn(2)| = 2,3_1} C .

Ast p({z 1 |f(x) — gu(2)| > a}) < u(Fy) < e para todo n > k, lo cual
significa que g, — f en medida. []

Ejercicio. Observar de cerca al ejemplo anterior con f, = X , y ver

dénde los conjuntos E,,, F), aparecen en la demostracion.

Mejoraremos el resultado anterior, que né sélo converge en medida
en una subsucesion, sino en toda la sucesion original.

Teorema. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en medida. Entonces

existe f tal que f, — f en medida. Dicha funcién f es tnica hasta
c.t.p.; es decir, si f,, — ¢ en medida también, entonces g = f c.t.p.

Demostraciéon. Sabemos que existe una subsucesién f,, y una f tal
que f,, — f en medida cuando k — oco. También

[f (@) = fu(@)| < [f(2) = fu,(@)] + [fr(2) = fr(@)].
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6.12.

Por lo tanto {z: |f(x) — fi(z)] > a} C
{2 1f(@) = fur(@)] 2 5} U a2 [fu () = (@) = 5}

= A, U By, donde pu(Ay) — 0 porque f,, — f en medida, mientras
w(By) — 0 porque {fx} es de Cauchy en medida y ny > k. Dado
que p(Ag U By) — 0 cuando k — oo, hemos verificado que existe un
limite f de {fx} en medida.

Para la unicidad, sean f, — f, f, — g en medida. Notemos que

[f(z) —g(@)] < |f(z) = ful2)] + [fulz) —g(z)]

Por lo tanto {z: |f(z) — g(z)| > a} C

{o:1f@) = ful@)] > 5} U {o: |fule) = g(@)] 2 5)

oo

= A, U B, donde u(A,), u(B,) — 0 por la convergencia en medida.
Dado que E, = {z: |f(z) — g(x)| > a} no depende de n, se sigue que
w(E,) = 0 para toda a > 0.

Finalmente p({z: f(x) # g(x)}) = u (U El/m> = 0, por lo que

m=1
f=gctp. []

“en medida # en L,”

1
Ejemplo. Sea f, = p—\/ﬁX[O,n}. Ya sabemos que f,, ~ 0 en L,

aunque f, € L,. Ademds f, — 0 uniformemente, luego f,, — 0 en
medida.

Proposicién. Sea f,, — f en medida cuando n — oo. Supdngase que
g€ L,yque

|fu(@)] < g(2) c.t.p.
Entonces f,, — f en L,,.

Demostraciéon. Supongamos que f, /4 f en L,. Hay e > 0 y una
subsucesién {gx} = {f.,} tal que

llgr. — fl, > € para todo k. (%)
Esto implica que g — f en medida. Tomemos otra subsucesion

{h;} = {9x,}, hj = h ct.p. y h; = h en medida. Pero h; — f en
medida, y por la unicidad A = f c.t.p. Por lo tanto h; — f c.t.p.
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Ademas |hj(z)| < g(x) c.t.p. ala vez que h; € L,, luego un resultado
anterior nos garantiza que h; — f en L,. Esto contradice (x). Por lo
tanto podemos concluir que f,, = f en L,. []

Convergencia casi uniforme. Consideremos f,, f € M.

Definicién. Se dice que f,, — f casi uniformemente si

(Ve > 0)(3E € F) u(F) < ey f, — f uniformemente en X \ E.
Se dice que {f,} es casi uniformemente de Cauchy si (Ve > 0)
(AE € F) u(E) < €y {fn} converge uniformemente en X \ F.

(Si se dijera “{f,} es uniformemente de Cauchy en X \ E” seria lo
mismo.)

Laidea de “casi uniforme de Cauchy” se puede resumir en lo siguiente:

Proposicién. Sea {f,} una sucesién casi uniformemente de Cauchy.

Entonces hay f € M tal que f, — f casi uniformemente y tal que
fn— f ctp.

Demostracién. Para cada k tomemos Ej, € F con u(Ey) < 27,
tal que {f,} converge uniformemente en X \ Ej.

Sea Fj, = U E;, luego p(Fy) < 2-¢=1),
=k

Como Fj, D Ej, tenemos X \ F, C X \ Ej, conjunto en que
{fn} converge uniformemente. Asi podemos definir la funcién medi-

. (@), x¢
_J lim f (), x & Fy,
gu(x) = { 0, z € Fy.
Como Fj, O Fj.1, ponemos F = ﬂFk, luego p(F) = 0.

Ahora k' > k — (Vx ¢ Fy) g (x) = gr(z).
Por lo tanto {gx(x)} converge para todo = que no esté en F, asi
escribimos [ = liin gren X \ F', f = 0 en F. Notemos que = ¢

Fy, = f(z) = ge(x) = lim f,(2).
Ast fo(z) = f(x) parax € X \ F, es decir f, — f c.t.p.

Falta ver que f,, — f casi uniformemente. Sea ¢ > 0 y tomemos k tal
que 2-~Y < ¢ Entonces u(Fy) < € y f, — gr = f uniformemente
en X \ Fk D
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6.16.

0.17.

0.18.

Proposicién. Sea f, — f casi uniformemente. Entonces f, — f en

medida.

Demostraciéon. Sea a, e > 0. Tomemos E € F tal que u(E) < ¢, con
fn — f uniformemente en X \ E. Ahora {z: |f,(z)—f(z)| > a} CFE
cuando n es suficientemente grande (pues intersecta a X \ E en el
vacio), asi que pu({x : |fu(z) — f(2)] > a}) < u(E) < ¢, por lo que
fn — f en medida. []

Proposicién. Sea h, — h en medida. Entonces hay una subsucesion
hy, que converge a h casi uniformemente.

Demostraciéon. En la demostracién de la proposicion transitoria de
que Cauchy en medida implica una subsucesiéon {gy} = {h,,} con
gr — g en medida para alguna funcién g, la construccién da de hecho
que gp — ¢ casi uniformemente (tenfamos |gp(x) — g(x)| < 27*-1
para x ¢ Fy, luego convergen uniformemente en X \ F}).

Por la proposicién anterior g, — ¢ en medida. Por ser {g.} sub-
sucesion de {h,}, gr — h en medida. Los dos limites son iguales:
g = h c.t.p. Asi g — h casi uniformemente. []

Proposicién. Sea f, — f en L,. Entonces existe una subsucesién f,,,
que converge a f casi uniformemente.

Demostraciéon. Como f, — f en L, tenemos f, — f en medida,
luego la proposicién anterior da la subsucesion requerida. [ ]

“casi uniformemente # en L,”

Ejemplo. Sea f, = nX(,1/,. Entonces f, — 0 uniformemente fuera
de [0, €], luego la convergencia es casi uniforme. (No converge uni-
formemente, ni siquiera afuera de algin conjunto de medida cero.)
Ya vimos que {f,} no converge en L, aunque f,, € L.

Proposicién. Sea f, € Ly, f, — f casi uniformemente. Supdéngase
que para una g € Ly, |f,| < g. Entonces f, — f en L,.

Demostracion. La convergencia casi uniforme implica f, — f en
medida. Ya probamos que con la dominacién por una funcién en L,

estoda f, = fen L,. []

“conv. c.t.p. & conv. casi uniformemente”

Ejemplo. Sea f, = X[ n+1). Entonces f,, — 0 puntualmente. Como
los conjuntos {|f,| > 1/2} tienen medida 1, no existe un conjunto de
medida < 1/2 en el que converja uniformemente. Por lo tanto {f,}
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no converge a cero casi uniformemente.

Proposicién. (Teorema de Egoroff) Sea pu(X) < oo, f, — f c.t.p.
Entonces f,, — f casi uniformemente, y por tanto en medida.

Demostracion. Podemos suponer que f, — f en todo punto.
Consideremos

[e.o]

B = {o: 1) - S0l 2 - e 7

k=n

Luego E,+1(m) C E,(m). La hipétesis (Vz) f,(z) — f(z) implica
(Vm) () En(m) = 2.
n=1

Pero u(X) < oo, ast pu(E,(m)) — 0 cuando n — oo.
Sea € > 0. Tomemos k,, — oo tal que u(Ey, (m)) <2 ™e.
Escribamos

E= | Ek,(m).

Entonces E € F, u(F) < e.
Para x ¢ E se tiene x ¢ Ej, (m), de donde

b2 = |fule) = f@)] < -

Por lo tanto {f,} converge uniformemente en X \ E.
Por lo tanto {f,} converge casi uniformemente. []

Proposicién. Sea f, — f c.t.p., con |f,| < g € L,. Entonces f, — f
casi uniformemente.

Demostracién. Definamos F,(m) como en la demostracién del Teo-

rema de Egoroff, recordemos ﬂ E,(m) =@. Como

v € Ealm) = (30) [fela) = f@)] 2 = = 29() >

y como g € L, necesariamente p(E;(m)) < oo.
Entonces p(F,(m)) — 0 cuando n — oo, y la demostracién continia
como en la anterior. []
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COMBINACION DE LOS RESULTADOS SOBRE
MODOS DE CONVERGENCIA

Consideremos las convergencias: (1) c.t.p., (2) en medida, (3) en
L,, (4) casi uniforme. Algunas implican otras, mientras hemos visto
contraejemplos a ciertas otras implicaciones.

También hay resultados de la forma

e “si el espacio es de medida finita, A implica B”
e “dominada por una funcién en L,, A implica B”
e “si la sucesion es A-Cauchy, entonces B”

e “A implica que una subsucesion es B”

etc. Hay otras implicaciones A — C de donde hemos probado
A — By B — C, que llamaremos “resultados secundarios”.

(A

————————— implicacidn siempre
< ———————Jp con mcdida finity

p —————————Jp dominada en Lp
Pl AUNQUE 56l0 S22 de Cauchy

""""" P conclusién para subsucesion s

Wmmmwﬁﬁ- resultade secundario

c.t.p.

C.U.

_’* W IR

L 3

¢n med. j; i
LA A

N
A )
N L T
"
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Los siguientes tres ejemplos cubren todas las posibilidades, en el sen-
tido de que cualquier afirmacién que no sea contradicha por uno de
ellos es de hecho una implicacién vélida (se podra usar para detectar

las implicaciones, pero no como demostracion en un examen.)

I.
_——

I

I11.

Satisface pu(X) < oo

Satisface pu(X) < oo
No dominado en L,

No dominado en L,

c.t.p.: NO (subs. s1) c.t.p.: Sl c.t.p: Sl
en med.: Sl en med.: Sl en med.: NO
en Ly SI en Ly NO en Ly NO
c.u.: NO (subs. s1) c.u: SI c.u.: NO
c.t.p. <> en med. c.t.p. < Ly c.t.p. & c.u.

1.  ct.p. # en med.
(por III)
1. c.t.p., finito = en

med. (III no es finito)

1”. c.t.p., Ly-dom. = en
med. (IIT no es dom.)

2. en med. # c.t.p.
(por I)

2’.  en med. = subsuces.
c.t.p. (I tiene)

1. ct.p. # L, (por II)
1. ct.p., Ly-dom. = L,
(IL,IIT no son dom.)

2. L, # ct.p. (porlI)
2'. L, = subsuces. c.t.p.
(I tiene)

1. ct.p. % cau. (porIII)
1. c.t.p., finito = cu
(I1T no es finito)

1”. c.t.p., Ly-dom. = c.u
(III no es Ly-dom.)

2. cau. = c.t.p.

L, < cu.

1. Lp# cu. (I tiene)
1. L, = subsuces. c.u.
(por I)

2. cu. # L, (por II)
2. ct.p., Ly-dom. = L,
(IL,III no son dom.)

en med. < c.u.

1. en med. # c.u.
(por I)

1’.  en med.= subsuces.
c.u. (I tiene)

2. c.u. = en med.
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en med. <> L,

1. enmed. & L,

(por II)
1. en med., L,-dom. =

L, (Il no es dom.)
2. L, = en med.




7.1.

7.2.

7.3.

ANALISIS REAL  #7

DESCOMPOSICION DE MEDIDAS
Definicién. Una medida signada en (X, F) es una funcién conjuntista
F — R (no se le permite tomar los valores +00) que es contablemente
aditiva.

Ejemplo. Toda medida finita es una medida signada, pero no toda
medida signada es una medida.

La diferencia A\ = p; — o de dos medidas finitas es una medida
signada.

La integral indefinida A(E) = [, fdu de una funcién integrable es
una medida signada.

Ejemplo. Tomar puntos distintos z, € X, y nimeros a, € R tales
que Y |a,| sea convergente. Definir A(E) = Z Ay,

n: rn€l

Proposicién. Se verifica, igual como para las medidas, que cuando A
es medida signada,

e ECF =— MNF\FE)=\F)—\FE);

o (Vn) E, CE,;v — MNUE,) =lim, A\(E,);

o (Vn) F,y1 CF, — XN Fn) = lim, A(F},).

Definicién. El conjunto P € F es positivo para A si (VA € F)
ACP — AA) > 0. Andlogamente: negativo, nulo para \.

Nota. (No caer en el error de pensar que A es nulo cuando A\(A) = 0.)

Proposicién. (i) Sea P positivo para Ay sea A € F, A C P.
Entonces A es positivo para A.

(ii) Sean P, P, ..., positivos para A. Entonces |J~, P, es positivo
para A.

Teorema. (de Descomposiciéon de Hahn) Sea A una medida signada
en (X, F). Entonces existen P positivo, N negativo para A tales que
X=PUNyPNN=g2.

Demostracién. Pongamos P = {subconjuntos positivos de X'}. Sea
a = sup{\(A): A € P}. Tomemos A, € P con A\(4,) — a, y luego
pongamos
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U,
1

Entonces P es positivo para A. Las uniones |J;" 4, € F son positivas
y crecientes con respecto a m, A(J]' A,) = a. Podemos suponer
entonces que los A, son crecientes. De esto se sigue que \(P) = a'y
en particular a < oo.

Es méas complicado verificar que el complemento N = X \ P es nega-
tivo. Supongamos que esto fuera falso: habria £ C N con A\(E) > 0.
Tal E no es positivo, pues P U E seria positivo con medida méas de
a. Asi E contiene un subconjunto con medida signada negativa. Sea

1
ny = min{n € N: E tiene un subconjunto de medida < ——}
n

y tomemos E; C E con A(E;) < —=—. Tenemos

ME\ E) = ME) — ME)) > ME) + ni > \(E) > 0.

De manera similar vemos que E'\ E; no puede ser positivo, contiene
un subconjunto con medida signada negativa, y ponemos

1
ny = min{n € N: E '\ E; tiene un subconjunto de medida < ——}
n

y tomamos Ey C E '\ E; con A(Es) < _n%' Siguiendo obtenemos

A(E}) <~ Pongamos

F:OEk.
1

Entonces A\(F) = > A(Ey) < =377 nLk < 0. Esto dice que la serie
> nLk < —A(F) converge. Esto implica que nj — oo.

Con esto entre manos, sea G un subconjunto medible de E \ F.
Supéngase que A(G) < 0. Como ng — oo tendriamos

1
nk—l

MG) < —

para k grande. Fijemos un tal k. Entonces G C E'\ (Ey U EyU---U
E,, ,), mientras por la forma en que se escogié nj no puede haber
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7.5.

un subconjunto con medida < —1/n para ningun n < ng. Por esta
contradiccién, sabemos que A\(G) > 0, por lo que E'\ F' es un conjunto
positivo, E\ F C N = X \ P. Ademés \(E \ F) = A(E) — \(F) >
A(E) > 0, luego el conjunto P U (E '\ F') también es positivo y mide
mas de «, que es una contradiccion.

La conclusion es que N es negativo para A, y tenemos la descom-
posicén de Hahn X = PUN. []

Proposicién. Sean (P, Ny), (P, Ny) descomposiciones de Hahn para

A. Entonces para cualquier £ € F,

AMENP)=XMENPR), AMENN)=AENN,).

Demostracién. EN (P \ P) C P, EN(P\ Py) € Ny, luego A(E'N

(P\ Py)) =0. Como ENP, = (ENP\ P)U(ENP NP,) tenemos
AMENP) = ANENP NP,y) yporsimetria A(ENPy) = AM(ENPNP).
Asi A(E N P) = A(EN P,). Es similar verificar que A(F N N;) =
AMENNy). []

Con E = N; en la primera igualdad de la proposicién, obtenemos
A(N1 \ Ny) = 0. Con E = P, en la segunda igualdad, obtenemos
A(P \ P2) = 0. Se puede checar que Ny \ Na, P \ P, son de hecho
nulos para A.

Definicién. Las variaciones positiva y negativa A™, A\~ para la medida

signada A son las medidas AT (E) = A(ENP), A (E)=—-AENN).
La variacion total de X es |A\| = AT + A7. (No dependen de cuél
descomposicién de Hahn se use.)

AT, A~ son medidas finitas. Notemos que A = AT — A~ = (AT 4 p) —
(A~ 4 p) para cualquier medida finita p. No hay otras formas de
descomponer A como diferencia de medidas:

Teorema. (de Descomposicién de Jordan) Sea A una medida signada

en (X, F). Entonces A = AT — A~ y si p, v son medidas finitas tales
que A = p — v, entonces u(E) > AT (E), v(E) > A (F) para todo
EeF.

(Notar que p=p— AT =v—X".)

Demostraciéon. Sabemos A = AT — A™. Supoéngase que A = pu — v.
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7.7.

Entonces
M(E)y=MNENP)=pwENP)—v(ENP)<u(ENP) < u(E).

Similarmente A\~ (E) < v(E). []

Teorema. Sea f € L(X,F, ) (=integrables) donde p es una medida.
Definimos la medida signada

ME) = /E Fdu.

Entonces
A (E) = / Frdp, A (E) = /E fodp, N(E) = /E fldu.

Demostracién. Pongamos P = f~1[0,00), N = f7!(—00,0). En-
tonces

/\(EﬂP):/

ENnP

fduz/ﬁduzo,
FE

AENN) = fduz—[Ef—duso

ENN
por lo que P es positivo, N negativo y dan una descomposicion de
Hahn. Ahora la 1ltima afirmacién viene de

A(E)=MENP), A(E)=-\MENN). []

Ahora abordaremos el Teorema de Radon-Nikodym.

Recordemos que cuando i, A son medidas en (X, F), decimos A << p
(A es absolutamente continua con respecto a p) cuando para E € F,

WE) =0 — \(E) = 0.

Para medidas signadas, se escribe A << p para indicar que las varia-
ciones totales satisfacen |A| << |p|. (Normalmente p serfa una me-
dida, o sea |\| << p.)

Proposicién. Sean p, A medidas finitas. Entonces A\ << y <= para
todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo E € F con u(E) < §, se
tiene A\(F) < e.

Demostracién. (=) Supongamos A << p. Si la condicién fuera falsa,
habria € > 0 tal que (V0)(3E) p(E) <, M(E) > e.
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Luego (pensando en 6 = 27™) tomamos F,, n = 1,2,..., de manera
que
p(Ey) <27 ANE,) > e

Definamos .
Fn = U Ek7
k=n

luego p(Fy,) <27V XF,) > \E,) >«
Para estas medidas ﬁmtas, el hecho F,, O F},;1 nos dice

(ﬂF) = lim p(F,) = 0,
(ﬂF) = lim A(F},) > e.

Pero la continuidad absoluta dice A (()° F,) = 0, que es una con-
tradiccion.

Por lo tanto se verifica la condicion.

(<) Supongamos la condicién. Sea u(E) = 0.

Sea € > 0 arbitrario, y tomemos ¢ como nos dice la condicion.
Entonces u(E) < 0, luego A(E) < €

Por ser € arbitrario, tenemos \(E)=0,

y como E € F era arbitrario, A\ << p. []

Definicién. En cualquier espacio de medida (X, F, i), cuando la me-

dida signada X satisface A(E) = [, f du para todo E € F, decimos
que f es una derwada de Radon-Nikodym de A con respecto a u, y
escribimos

A
ol

d\
— dpu.

ey = [

(Otra forma de expresarlo es que A es la integral indefinida de su
propia derivada de Radon-Nikodym.)

Ejemplo. Sea p la medida de conteo en R. Sea A(E) = ntmero

de enteros en E. Entonces tenemos la derivada de Radon-Nikodym
d\/dp = Xz. (Es un ejemplo donde u no es o-finita.)
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Miés adelante estudiaremos una derivada de la forma

L AB()
3 ju(Bo())

donde B.(z) es una bola en R™. Pero en espacios generales no se
pueden formar “bolas”. Sin embargo se puede hacer algo que es en
algin sentido andlogo, con la descomposicion de Hahn:

Pongamos p, A medidas finitas en (X, F). Consideremos a € R.
La medida signada A—au tiene una descomposicién de Hahn P(a), N(a).
Asi A — ap > 0 para subconjuntos de P(a), y

A — ap < 0 para subconjuntos de N(a).
(Para a < 0 no es interesante: P(a) = X, N(a) = @.)
Entonces cuando a < b tenemos ap < A < by en P(a) N N(b).
Fijemos € > 0 y escribamos

Ap = P(ke) N N((k + 1)e),

asi
ke < A< (k+1)ep en Ay.

(Esto se parece a una derivada: “ke < A(E)/u(E) < (k+1)€".)
Notemos que Ag = P(0) N N(1-¢€) = N(e). Pongamos
A=A
k=0
y luego

B = X\A

= X\ Gp(ke) NN((k+1)e)
= ﬁ P((k + 1)e) U N(ke).

Notemos que B C P(e) porque N(0) = @. Luego B C P(2¢) porque
P(e) N N(e) = @, etc. Asi B C P(ke) para todo k > 1. Por lo tanto
A(B) — kep(B) > 0, y como k puede ser arbitrariamente grande,
u(B) = 0. (Recordemos A\(B) < 00.) Ademés Ay N A, = @ para
k # 1, porque los P(a) decrecen con a. Resumimos lo anterior:
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Lema. Dadas medidas finitas u,\ en (X, F), y dado € > 0, hay una
particion por conjuntos medibles

X=BUAyUA,U...
tal que u(B) = 0y tal que para todo E C A, E € F, se tiene
kep(E) < ME) < (k+1)ep(E).

Con esta particiéon podemos formar una funcién f definida en A, por
f(z) = ke para x € A;. Para E C A, tenemos

/Efdﬂ = (ku(EN Ay) = Z(ke)w = \(E).

k k

Pero en B no tenemos control sobre A. Por ello agregamos una
hipétesis, de que A << p, locual da A=0en B.

Asi podriamos definir f = 0 en B para que A sea la integral indefinida
de f.

Teorema. (Radon-Nikodym) Sean A, 4 medidas o-finitas en (X, F).
Supdngase que A << pu. Entonces existe una f medible, f > 0 tal
que

NE) = [ fdu

para todo E € F. Esta derivada de Radon-Nikodym f = d\/du es
Unica en el sentido de que si A es la integral indefinida de f; también,
entonces f; = f p-c.t.p.

Demostracion. Primero supongamos que A, p son finitas.

Para cada € > 0 apliquemos el Lema para obtener B, Ag, Aq,... y
definamos p
o ke, T € Ag,
Je(z) = { 0, x € B.

Cualquier E € F puede descomponerse £ = (E N B)U (EN Agy) U
(ENA;)U...y los pedazos individuales dan integrales

/ fdu = / ke dp
ENAg ENAy

= [ trvedn = [ (h+ods
ENAg ENAy
— [ gdn v B0

ENAy
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Y [np fedp = 0. Combinando los pedazos,

/ﬂm<A /ﬂw+w<> (+)

Aplicaremos esto con €(n) = 27". Para m > n,

/ femy A < A(E) < / Femy dp+27"p(X) < / Femy dp+2"p(X)
E E E
y
E E
por lo que

<27"u(X).

E

Veamos por un momento el caso particular £ = X.
Pongamos X = {z € X: fin)(z) — feum)(z) > 0}. Entonces

/ |fem) = fem)| dpv = / (feny = fem)) A
X+ o
= ‘/)ﬁ(fe(n) — fe(m) du‘ <27"u(X).

Se tiene una desigualdad similar para X~ = {z € X: fu(x) —
Jemy(z) < 0}, y tenemos X = X U X ™. Entonces

2 1
/ ‘fe(n) - fe(m)‘ d,LL < 2_nu(X) = 2n_1/L<X)'
X

Esto implica que la sucesion {fc,} es de Cauchy en L;(X, ). Por
lo tanto converge en L; a un limite f € L;. Puesto que fe ) > 0
tenemos f > 0 p-c.t.p. y asi podemos suponer que f > 0.

Ahora sabemos que para cualquier E € F,

/Efe(n)du—/EfdM‘ S/E‘ff(”)_f’dM§/|fe(n)—f\d,u.

Por esto y la desigualdad (*) tenemos

—M/mmL/Mu

Esto demuestra la existencia de la derivada de R-N cuando las medi-
das son finitas.
Unicidad: Ejercicio.
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7.11.

Ahora volvemos a considerar que A, ;1 son o-finitas.

Se puede descomponer X = J; C; =, Dy con \(Cj), u(Dy) < oo.
Ordenando los C; N Dy, (contable) obtenemos X = |J;° X,, con
AMX,), u(X,) < oo. Podemos suponer X,, € X, 1.

Por lo que probamos para el caso finito, para cada n hay una h,
medible tal que h,(z) = 0 cuando x € X \ X,,, y tal que para cada
ECX,, F e F se tiene

Mm_émm

Tomemos m > n, luego la condicion £ C X,, C X, nos da

/hndu—/hmd,u.
E E

Por el hecho de la unicidad en (X,,, p|x,,), sabemos que h,,, h,, con-
cuerdan p-c.t.p. en X,. Para evitar manejar las discrepancias de
medida cero, definimos

fn = sup h,.

1<j<n

Es una sucesion creciente; sea f = lim f,,, que es F-medible.
Entonces para £ C X, E € F, tenemos

NENX) = [ fadn
E
Ahora

NE) = AQMEHXM:hmMEﬂX@:hmAﬁJu

Conv.
=
E

Asi f es derivada de R-N de A con respecto a .
Unicidad: ejercicio. []

Nota. También es posible construir la derivada de R-N con el Teo-
rema de Representaciéon de Riesz (omitimos).

Finalmente veamos la descomposicién de Lebesgue de una medida.
Sean (X, F, ), (X, F,u) espacios con medida.
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Definicién. Las medidas A, 4 son mutuamente singulares, “A L u”,
si hay A, B € F talesque X = AUB, ANB =g,

1(A) = \(B) = 0.

Teorema. (de Descomposicién de Lebesgue) Sean A, u medidas o-
finitas. Entonces existe una tnica descomposicion de Lebesgue de A
con respecto a i, €so es, A = Aabs + Aging, CON

)\sing 1 s )\abs < W

Demostraciéon. Unicidad. Sea X = AUB, ANB = &, Aabs+ Asing = A,

P(A) = Xsing(B) =0, Aaps << 1.
Observemos que Asing(E N B) =0 = A\aps(E£ N A), luego

Xsing(E) = Aing(ENA) + Aing(ENB) = AENA),
Aabs(E) = daps(ENA) +das(ENB) = MNENB).

Esto nos dice que conocemos Aabs, Asing cuando conocemos A, B en
L4 44 2
la definicién de “Aging L 1.

Supongamos que X = A'U B, AN B = @, X}  + Ngpe = A,

abs

M(A/) = )‘ging

(B/) = 07 /abs < p.
Entonces podemos formar
A*=AUA, B*=BnNnpB

y tenemos X = A*U B*, A*N B* = @. Ademés u(A*) =0, y como
antes

Ming(B) = Asing(ENA*) + Aing(ENBY) = AEN A,
Mo () = N (ENAY+ N, (ENB*) = MENAY,

sing sing sing

!/
sing

por lo que Ay, = Asing ¥ 1U€80 Aabs = Aabs-

Existencia. La medida v = A\ + p es o-finita. Por el T. de Radon-
Nikodym, tenemos g = du/dv, es decir,

n(E) = /Eg dv
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para E € F. Definamos
A={x: g(x) =0}, B={x: g(z)>0}.
Sabemos que hay que tomar
Asing(B) = MENA), Aas(E) =ANENDB).

AS Aubs + Asing =\, X = AUB, ANB = 2.

Como p(A) = [,gdv =0,y Aas(B) = (BN A) = A\(@) = 0,
tenemos Aging L [t

Supoéngase que p(FE) = 0. Entonces

OZ/ng:/ ng—i—/ gdl/:/ gduv.
E ENB E\B ENB

Esto implica que v(ENB) = 0 porque todos los conjuntos en la unién

EHB:U{xGEUB: g(x) > =}

S|

tienen r-medida cero. Luego
Aabs(E) =AENB)<v(ENB)=0

lo cual da la conclusion de que Agps << p1. [ ]
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ANALISIS REAL  #8

TEOREMAS DE REPRESENTACION DE RIESZ

Definicién. Una funcional lineal en un espacio vectorial V' es una
funcién lineal G: V' — R. Cuando V es espacio vectoral normado, G
se dice acotada si hay una constante M tal que |G(v)| < M|jv|| para
todo v € V. La minima tal constante M es la norma |G| de G:

|G| = sup{|G(v)]: v eV, o] <1}
El espacio dual de V' es
V* = {funcionales lineales acotadas en V'}

que es espacio vectorial con esta norma.

Ejemplo. V = L,(X,F,u), 1/p+1/q = 1. Fijemos g € L,(X,F, )
y definamos G = G,: L, — R por

G(f) = /fgdu para f € L.

Por la desigualdad de Holder, |G(f)| < [|fl,llgll; por lo que G es
acotada con |G| < ||gll4-

De hecho ||G|| = ||g||;- Para verificarlo: cuando g > 0, tomamos
f= g7y verificamos que f € Ly, |[f|I} = [ f*dp = [ g7dp = |lg|l,
luego G(f) = ||gll4]|f]|,- Para g general se pone |- | en las posiciones

adecuadas. (Considerar |g|?7%g.)

(Recordemos que G estd definida en clases de equivalencia de igualdad
c.t.p. Hemos escrito G(f) para la imagen de la clase de equivalencia

de f.)

Se puede decir que en este ejemplo, la funcional G es “representada”
por integracion con la funcion g. Veremos que toda funcional es
representada por una funcién. La identificacién de funcionales con
clases de equivalencia de funciones puede expresarse como L, =2 (L,)*.

Definicién. Una funcional lineal G:L, — R es positiva si f >
0 — G(f) >0.
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Lema. Sea G una funcional lineal acotada en L,. Entonces G =
GT — G~ donde G, G~ son funcionales lineales acotadas positivas
en L.

Demostracion. Primero consideremos f > 0. Definamos

G*(f) =sup{G(h): he L,, 0<h< f}

Claramente G es por lo menos “semilineal”: sic > 0, f > 0 entonces
Gt(cf) =cGT(f), ysi f1 >0, fo >0 entonces

G (fi) + G (fo) <G (fi+ fo) (*)

porque cuando 0 < hy < f1, 0 < hy < fy, se tiene
G(h1) 4+ G(hs) = G(hy + hy) < GT(f1 + fa),
y al tomar el sup sobre fi, fo se da (*).
Sea
0<h< fi+ fo

con f1, fo > 0, y consideremos
hy =sup(h — f2,0), hy =inf(fy, h),
que satisfacen hy + ho = h, 0 < h; < f1, 0 < hy < f5. De esto se ve
G(h) = G(h1) + G(ha) < G (f1) + G (fa).
Como h € L, es arbitraria debajo de f; + f2, tenemos
G (fi+ fo) SGT(H) + G (fa). (%)

Junto con (*) nos da Gt (fi+f2) = GT(f1)+G*(f2) cuando f1, fo > 0.
Hemos establecido que G actia linealmente en f > 0. Para f € L,
en general, definimos

GT(f) =G (f7) =G (f).

Finalmente, definamos G~ = G+ — G.
De lo que se ha establecido, es directo verificar que G, G~ son
funcionales lineales acotadas positivas en L. []
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Teorema. (Representacién de Riesz (a)) Sea (X, F,u) un espacio
con medida o-finito, y sea G: L; — R una funcional lineal acotada.
Entonces existe g € Lo, tal que

<w6mem=/mm

Ademas, ||G|| = ||g|l- Si G es positiva, entonces g > 0 c.t.p.

Teorema. (Representacion de Riesz (b)) Sea (X, F, 1) cualquier es-
pacio con medida, 1 < p < oo, y sea G: L, — R una funcional lineal
acotada. Entonces existe g € L, (1/p+1/q = 1) tal que

(f € 1,) G(5) = [ Fodu.

Ademas, |G| = ||g|l4- Si G es positiva, entonces g > 0 c.t.p.

Demostracién. (a) Primero supongamos que u(X) < oo y que G
es positiva. Para cada E € F, notamos que Xg € L; y pongamos
AME) =G(Xg).

Asi A(@) = 0. Como G es positiva, A(E) > 0.

Dados E,, C E, .1, E =|J E,, tenemos Xz, — Xp puntualmente,
y trivialmente |Xg,| < 1.
Sabemos que para cualquier sucesién uniformemente acotada |f,| <
K, f, € L,, que la convergencia puntual implica convergencia en L,,.
Por lo tanto
XEn — Xg in Ll.
Dado que Xg — Xg, > 0, tenemos que
0 < ME)-AE,) =G(Xg) — G(Xg,) = G(Xp — Xg,)
< lGlHIXe = Xe )l — 0

por lo que A(E,) — A(E) cuando n — co. Esto establece que \ es
una medida.
Para E € F se tiene

pE) =0 — ANE) = G(Xp) = G(0) =0

porque Xg = 0 c.t.p., es decir, Xg y 0 definen el mismo elemento de
Ly. Esto establece que A\ << u. Por el teorema de Radon-Nikodym,
hay g > 0 tal que

Gxg) = ME) "= /E giu= [ xegds
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para todo £ € F. Como G es lineal y como toda funcién simple-finita
@ es combinacién lineal de funciones X g, tenemos

G(p) = /wgdu

para toda ¢ simple.

Sea f >0, f € Ly. Tomemos 0 < ¢, < f, o T f, [ ondu — [ fdp.
Luego por el Teorema de Lebesgue de Convergencia Dominada tene-
mos

||90n—f||1=/|90n—f|du—>0

(dominar por 2f). Por lo tanto

Glen) =GN = 1G(en = I < NG Hlon = flls =0

por lo que G(p,) — G(f).
Ahora por el Teorema de Lebesgue de Convergencia Monétona,

G(f) =limG(pn) = lim/song dp 2 /hm Png dp = /fg dp.
Esta formula dependié de f > 0. Para f € L; en general, nuevamente

G(f) =

G(f)
= /f*gdu /f gdu = /fgdu

Esto da la representacién integral para G cuando X es de medida
finita, y GG es positiva.

+ —

Ahora consideremos X o-finito, y todavia G positiva. Tenemos X =
UXn con M(Xn) < o0, Xn g Xn+1-
Ya sabemos que hay g, > 0, que se anula en X \ X,,, tal que

G(f) = /fgn du para todo f € Ly que se anula afuera de X,.

Sea m < n. Consideremos cualquier f medible, que se anule afuera
de X,,. Entonces f se anula afuera de X, luego

/fgnduzG(f) Z/fgmdu,
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por lo que [ f(gm — gn) dp = 0.

Esto establece que ¢,|x,, = gnlx,, c.t.p. Por esto las g, se extienden
a formar una sola funcion g: X — R que representa la funcional
positiva G.

Finalmente veamos el caso general, y escribimos G = GT — G~ como
diferencia de funcionales positivas, que ya sabemos son representadas
por funciones g*, g~. Definamos g = g* — ¢~, y tenemos

G(f)=G"(f) -G (f) = /fg+ dp — /fg dp = /fgdu
para todo f € L.
Tenemos que mostrar que g € Lo,. Sig > K sobre el conjunto £ € F,

podremos suponer por un momento que p(E) < oo, usando F N X,
en lugar de E. Tomamos f = Xp € Ly, luego || f||1 = u(E), ademds

G(f)] = \/fgdu\ .

[oa = wutm) = K111
E
Hemos probado que si K > |G|, entonces

(VE) g > K sobre E — u(E) = 0.

(Recordemos que fue verificado para FN X, en lugar de F, y notemos

que F serd unién contable de pedazos nulos.) Esto nos dice que
19llee < IG]-
Por la representacién integral tenemos ||G|| < ||g||, luego ||G]| = ||¢g]|-

[

La demostracién de la versién (b) es similar.

ANALISIS REAL  #9

MEDIDAS PRODUCTO — 1

(Vamos a definir un “producto” u x v de dos medidas, que sera pro-
tagonista del teorema de Fubini. Cuando A es p-medible y B es
v-medible, es natural pedir (u x v)(A x B) = u(A)v(B). Pero los
conjuntos medibles en un producto X X Y no son todos de la forma
A x B, ni siquiera son uniones contables | J(A; X B;). Por ello serd
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9.1.

conveniente definir ¢ X v primero en uniones finitas, que forman un
algebra, luego extender la nocién a todos los medibles.)

REPASO DE GENERACION DE MEDIDAS

Con Fy un élgebra de subconjuntos de X, “u una medida en (X, Fp)”
significa “u contablemente aditiva aplicindose cuando J;° E, € Fo”.
Se extiende Fy a una o-algebra F de manera natural:

Primero se considera p* = medida exterior generada por p,

mf{z,u ACU , E; € Fo}

y luego se considera la familia

Fy = {conjuntos p*-medibles}
= {E: VACX) p'(A) = (AN E) + " (A\ E)}.

Dado esto se demuestra que p*|Fo = p, y

Teorema de Extensién de Carathéodory. Fj es una o-algebra y

(X, Fg, w*|F§) es un espacio con medida.

Teorema de Extensiéon de Hahn. Si p es una medida o-finita en el

algebra Fy, entonces p*|Fg es la unica extensiéon de p a una medida
en Fg.

Ejemplo. 1. (Medida de Lebesgue). Fy =

{uniones finitas disjuntas de (a,b], (—o0,b], (a,o0), (—00,00)},

z (U(ai, bi]> =5 (b — ).

El Teorema de Carathéodory da (R, F{,1*) con
={conjuntos Lebesgue-medibles}, I*=medida de Lebesgue.
Es tnica porque [ es o-finita.

Ejemplo. 2. (Medida de Lebesgue-Stieltjes). Sea g:R — R una

funcién monétona creciente: = <y =— g(x) < g(y); y continua por
la derecha:

\ =1 h).

(Ve) g(c) =limg(c+h)
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Se escribirda g(—oo) = lim g¢(z), g(oo) = lim g(z).
T—r—00 T—>00

Definamos para a < b

pg( (a,0] ) = g(b) — g(a)

y extendamos a p, a la misma algebra Fy del ejemplo anterior.
Por el Teorema de Carathéodory se extiende p, a una o-dlgebra que
puede llamarse F,. Esta p, es la medida de Lebesgue-Stieltjes corres-

pondiente a g. Dado que F, contiene a los borelianos, tenemos
la medida de Borel-Stieltjes (X, B, ji4|5)-

Ejemplo. 3. (Espacio dual a C([0,1]).)

Teorema. (Representacién de Riesz (c).) Sea G una funcional lineal
acotada positiva en C(X) = C([0,1]) con || ||s. Entonces existe una
medida v en los borelianos de [0, 1] tal que

(vfec(o.1]) G(f)= /[ N

Ademas, ||G]| = ~([0,1]).

(Un bosquejo de la demostracién, lo suficiente para ver dénde entra
el concepto de la extensién de las medidas:)

Un enfoque podria ser de usar el Teorema de Hahn-Banach (que no
es de este curso) para extender G a una funcional en todo L ([0, 1])
porque C([0,1]) € Ly([0,1]) es un subespacio cerrado. Esto permi-
tirfa aplicar G a la funcién ¢, = X[, v luego definir g(t) = G(Xjo,)
y considerar la medida de Lebesgue-Stieltjes v para g.

Si no conocemos el Teorema de Hahn-Banach, entonces utilizaremos
una aproximacion continua ¢y, y definiremos ¢(t) = lim, 0o G(Ptn)-
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9.2.

1 ¢t,n

0 tt+1/n 1

El limite existe y es > 0 porque 0 < ¢4 11 < @10, que da
0 < G(drn1) < G(Prn)

Luego hay que checar

(1) g(t) es creciente y continua por la derecha, con lo que definimos
v = pg (L-Stieltjes), y luego

(2) (vfeC(01]) G(f) = [ fdy.

MEDIDAS PRODUCTO.

Trabajaremos primero con productos en algebras, y después en o-
algebras.

Sean (X, F), (Y,G) espacios medibles. Un rectangulo en X X Y es
Ax B donde A C X, BCY. Esrectangulo medible cuando A € F,
B € G. Pongamos Z = X x Y. Definamos

Ho = {uniones finitas de rectdngulos medibles}

N
= {{J; xB;): A;€ F, Bj€G, N eN}.
j=1

Lema. Todo elemento de H es una union finita disjunta de rectangulos
medibles.

Demostracion. Fijemos Ay,..., A, € F, By,..., B, € G. Existen 2"
n-adas p = (p1,...,pn) con p; € {0,1}. Para cada p escribamos

0= N Ua,

pj=1 p;=0
BY = (\B;\ B
q;=1 q;=0
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Notemos que A®) N A®) = & cuando p # ¢/,
asi (AP) x B@)N (A®) x BW)) = @ cuando p # p' 6 q # ¢
(Hay 2" x 2™ combinaciones de p, q.) Para cualquier x € X podemos

definir ' )
) YRS 7
no={y Teq
p(ZL’) = (pl(x>7 cee JpTL(I))?

y por definicién tenemos x € AP@) £ & De manera similar obten-
emos y € BW) para y € Y. Por lo tanto el producto Z es la unién
disjunta
X xY = J(A” x BW).
P

Si (w0,90) € AP) x B@ ala vez que (z9,10) € U} 4; X By,
entonces para cualquier (z,y) € X x Y,

(z,y) € AP x BW = p(x) = p(z0), q(y) = q(yo)

n

— (z,y) € U(Aj X Bj).

1

Esto demuestra que para todo (p,q),
0 bien AW x B9 estd contenido en A; x B,
o bien es disjunto de A; x B;.

Pongamos I = < (p, q): AP % Bl C U(Aj X Bj)} . Entonces
1

OA]‘ XBj = U A(p) XB(q).
Jj=1 (

p,q)€L

A la izquierda tenemos un elemento arbitrario de Hy, y a la derecha
una union finita disjunta de rectangulos medibles. []

Lema. Hp es un algebra de subconjuntos de X x Y.

Demostracion. Por definicion Hy es cerrado bajo uniones finitas.
Ademés

n

(X x )\ J; xB;)) = | (A¥ x B@)

1 () el’

87



9.3.

donde
I/

{(p.a)}\ 1

= {(p.@): (AP x BO)n | J(4; x B;) = &}.

1
por lo que Hj es cerrado bajo complementos. [ ]

Definicién. La o-algebra producto H = F x G es la o-algebra gene-

rada por H,.

(i F x G no es el producto cartesiano de F con G!)

Teorema. (de las Medidas Producto.) Sean (X, F,u)y (Y,G,v

espacios con medida. Entonces existe una medida 7 en (Z,H) =
(X x Y, F x G) tal que

7(A x B) = p(A)v(B)

para todos A € F, B € G. Si las medidas u, v son o-finitas, entonces
la medida producto 7 = p X v es unica.

Demostracion. Sean A € F, B € G. Supongamos que

[ee]
Ax B = U Aj x B,
j=1
es una descomposiciéon como unién contable disjunta.
Entonces para cualquier (z,y) € X x Y,

Xa(z)XB(Y) = Xaxp(z,y) = ZXAj (z)X3,(y)

(notar que hay a lo mas un sumando no cero). Entonces para z fijo,

G@rB) = [ -
/ (ixAj(x)xBj> o= / <nmzjijj(x)xBj> dv
R Jim / ixAj (2)Xg, dv
= hmi/xAj(x)xBj dv
= ilo:xAj(a:)y(Bj)
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lo cual dice

Xav(B) =Y Xav(B))

Integremos esto:

/XA v(B)dp = / <ixAj V(Bj)> dy OMom- i/xAju(Bj)du,

luego

= u(A)v(B;) (*)
1
cuando A X B = U A; x Bj es unién disjunta.
1

Sea E € Hy. Por un Lema, podemos escribir E = |J} A; x B; como
unién disjunta aunque no sea de manera tnica. Queremos definir

= ZN(AJ)V B

!/
Si al mismo tiempo E = | ) A’ x B!. entonces existe una subdivisién
1 1 79
comun

n//

E=|JA;x B

(tomar los A7 de la forma C® donde se basa en intersecciones A;NA’,
B; N B;). Entonces cada A; x B; es una unién de algunos de los
Al x By, y aplicando (*) (version finita) y sumando obtenemos

D (A v(By) =Y (A v(BY) = ZM (A7) v
1 1
Por esto my esta bien definida.

Ahora reescribimos (*) como
o(A x B) Z mo(A; X Bj) (%)

Hay que verificar que 7y es o-aditiva en el dlgebra H,. Consideremos
cualquier unién contable disjunta J;~ E; de elementos E; € Hy. Se
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o1 - . o . o0 [e.e]
puede reescribir como una unién disjunta |J;” £ = (U7 (4; x Bj).
Supongamos que esta tnion esta en Hj, es decir,

('s) K

U(A] X BJ) = U(Ck X Dk)

1 1

Notemos que

Cr, x Dy, = J((4; x B;) N (Cy x Dy)),

J

luego por (*) y el hecho (A4; x B;)N(Cy x Dy,) = (A;NCy) x (B;NDy,),
k: X Dk Zﬂ'o A X B (Ck X Dk)) (>I<>I<)

Por lo tanto

o (LJJAJ- X Bj> = m (QCk X Dk>

def_mo > mo(Cr x Dy)
p
(x%) ZZWO((AJ. x B;j) N (Cy x Dy))
conyabs. ZZWO ((A; x B;) N (Ck x Dy))
— ZWO (A; x B))

Esto muestra que 7(UJ,2, E1) = 372, mo(A; x By) = > )2, (). Por
eso my es o-aditiva en el algebra Hy. Por el Teorema de Extension
de Carathéodory, 7 se extiende a una medida 7 en la o-algebra H
generada por H, (de hecho, se extiende a Hjy 2O H).

Cuando p, v son o-finitas, ponemos X = |JX,, ¥ = |JY, para
obtener X xY = J,, (X X Y,,) para deducir que my también es
o-finita. Entonces por el Teorema de Extensién de Hahn la extensién
es unica. [ |
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10.1.

ANALISIS REAL  #10

MEDIDAS PRODUCTO — II

Ejemplo. (No-unicidad de las medidas producto) Sea
X=Y=R, F=G=PR), p=v

donde

0, A contable,
oo, A no contable.

1(A) = {
(a) Definamos H = F x F. Para A € F, definamos

0, si se puede escribir A = FFUG con

F,G € H donde la proyeccién de

m(A) = F en X y la proyeccién de G en Y
son contables;
oo, de otro modo.

Entonces
(1) m es una medida;

(2) m(A) =0 = A estd contenido en una unién contable de lineas
de la forma {z} x Y o X x {y};
3) F,GeF — n(F xG)=u(F)uq).

(valor que es siempre 0 o oo, usamos 0 - co = 0.)

(b) Para H € H, definamos

;

0, si se puede escribir A = FUGU K
con F,G, K € H, donde la proyeccién de

o(A) = F en X, la proyeccion de G en Y y la
proyeccién de K en en la diagonal {(z, z)}

son contables;
oo, de otro modo.

\
Entonces
(1) p es una medida;

(2) p(A) =0 = A esta contenido en una unién contable de lineas
verticales u horizontales o diagonales de pendiente +1;

(3) F,G e F = p(F xG) = u(F)u(Q).
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10.2.

(c) Sea A ={(z,y): =+ y =0} Entonces se tiene
AeH, w(A)=o00, p(A)=0.
Conclusion: w # p, son dos medidas producto para u, v.

(Nota: hay que verificar que las diagonales son medibles: cubrir con
colecciones contables de rectangulos y tomar la interseccion de tales
uniones. )

TEOREMA DE FUBINI

Definicién. Dado F C X x Y y x € X, la z-rebanada de F es
E,={y€eY: (x,y) € E}.
Dado y € X, la y-rebanada de F es

EY={z € X: (z,y) € E}.

Definicién. Si F: X x Y:— R U {—00,00}, * € X entonces la
z-rebanada de F' es

Fo(y) = F(z,y)
y dado y € Y, la y-rebanada de F' es

FY(z) = F(z,y).

(1%

Dadas medidas p, v en X, Y escribimos la “integral iterada” o “in-
tegral doble”

[(fra)r = ([ ) o

gdv donde g(y) = / FYdpu.

como notacion para el valor /
b's

Y
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10.3. Ejemplo. Pongamos X =Y = [0,1], F = G = {conjuntos de
Lebesgue}, con p= medida de Lebesgue, v= medida de contar.
Sea E = diagonal = {(z, z)}, medible en X x Y.
Sea F' = Xg, que es funcién medible.
Calculamos

[ = [ () oo
. f( [ o) a

porque Xy,3 = 0 p-c.t.p. para y € X. Por otra parte,

/X</YF d”) . /X( / XE<:c,y>du<y>) du(a)
_ ?(/X{x}dy) du

porque [ Xy dv = f{w} dv =v({z}) =1
La conclusion es que [, ([ Fdp) dv # [ ([, Fdv) dpu.

Por definicién, las rebanadas satisfacen (1)
(E\F), = {yeY: (z,y) e E\F}
= eV (my eBp\{yeY: (r,y) € F}
— B\ F.
v (2)

U Ea>x ={yeY: (@y) e |JE.} =JEa)..

10.4. Proposicién. (a) Sea E subconjunto medible de X x Y = Z. En-
tonces cada rebanada E,, EY es medible.
(b) Sea F:Z = X xY — R U {—00,00} medible. Entonces cada
rebanada F}, FY es medible.

Demostracién. (a) Por (1),(2) la familia

E={F C Z: todas las rebanadas E, de E son medibles en Y.}
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10.5.

es una o-algebra. Cuando F es de la forma F = A x B, entonces

B, reA
Ex_{@, x ¢ A.

Por lo tanto £ contiene todos los rectangulos medibles, luego tiene
que contener a Hy. Luego £ contiene a la o-algebra H generada por
Ho. Similar para probar que EY es medible en X.

(b) Sea zy € X. Para investigar la medibilidad de F,,, veamos

lyeY:iF,(y) >a} = {yeY: F(xo,y) > a}
= {(z,y): F(z,y) > a}s,

lo cual es medible. Por lo tanto F,, es medible. Similar para F*°. []

Definicién. Una subclase M C P(X) (=conjunto potencia de X)
es una clase monétona si

(i) M # &;

(ii) Cuando E; C Ey C --- con Ej; € M, se tiene |J E; C M,

(iii) Cuando Fy D Fy D --- con F; C M, se tiene (| F; C M,

Nota. Toda o-algebra es una clase monétona. Cualquier interseccion
no-vacia de clases mondtonas es también una clase monotona.

Proposicién. (Lema de las Clases Mondtonas) Sea Fy un élgebra de
subconjuntos de P(X). Entonces la o-algebra o(Fy) generada por
Fo es igual a la clase monétona M (Fy) generada por Fy.

Demostracion. Una o-dlgebra es siempre una clase mondtona, por lo
que

M(Fo) C o(Fo).

Tenemos que mostrar que M (Fy) es una o-algebra,
basta mostrar que es un algebra.

Dado E € M(F;), escribiremos

M(E) = {FeM(F): E\F, ENF, F\E e M(Fy)}
C M(F).

Afirmamos que M(FE) es una clase mondtona:
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Claramente @, F € M(E).
Sea Fi C F, C .-+, con F; C M(E).
Entonces F,, = |J} Fj, luego los conjuntos

E\NUF, En{JF, |UF\E

son limites mondtonos de E'\ F,, ENFE,, F,,\ E'y por tanto estan
en M(Fy), lo cual dice que U™ F; € M(E).

De manera similar Fy O F, D --- con F; C M(E) implica
O™ F; € M(E).

Hemos verificado que M(E) es una clase monétona.
Por la simetrfa en la definicién, F' € M(E) <= E € M(F).

Cuando F € Fy tenemos Fy C M(E),

por la hipdtesis de que Fy es un éalgebra.

(FE.FO — E\F,EﬂF,F\EE.FogM(F()) — FGM(E))
Pero M(Fp) es la minima clase monétona que contiene a Fy,

por lo que M(Fy) € M(E) (siendo M(FE) clase monétona),

luego (VE € Fy) M(E) = M(Fy).

Asi tenemos
EeFy, FeM(F,) — FeM(E) — FEeM(F).

De esto, para todo F € M(Fy), tenemos Fy C M(F).
Otra vez por minimalidad vemos que M(Fy) C M(F),
luego M(F) = M(Fp) cuando F € M(Fp).

Esto implica que
(VF € M(Fp)) (VE € M(Fp)) ENF, F\E € M(F),

es decir, M(Fy) es cerrado bajo intersecciones y diferencias, y como
X € M(Fy), es cerrado bajo complementos. Por lo tanto M (F)
es un algebra, y ya comentamos que siendo clase mondtona es una
o-algebra. ]
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10.6. Lema. Sean (X, F,u) vy (Y,G,v) espacios con medida o-finitos.

Tomemos £ € H = F x G. Entonces (a) las funciones
f@)=v(E,), ve X, gly)=pnE), yevY

son medibles, y (b)

Af@::ﬂmzzﬂg@

Demostraciéon. Primero supongamos que las medidas son finitas.
Recordando que las funciones f, g introducidas en la afirmacién (a)
dependen de FE, definimos

donde m = pu X v.

M = {F € H: f, gson medibles, /fdp =n(FE) = /gdu}
= {EeH: (a)y (D)}

Se ve que M es un algebra, checando E — F € M para E,FF € M y
EUF € M para E, F € M disjuntos.

Si A, B son medibles, E = A x B C X x Y, entonces

(z) = Xa(@)v(B), g(y) = Xp(y)u(A),

/fdu u(A) (B >—7r<AxB>=/Ygdu

por lo que £ € M. Recordando el dlgebra H, compuesta de las
uniones finitas disjuntas de rectangulos medibles E, se puede ver de
esto que Hy C M.

Queremos verificar que M es una clase monétona.
Sea B, CE,.1 C---y E=JF,. Asi

fu(@) = v((En)z),  gn(y) = p((En)”)

son conjuntos medibles y [ f, du =7(E,) = [ g, dv.
Tenemos limites crecientes f, T f, gn T g, donde f(x) = v(E,),
g(y) = uw(E"). Aplicamos el Teorema de Convergencia Monétona
a las medidas p,v, y la continuidad de la medida 7:

Afw—ﬂm—ﬂﬂw

Esto muestra que £ € M.
Un argumento similar para F,, 2O F, . --- muestra que (] F,, € M.
Entonces M es una clase mondtona.
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10.7.

Del Lema de las Clases Monétonas, M O H = o-algebra generada
por Hy. Esto verifica (a) y (b), bajo el supuesto de medidas finitas.

Cuando los espacios son o-finitos, tomemos rectangulos 7, = X, X
Y, con 7(Z,) < oo, X xY = JZ, y apliquemos el Teorema de
Convergencia Mondtona a las restricciones a £ N Z,. []

Teorema. (de Tonelli) Sean (X, F,u) y (Y, G,v) espacios con medida

o-finitos. Pongamos Z = X xY, m = puxvysea F: Z — Rt U{oo}
medible.
Definamos

f(ﬂf)z/YdeV, g(y)Z/XFydu-

Entonces las funciones f, g son medibles y

/deu—/ZFdw—/ygdy.

Esto puede escribirse

(o frawea- [ ([ ra)o

Demostracion. Sea E € H.

Supongase primero que F' = Xg es una funcion caracteristica.
Entonces

@) = /Y(XE)x dy = /YX(EZ) iy — /xdy:y(@,

9(y) = u(EY).
lo cual reduce la afirmacion al Lema anterior. Por lo tanto la con-
clusion del Teorema es vdlida cuando F' es una funcion simple. (x)

En general, hay funciones ®,,: Z — R simples, no-negativas tales que
®, 1T F. Definamos

eule) = [@uiv, i) = (@

Son medibles, y crecientes en n.
Por el Teorema de Convergencia Monétona, ¢, — f, ¥, — ¢.
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10.8.

Nuevamente por Convergencia Monétona,

/fduC:Mhm/ gpnd,u(;)lim/cbndﬂ(;)lim/wndVC:M/gdy
X X Z Y Y
y

/FdﬂC:Mhm/CI)ndw. []
Z Z

Teorema. (de Fubini) Sean (X, F,u) y (Y, G, v) espacios con medida

o-finitos, T = u xven H =F xG. Sea F: X xY — R integrable
con respecto a w. Entonces las funciones

fa) = [ Fedu gto) = [ Frv

estan definidas c.t.p., y

/deM:/ZFdﬂ:/Ygd%
(o) frameo= (o)

Demostracién. Puesto que F € L(Z,H,n), tambien F* F~ €

O Ssea

Li(Z,H, 7). Por el Teorema de Tonelli, las funciones z-rebanadas
correspondientes (F1),, (F~), son medibles y tienen u-integrales fini-
tas.

Esto dice que (F*'),,(F7), < oo p-c.t.p. y permite definir f =
(F+)w - (F_)ac c.t.p.

De manera similar se define g = (F'*)Y—(F~)¥ y se verifica la férmula
de Fubini. []
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10.9. Ejemplo. (continuando con el anterior)
p=medida de Lebesgue, v=medida de contar en los conjuntos de
Lebesgue de [0, 1].
Notemos que v no es o-finita, por lo que no se aplican las hipdtesis
del Teorema de Tonelli.
Con F = Xg, E = diagonal, queremos calcular

/ Fd(pxv) = /1d(,u><1/)
[0,1]%[0,1] E
= (uxv)(E)
= inf ) (1 xv)(R;).
donde las sumas son sobre las cubiertas | J R; O E de E por rectangulos

medibles R; = A; x B;.
Dada una tal cubierta,

(Vz € [0,1])(3j) (z,x) € A; x B;.

Pero (xz,x) € A; x B; <= x € A; N B;. Esto implica que

0,1] = J4;nBy).

J

Como p([0,1]) > 0, existe j para el cual u(A4; N B;) > 0.
Se sigue que p(A;) > 0.

También se sigue que p(B;) > 0, por lo que v(B;) =
Al combinar estos datos vemos que (p x v)(A; x Bj)
Por lo tanto

I8

.

(ux v)(E) =inf{oo} = o0
y encontramos que

/Fd(,uxz/):oo.

Esto dice que F| u, v no satisfacen esta hipétesis del Teorema de Fu-
bini: F' no es integrable con respecto a p X v.

ANALISIS REAL  #11

APLICACIONES DE TEORIA DE LA MEDIDA
A FUNCIONES REALES
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11.1.

11.2.

11.5.

Trabajaremos con funciones con dominio en los reales.

Definicién. Sea F':[a,b] — R. Entonces F' es absolutamente continua
si (Ve > 0) (36 > 0) (V{(a;,b;)} disjuntos en [a, b])

> (by—a) <6 = Z |F(a;) — F(b))| < e

J J

Sea F': R — R. F es absolutamente continua si su restriccion a cada
intervalo finito es absolutamente continua.

Definicién. F' es singular si F' es diferenciable c.t.p. y F/ =0 c.t.p.

Notacién. p es la medida de Lebesgue en R. F'1 significa que F' es
no-decreciente. Recordemos que la medida de Lebesgue-Stieltjes up
estd definida para funciones F'7 que sean continuas por la derecha.

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado, que da una
relacion entre propiedades de funciones F' y de sus medidas pip.

Proposicién. Supdéngase que F'I v que F' es continua por la derecha.
Entonces F' es diferenciable u-c.t.p. y ademés

i) pr < p — (Vz) F(z) = F(a) + [ F'(t) dt

i) pp L p <= F es singular.

Ejemplo. Sea F' la funcién de Cantor, C' el conjunto de Cantor.
Entonces F’ = 0 p-c.t.p. (F es singular).
Ademés pp([0,1]\ C') =0 = pu(C). Entonces pr L p.

Otro objetivo es demostrar el Teorema Fundamental del Calculo:
Sea F:]a,b] — R. Las siguientes son equivalentes:

(a) F' es absolutamente continua;

(b) Bf € L') F(z) = F(a) + [, f(t)dt;

(¢) F es diferenciable c.t.p., F' € L', F(z) = F(a) + [ F'(t) dt.

Para seguir con este programa, necesitamos algunos resultados técni-
cos. Escribimos I.(z) = (z — r,x +r), asi p(.(z)) = 2r. (Notemos

que dado a < b, existen = y r unicos tales que I,.(x) = (a,b).)

Lema. Dada una colecciéon {I,} de intervalos abiertos y U = |, I
y dado cualquier ¢ < u(U), existen indices oy, ..., ay, tales que los
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11.4.

intervalos I,,, n=1,..., N son disjuntos y

Demostracion. Observemos que U es una unién disjunta contable
\UJ; de intervalos. Primero supongamos que cada J; es finito. En-
tonces tomemos N de manera que SV u(J;) > ¢, es decir € =
Zjlv p(J;) —c¢ > 0. Luego para cada j podemos tomar un intervalo
cerrado K; C J; con u(K;) > u(J;) —€¢/N. Puesto que SV u(K;) >
S, 1(J;) — €, tenemos que K = |JY K; € U es un compacto tal
que p(K) > c. Por otra parte, si algin J; es infinito, simplemente
tomemos un intervalo finito K C J; tan largo que u(K) > c.

En todo caso hay una cubierta finita, K C Unj\le Ig,.. Definamos

ai: I, es el mas largo de los {/g, }

as: I, es el siguiente mas largo de los {Ig,, }
que son disjuntos de I,

as:  I,, es el siguiente mas largo de los {Ig,, }
que son disjuntos de I,, U I,,

etc.

hasta que no haya ningun Iz, disjunto de los I, ya elegidos.

Para cualquier I = I.(z) escribimos I* = (x — 3r,z + 3r). Notemos
que si Ig, (algin 1 <m < M) no estd en la lista {I,, }, entonces

(3n) I, N1, # @, u(ls,) < pu(la,)-

(De otro modo (Vn) I,, N1, # @ = pu(ls,) > wu(l,,), o sea Ig,
seria mas largo que todos los I, que lo tocan. No puede tocar ,,.
Si tocara I,,, entonces hubiera sido elegido en lugar de [,,, etc.)
Tomando un tal n, se ve que Ig, € I . Como m era arbitrario,
K CJI, . Luego

¢ < p(K) <Yy p(y) =3 p(la,) []

Definicién. Una funcién f:R — R es localmente integrable si (V)
f_NN |f] du < oo. Se escribe

Li (R) = {f: f es localmente integrable}.
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Para un intervalo [a, b] se define L{ ([a,b]) = L'[a,b].

Definicién. Para f € L., r > 0, el promedio de f en [,(z) es

1 1 [t
A f(z) = —— dj = — d
0 = 255 o =3 0

Nota. A, es un operador lineal. Para una funcién constante c¢ se
tiene A,c = c. Por ejemplos sencillos se ve que para x fijo, A.(z) no
tiene que ser una funciéon monodtona de r, ni tiene que ser acotada.

Lema. Sea f € Lj . Entonces
(i) (Vr>0)xz+— A, f(z) es medible, y
(ii) (Vz) r— A, f(x) es continua.

Demostracién. (i) Sea B, = {(z,y) : |r — y| < r} C R?. Luego,

1

Acf@) = o [ 1)

lo cual es medible por el Teorema de Fubini.
(ii) Cuando r — 7o # 0, se tiene

1

Acf@) = 5 [ X f@)do = Ao fa)

por Convergencia Dominada. (Considerar |f| restringida a I, 41(x).)

[

Definicién. La funciéon maxima de Hardy-Littlewood de la funcion
felLi

loc €

Hf (x) = sup A, | f|(x).

r>0

Proposicién. Hf es medible.

Teorema. (Méximo de Hardy-Littlewood) Sea f € L > 0.

Entonces

locy &

u({a: Hf(z) > a}) < / ()] d.

Demostracién. Sea £ = {z: Hf(z) > a}. Para cada z € E tomemos
r, > 0 tal que A, |f|(x) > a. Sabemos que E C |J, . I, (). Por un

102



11.6.

lema anterior, si ¢ < u(E), tomamos xy,...,xy € E, donde I, (x])
son disjuntos y se tiene que

ZQ'/’IJ. > g

Entonces

¢ <33l (@) < ngmj|f|<xj>u<fuj<xj>>
= 2 )| d
Z/I x]) y)| dy

< /|f )| dy.

Como esto se cumple para todo ¢ < p(E), la conclusion se sigue. []

Ahora veamos que una funcion es aproximadamente su promedio.

Proposicién. Sea f € L} . Entonces lim, ,q A,f = f (u-c.t.p.)

Demostracién. Fijemos N > 0 para trabajar en [—N, N].

Si |z] < N, r <1, entonces A, f(z) es determinado por f|_ny_1,n11]-
Asi podemos suponer que f € L' (usando X_(y11),v4+1)f)-
Fijemos z. Sea € > 0. Por una propiedad de L', podemos tomar

g: R — R continua tal que / |f — g dp < €. Luego

Ar0() ~ 9@ = 5| [ (o)~ e ).

Asi (V6 > 0)(Irg > 0)(Vr < 19) |Arg(x) — g(x)| < 6. Eso es,
lim A,.g(x) = g(z).

Asi A,.g — g cuando r — 0, ademas
A(f—9) S Adlf — gl < H|f — gl, Iuego
lim sup |4, f(x) = f ()]
r—

= limsup |A.(f = g)(z) + (Arg — 9)(x) + (9 — f)(=)]

r—0

< H(f—g)@)+|f —gl(x). (%)
Recordemos que x era arbitrario. Fijemos o > 0, y definamos

E. = {o: limsup|A,f(z) — f(z)] > a},
r—0

Fo = Ao [f —gl(z) > a}.
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Dado ahora cualquier ¢ > 0, tomemos g como anteriormente. En-
tonces por (x)

Ea © FappUfa: H(f = g)(2) > 5},

(Recordemos la demostracion sobre “de Cauchy en medida”, que si
|A, f(x) — f(z)| > « entonces algin sumando es > a/2.)
Pero SulFup) < [ 17— gldu<e

Fa/2
Asi, usando el teorema de Hardy-Littlewood,

WE) < wFap) +n({o: H(S = g)(@) > 5))
H-L 2¢ 2

< —+4+3—€
o o

(el dltimo € es un [;). Como € > 0 es arbitrario, u(E,) = 0 para
todo a.

En particular {z: lim,_,o|A,f — f| > 0} = U p(£1/n) tiene medida
cero, y concluimos que lim, ¢ |A,f — f| =0 (pu-c.t.p.) []

Definicién. El conjunto de Lebesgue de una funcion f es

T+r
tr={otmo [ 1w - sl =0}

Proposicién. Si f € L], entonces u(R — L) = 0.

locy

Demostracion. Para ¢ € R, sea g. = f — c. Entonces aplicando la

proposicién anterior a |g.|,

T+r
i o [ 1) = cldy = i Ao ) = lol(a) = 17 ) —

r—0 2r .

para x ¢ S., donde S, C R, u(S.) = 0.
Sea S = J.cq S, luego pu(S) = 0. Tomemos z ¢ S. Sea € > 0.
Para alguna ¢ € Q tenemos |f(z) — ¢| < ¢, asi

[f(y) = f(@)] < [f(y) = ¢ + € para todo y.

Entonces
1 T+r
timsup 5 [ (£(y) = f()|dy < [f(x) — el + e < 2
T— r—r
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11.9.

Esto es para todo € > 0, luego por definicién z € Ly. []
A veces conviene usar otros conjuntos que I,.(z) para cercar a z.

Definicién. Sea {E, },~¢ una sucesién de conjuntos de Borel que con-
tienen a x; decimos que ésta se comprime adecuadamente al punto x
si

(i) (vr) B, C I(z) y

(i) (Ja > 0) (Vr) w(E,) > ap(l.(z)) = 2ar. (p=Lebesgue)

(Lo esencial aqui es que o no depende de r. Esto permite usar E, en
lugar de I, en ciertos contextos.)

Teorema. (de diferenciacién de Lebesgue) Sea f € Li., = € Ly.

loc»
Supéngase que {E,} se comprime adecuadamente a z. Entonces

. 1
iy [ 17 = @) d =,

de donde

71"15% pu(E)

fdp = f(z).
£,

Demostracién. (Ejercicio, la primera parte viene de la definicién de

Ls.) []

Ahora queremos estudiar como dividir una funciéon F' en sus partes
absolutamente continua y singular. Esto lo haremos primero para
1, para lo cual necesitamos la nocién de diferenciacién de medidas.

Definicién. Una medida v en los borelianos es regular si
v(E) =inf{v(U): E CU, U es abierto}

y ademés v(K) < oo para cada K compacto. Si v es medida signada,
se dice regular cuando v™, v~ sean regulares.

Nota. La medida de Lebesgue i es regular.
Regular implica o-finita.

Proposicién. Sea v una medida signada regular, y sea v = Vaps + Vsing
la descomposicién de Lebesgue con respecto a p. Entonces Vubs, Vsing
son regulares.
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(Probar primero que v, €s regular y usar Vspg = V — Vaps.)

11.10.Nota. Dada f (localmente integrable), podemos definir dos nociones
de “integral indefinida”:

Faoy = [ fya - dp,
() / sa = [ s
v(E) = /Efdu.

Ambas son “absolutamente continuas”, y ambas tienen “derivadas”

derivada de F en x = lim w7
Yy—x y — X
derivada de v en x = lim ﬂ

Una funciéon o una medida puede tener derivada c.t.p. pero no ser
absolutamente continua (como la funcién de Cantor). Esto es cuando
tiene una parte singular no-cero.

11.11. (p=Lebesgue)
Teorema. Sea v una medida signada en los conjuntos de Borel de R,
con descomposicién de Lebesgue v = v, + Vsing. Para p-casi todo
x € R, si {E,},>0 se comprime adecuadamente a x, entonces

. V(Er> dVabs
1 = .
w0 u(Ey) - dp (@)

Demostracion. Sabemos que Vyps, Vsing SON regulares, y también
Vsing L 1. Queremos demostrar que

IGATS)
r—0 N(Ir ({L’))

Para probar (*) es suficiente trabajar con el caso que v es una medida,
porque

=0 p-c.t.p. ()

Vabs + Vsing = V = V' —V
(¥ abs + (VT )sing) — (7 )abs + (¥ )sing)

Jabs = (V7 )abs) + ((V+)Sing — (v )Sing)a

|
—~
—
R
+
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luego usando la unicidad de la descomposicién de Lebesgue,
— (1t -

Vsing = (V )sing - (V )sing'

Nos interesa (*) porque se seguird que

(B,
lim —Vsmg( )

= 0.
r=0 pu(Ey)

dv, abs

Entonces, usando vuus(F) = fE du

dp y el Teorema de Diferen-

ciacion de Lebesgue,

. 1 dVabs dVabs
lim / dp = x) c.t.p.
r—0 ,LL(E’I”) E, dlLL d,u ( )

se completara la demostracién.

Para probar (*), tomemos un conjunto de Borel A tal que vgng(A) =
0= u(R — A), y definimos

_ 1 Vsing(Ir()) _ 1
F, = {m e A hrq{l_%lpm > E}

Fijemos k. Sea € > 0. Como vy, €s regular y vgng(A) = 0, tomemos
A C U abierto con vgng(U) < €. Para x € F},, tomemos 7, suficiente-
mente pequenio para que I, () C Uy

1 27,

sin, [7“ ' Ir = —.
Sea V = U,cp, Ir. (7). Ast F, CV CU. Queremos ver que pu(Fy) =
0. Fijemos 0 < ¢ < (V). Por el Lema tomemos x1,xs,...,xs € Fy

con I, (x;) disjuntos y

asi para todo ¢ tal que ¢ < p(V') se tiene ¢ < 3ke. Por lo tanto
p(Fy) < p(V) < 3ke.

Luego u(Fy) = 0, y esto es para todo k. Por lo tanto se cumple (*).

[
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11.12. Ahora podemos usar los resultados para estudiar la variacion de fun-
ciones y la integral de Riemann-Stieljes.

Definicién. La variacién de F' en el intervalo [a, b] es

Vi F =sup Y |F(aj1) — F(a;)],

donde el supremo se toma usando todas las particiones
a=aqy<a; <...<ap=0>o
Una funcién F' es de variacién acotada en [a, b] si

‘/[a,b]F < Q.

Resulta que el concepto de variacion acotada es un ingrediente im-
portante para definir la siguiente integral, que generaliza la integral
de Riemann.

11.13. Definicién. La integral de Riemann-Stieltjes en [a,b] de F' con
respecto a la funcién g es

k
Jim > F(e)(g(zi) = 9(2:))
—0 0
donde para cada particién g < 27 < ... < x} de [a,b] se toma

¢; € [x4,wi41), y se escribe A = max; (41 — ;).
Maés precisamente, este limite L existe y esta bien definido cuando
para toda € > 0 existe § > 0 tal que

k

L — Z F(ci)(9(wig1) — g(x:))

i=1

<€

b
para toda particién con A < d. En tal caso escribimos L = / Fdg,

decimos que F' es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a g.
(Nétese que g no tiene que ser creciente.)

Proposicién. Sea I continua en [a,b] y sea g de variacién acotada
en [a,b]. Entonces F' es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a
g en [a,b].

Demostracion. Hay que ver que para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que para cualquier par de particiones rg < 1 < ... < T, V
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Yo < 11 < ... < Y, con separaciones maximas A, <y A, < 9,
respectivamente,

Zﬂcﬁ)( Tit1) ZF 9(Wir1) —9(y;))| < e

donde ¢; € [x;,wip1) v d;j € [yj,y541) (notar que ¢; y d; se pueden
tomar arbitrarios pero dentro de los intervalos).

Dado e, por ser F' continua en [a,b], F' es uniformemente continua
y podemos escoger § > 0 tal que |F(c) — F(d)| < €/Vjapg cuando
c,d € [z,2] con |z — 2| <.

Ahora juntemos las dos particiones en una sola zy < 21 < ... < zy
donde {zx} = {z;} U{y;} con N < n + m (ordenando los puntos
de divisién zg). Asi zpi1 — zx < d. Consideremos z; < z;41, con la
particion refinada como

Ti =2k < Zpy1 < 00 < 2 = Tiq

y observamos que

X
|
—

Fe)(g(zi +1) = g(w:)) = p_ F(ei)(9(z41) = 9(2)).

Usando una descomposicién similar para F'(d;)(g(y;+1) — 9(y;)), se
deduce que

ZF(Q)( g(zi1) ZF 9(yj+1) — 9(y;))| <

€

> |F(ei,) = F(di)llg(zre) — g(z)| < Viasd

k=0

Vv[a,b]g = €

[

A continuacién enunciamos una férmula de utilidad practica, resul-
tado que puede deducirse por medio del Teorema del Valor Medio.

Proposicién. Sea F' continua y g diferenciable en [a, b] con ¢’ Riemann
integrable. Entonces

/:ng _ /:F(x) J () da.
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11.14. Ahora tenemos resultados acerca de variacién acotada.
Proposicién. Absolutamente continua implica variacién acotada.

Proposicién. Sea F' de variacion acotada. Entonces F' es la diferencia
de dos funciones crecientes (descomposicién de Jordan de F):

1 1
F = §(V[a,.]F+ F)— 5(1/[&7.}17’ - F).

Asi como el estudio de una medida signada v se reducia al estudio de
medidas v, v~, también el estudio de funciones de variacién acotada
se reduce al estudio de funciones crecientes I, F'~.

Nota. Para F' de variacién acotada y continua por la derecha, pode-
mos definir la medida signada de Lebesgue-Stieltjes pp como dife-
rencia de dos medidas de Lebesgue-Stieltjes. (Las funciones de la
descomposicién de Jordan también serdn continuas por la derecha.)

11.15. Definicién. F (z) = lim,yo F(x + 1), F(z) = lim, o F(z - r).
Tales funciones existen cuando F' es creciente.
En tal caso 7 es continua por la derecha, por lo que fog existe.

Proposicién. Sea F:R — R, F{. Entonces
(a) F es continua, excepto en a lo mas un conjunto contable de puntos.
(b) F'y F son diferenciables p-c.t.p.,y F' = (?)’ p-c.t.p.

Demostracién. (a) Los intervalos abiertos (?(1‘), ﬁ(x)) son disjuntos
(son @ cuando F'(z) = ?(az)), asi para cualquier N

Y (F(2) - F(a)) < F(N) - F(-N).

Como F(N) — F(—N) < o0, el conjunto
{a: o] < N. Fa) # F (@)

es contable. Tomando N = 1,2, ... obtenemos una unién contable de
contables para los puntos de discontinuidad.
(b) Seav = W E, = (x—r,z] o (z,z+7] en el Teorema de Derivadas

de Medidas:
i ?(:L‘—i—?") —?(1‘) . ”?(E’"> duﬁ
1151(1) " = }AILI(l) (B = dﬂ (x) p-c.t.p.



(como siempre, p es la medida de Lebesgue.)

Por lo tanto ' existe pu-c.t.p.
Ahora sea g = F' — F, por demostrar que ¢’ = 0 p-c.t.p.
Por (a), podemos escribir

{z: g(z) # 0} = {w:}i=,.
Luego g(z;) > 0y (VN) Z g(z;) < 00. Sea A(F) = Z g(x;).

|z:| <N z,€E

Se puede verificar que A es una medida de Borel regular y que A L p.

(Obsérvese la relacién entre A en un intervalo y el crecimiento de F en

el intervalo.) Como A,,s = 0, otra vez por el Teorema de Derivadas

AL ()
2r

< M(2))

de Medidas se tiene que lin% =0 p-c.t.p.. Asi que
T—

glx +r) —g(x)
T
Similarmente para g(z) — g(x — r), por lo tanto ¢’ = 0 (u-c.t.p.).

/!

— 0 p-ct.p.

Se sigue que F” existe y es igual a u-c.t.p.

11.16. Ahora retomamos los objetivos planteados. Trabajaremos en un in-
tervalo finito [a, b], asf escribiremos L' en lugar de L .

Proposicién. Supodngase que F' es de variacién acotada y continua
por la derecha. Entonces F' € L', y

(i) pr < p <= (Ya,z) F(z) = F(a)+/ F'(t) dt;

(i) up L p <= F' =0 (p-c.t.p.). ’

Demostracién. Primero notemos lo siguiente. Usando E, = (z,z+7]
en los x donde F es diferenciable,

Fx+7r)— F(x)

F'(z) = hﬂ)l
r r
. . MF(ET) o d(,UF)abs
= lrlf(r)l B 0 () p-c.t.p. (%)

Dado que F’ una derivada de Radon-Nikodym, es integrable sobre
cualquier intervalo finito (porque F'(b) — F(a) es finito).
(i) Se sabe que

pr <K i <= pp = (JLF)abs- (%)

(=) Sea urp << p. Entonces por (x) y (k)

F(2) — F(a) = pr((a,]) = /( dir g, - / P dt.

a,x) dlu’
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(<) Por hipétesis F(x) — F(a) = / F'(t) dt. Entonces por (x),

pr(E) = /E —dwdijabs dp

para todo F de la forma (a,z], luego para todo conjunto de Borel.
Esto nos dice que pp es una integral indefinida, por lo tanto pup << pu.

(11> d(/vLF)abs

prp Lp <= (pp)as =0 < o =0

& =0 peetp. []

11.17. Proposicion. Sea F' de variacion acotada y continua por la derecha.
Entonces

F' es absolutamente continua <= pupr << p.

Demostracién. (=) Supongamos que F' es absolutamente continua.
Sea u(E) = 0. Queremos probar que pr(E) = 0. Tomemos € > 0,
escojamos 0 como en la definiciéon de funciones absolutamente con-
tinuas.

Tomemos U; D E, U; abiertos, u(U;) < 6, pur(U;) — pr(E). (Recor-
dar la construccion de la medida de Lebesgue-Stieltjes pup, y usar el
hecho que se pueden intersectar abiertos que satisfagan las propiedades
para p y pup por separado.) Podemos suponer que Uy D Us D ...
Como U; es una unién disjunta de intervalos (ai,bt), k =1,2,...y
la suma de sus longitudes es menor que 9,

r(B)| =€ < ur(U)| < ) lur((ai, 5))l < D 1F () — Flaj) < e

donde se escoge algun i tan grande que |pup(U;) — pup(E)| < €. Luego
pur(E) = 0. Por lo tanto up << p.

(<) Supongamos que ur << p. Como las medidas son finitas,
(Ve)(F0) u(F) <d = pp(FE) <e.

Apliquemos esto a E = Uij\il(ai, b;] para ver que efectivamente F' es
absolutamente continua. [ |

11.18. Teorema. (Fundamental del Célculo) Las siguientes son equivalentes:
(a) F es absolutamente continua;
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) 3 € L) Fw) = Fla)+ [ 7o) e
(c) F es diferenciable c.t.p., F € L', F(z) = F(a) + /r F'(t) dt.

Demostracién. (a) = (b) Supongamos que F' es absolutamente con-
tinua. Entonces F' es de variacién acotada, y F' = F} — F5 con F, Fy
crecientes. Entonces I}, Fy son diferenciables c.t.p. y las derivadas
son integrables. Asi F es diferenciable y F” es integrable. (Notemos
que F' = F porque F' es continua). Tenemos que pup << u, entonces
por un resultado anterior

F(z) — Fa) = / P dr

(b) = (c) Se sigue facilmente ya teniendo a f con que razonar: Usar
el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue en la definicién de dF/dzx.

(c¢) = (a) Cualquier integral indefinida es absolutamente continua. [ |
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12.1.

ANALISIS REAL  #12

TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI

El tema aqui es la convergencia uniforme, no tiene mucho que ver con
medida o integracion.

C(X,R) es el espacio vectorial de funciones continuas un el espacio
topolégico X. La cuestion es determinar cudndo se pueden aproxi-
mar soluciones de problemas en C(X,R) por medio de funciones en
una subfamilia dada F C C(X,R). Por ejemplo, a veces podemos
construir una sucesién { f,} de funciones que satisfacen algiin prob-
lema de forma aproximada, entonces un limite lim f,, seria candidato
a solucién exacta. Aqui F no necesariamente sera densa en C(X,R).

En lo siguiente se podria usar C en lugar de R y de hecho con pocos
cambios las funciones podrian tomar valores en un espacio métrico.
Para X tomaremos cualquier abierto A C R? en un espacio eucli-
diano; esto también se podria generalizar.

Definicién. F C C(A,R) es una familia normal si toda sucesién en
F tiene una subsucesién que converge uniformemente en compactos
de A a un elemento de C(A,R). (El limite no tiene que estar en F.)

Definicién. Sea F C C(A4,R).
F es uniformemente acotada si (IM)(Vz € A)(Vf € F) |f(x)] < M.

F es uniformemente acotada en £ C A si
la familia F|g = {f|g: f € F} es uniformemente acotada.

F es uniformemente acotada en compactos si
(VK C A, K compacto) F' es uniformemente acotada en K.

F es localmente uniformemente acotada si
(Vz € A)(3 una vecindad V' de z) F es uniformemente acotada en V.

F es puntualmente acotada si F es
uniformemente acotada en cada subconjunto de un solo punto de A.

F es (uniformemente) equicontinua en E si (Ve > 0)

(35 > 0)(V£B1,l’2 € E)(Vf € JT"> ‘371—.152‘ <0 — ’f(l'l)—f(ﬂjg)‘ < €.

F es equicontinua en compactos si
F es equicontinua en todo subconjunto compacto K de A.
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12.2.

12.5.

12.4.

F es localmente equicontinua si
(Vo € A)(3 una vecindad V' de x) F es equicontinua en V.

Teorema. (Arzela-Ascoli) Sea A un abierto conexo en un R?. Sea
F C C(A,R) una subfamilia. Entonces F es una familia normal
si y solo si satisface las siguientes dos condiciones:

(a) F es equicontinua en compactos de A; y

(b) F es uniformemente acotada en algin punto de A.

Ejemplo. Laserie Y .-, 2" converge a 1/(1—x) para todo z € (—1,1),
pero no uniformemente. Pongamos

fal@) =) b, fl@)=1/(1-a).

Luego f, — f uniformemente en [—1 + ¢,1 — ¢] para todo € > 0.
Este es un ejemplo de convergencia uniforme en compactos.

Nota. Para funciones diferenciables en un intervalo real, para equicon-
tinuidad es suficiente que la coleccion de las derivadas sea uniforme-
mente acotada. Esto es porque

|f(z) = f(y)| < |z —y| sup|f'].

Nota. “equicontinua” no implica “localmente uniformemente aco-
tada” ni “familia normal” (considerar F = {constantes}).

Proposicion. F C C(A,R) es localmente uniformemente acotada
<= F es uniformemente acotada en compactos de A.

Proposicién. F C C(A,R) es localmente equicontinua <=
F es equicontinua en compactos de A.

Nota. El abierto A siempre puede escribirse A = |J,~, K,, donde
K, Cint K,,.1, K,, compacto. Por ejemplo,

K, ={z € A: dist(z,0A) > 1} N{z € R% |z| < n}
n

que es cerrado y acotado, luego compacto.

Ademas, todo compacto K C A estd contenido en alguno de los K.
Por eso, ser equicontinuo en cada K, es ser equicontinuo en cada
compacto de A.
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Demostracién. (de Arzela-Ascoli) Tenemos F C C(A,R).

( = ) Supongamos que F es familia normal.

(a) Supdngase que existiera un compacto K C A tal que F no fuera
equicontinua en K. Esto puede escribirse

~ (Ve)3) V)V, 2" e K) |z — 2’| <d = |f(z) — f(2)] <e.
que se convierte en
(V)31 Er 4 € K) e — '] < 6, f(x) — f(&)] > €

De acuerdo con esto tomamos € > 0, y para cada n (usando § = 1/n)
tomamos f,, ., x, tales que

1
’.Z'n — .fl?;l| < E, ‘fn(mn) - fn(x/n)l > €

Como F es familia normal, {f,} tiene una subsucesién convergente;
y como K es compacto, la subsucesion correspondiente de {z,} tiene
una subsubsucesién convergente. Una subsubsubsucesién de {2/}
también converge. Entonces tomamos indices {n;} de manera que

fr, — [ uniformemente en compactos, z,, — x, ,, — 2’

con f € C(A,R)yz,2" € K.

Pero |z, —;, | <1/ny nos dice |z — 2’| =0, z = 2.

Por eso 0 = |f(z) — f(2')] > ¢, lo cual es absurdo.

La conclusion es que F es equicontinua en cada compacto en A.

(b) Si F no fuera acotada puntualmente, digamos no siendo acotada
en x € A, entonces podriamos tomar {f,} C F con |f,(z)] — oo
cuando n — oo. Por ser F una familia normal, hay una subsucesion
convergente f,, — f, luego |f(x)| es mayor que todo nimero real, lo
cual es absurdo. Entonces F es acotada puntualmente.

( < ) Suponemos (a) y (b).

Primero tenemos que verificar que F es puntualmente acotada. Para
ello supongamos que f(z;) < M para toda f € F (como nos da la
hipétesis (b)), y consideramos cualquier x5 € A. Por ser conexo A,
hay un curva v:[0,1] — A que une x; con z3. Por equicontinuidad
de F, existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(y)] < 1 cuando |z —y| < 6,
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por cualquier f € F que sea. Como 7 es uniformemente continua
en el intervalo cerrado [0,1], podemos tomar N tal que |s — t| <

1/N = |y(s) <~(t)| <é. Entonces

[f(z2) = flz)] = [F(v(1)) = F(2(0))]

< Yl (Eh) -1 ()|
< v

para todo f € F. Por lo tanto {|f(z2)|} es acotado por M + N.

Consideremos alguna sucesién de funciones en F. Sea {x,} un sub-
conjunto denso y contable en A C R¢. Por ser F puntualmente aco-
tada hay una subsucesién {f;} que converge en el punto z;. Aplique-
mos el “procedimiento diagonalizador de Cantor”:

Pongamos N; = Z*. Cualquier subsucesiéon de cualquier sucesién
se puede describir por la coleccién de indices que utiliza. Entonces
las subsucesiénes corresponden a los subconjuntos infinitos de los
naturales. (Para entender esto mds claramente: cada subconjunto
infinito de Z* tiene un k-ésimo elemento ny para cada k.) Tomemos

inf.

No € Ny: {f;: j € No} converge en z,

inf.

N3 € Ny {f;: j € N3} converge en x3,

etc. Obtenemos conjuntos infinitos anidados
Z+:N12N22N32...

Definimos
k; = j-ésimo elemento de Nj.

Entonces kj1 > k; > j, lo cual dice k; — oo.

Por lo tanto podemos usar {k;} para definir una subsucesion.

Para cada n, la sucesién { f,(z,)}; converge, porque una cola de esta
sucesion coincide con una subsucesién de {f;(z,)}jen,, que es con-
vergente.

Afirmamos que La sucesion de funciones {fy;}; converge uniforme-
mente en cada compacto de A.
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Tomemos K C A compacto.
Para ver que {fi,} converge uniformemente en K:

Sea € > 0. Por (a), {fx,} es equicontinua en K.
Entonces tomemos § > 0 tal que

€

(Vo,a" € K)(V)) |z — 2’| <& = [fi;(2) = fir, (2)] < 3

Se cubre K con un ntimero finito de discos de radio §/2 en R

Hay un z,, en cada disco porque {z,} es denso en A, tomemos uno.
Sabemos que { fi,(z,)}; converge, entonces para toda esta coleccién
finita de x,, hay un indice iy tal que

. . . 6
i >0 > @) = fi )] < 5

Ahora consideremos z € K arbitrario.
Uno de los x,, que acabamos de mencionar satisface |x — x,| < d.
Entonces

[fii(@) = fi; (@) < (@) = fro(@n)| + [fi (2n) = S, (@)
+ | fry (@n) = fi; ()]

< €.

Esto dice que {fx, } es uniformemente de Cauchy en K.
En consecuencia converge uniformemente en K como habiamos afir-
mado.

En particular {fi,(x)} converge para cada = € A,
por lo que hay una sola funcién limite f = lim f;, en todo A.
Por construcciéon fi, — f uniformemente en compactos.

La conclusién es que F es una familia normal. [ ]

Nota. Si A no es conexo, se puede cambiar la condicién (b) para “F
es puntualmente acotada”.
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15.1.

13.2.

ANALISIS REAL  #13

TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS

Este tema se trata de convergencia uniforme. Se trabaja con fun-
ciones continuas, no se toman en cuenta derivadas, tampoco cues-
tiones de medida cero.

Lema. Sean € Z". Entonces existe un polinomio p,, con coeficientes
reales (no necesariamente de grado n) tal que para t € [—1, 1],

1

Demostracién. Comenzamos con a(t) = (1 — t2)*.

Satisface ai(0) = 1, ag(—1) = ax(1) =0y
(Ve)(Fk)(VE) e < |t] <1 = |ar(t)] <,

por eso se llama una “funcion chipote”.

t
Sea by (t) :/ ax(s) ds,

-1
que es una funcién creciente para —1 <t < 1.

Normalizamos con ¢ (t) = bx(t)/br(1), asi
Ck(—l) = O, Ck(l) = 1.

Més ain, cx(t) estd cerca de 0 para —1 <t < —e¢, y cerca de 1 para
t

e <t < 1. Luego definimos dj(t) = / ck(s) ds, y vemos que
—1

di(t) estd cerca de 0 para —1 <t < —¢, y cerca de t = fg 1 ds para
e<t<I.

Finalmente definimos ey (t) = 2dx(t) — t. Entonces dado n, el poli-
nomio deseado es p,, = e para k suficientemente grande. [ ]

Sea X un espacio topologico compacto. En los espacios de funciones
continuas C(X,R), C(X, C) tenemos la norma || f|| = || f|lec = sup|f].
Estos espacios no solamente son lineales, podemos multiplicar fun-
ciones también. Un subconjunto cerrado bajo las operaciones de
sumar y multiplicar, y bajo la multiplicacion por escalares reales,
se llama una subdlgebra de funciones.

Definicién. Se dice que un subconjunto F C C(X,R) separa puntos

si (Voy € X: o #y)(3f € F) f(2) # f(y).
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13.3. Teorema. (Stone-Weierstrass) Sea X un espacio de Hausdorff com-
pacto. Sea F C C(X,R) una subfamilia. Supongamos que F es una
subalgebra con unidad, tal que F separa los puntos de X. Entonces
F es denso en C(X,R).

Demostracién. (1) F = cerr F es una subdlgebra:

Sean f,g € F. Tomemos f,,g, € F con f, = f, go» — ¢ cuando
n — 0o. (Por definicién la convergencia es uniforme.)

Entonces f, + 9. — f+ 9, fugn — f9, c¢fn — cf y como F es
subalgebra, f, + g, € F, fagn € F, cfn € F.

Por lo tanto f + ¢, fg,cf € F.

(2) Sea p un polinomio real. Entonces f € F —> po f € F:

Por hipétesis 1 € F. Como F es una subdlgebra tenemos

2 f5,... e Fyluegopo f=> cff € F.

(B) feF = |fleF:

Pongamos f # 0, de otro modo es trivial. Sea g = f/|| f||.
Luego ¢: X — [~1,1], y g € F.

Por el Lema, para todo n hay un polinomio p,, con

1
| pnog—lgl | <=
n

lo cual dice que p, 0 g — |g|, y por (2) tenemos p, o g € F.
En consecuencia |g| € F, luego |f| € F.

(4) f,g € F = max(f,g),min(f, g) € F:
estas expresiones son (1/2)(f +g£|f — g).

(5)(a) Dados x,y € X, = # v,
GFeF)0<S<L flee dez =0 fhec. dey=1"

Puesto que F separa, tomamos f; € F: fi(x) # fi(y). Sea

_, = file)
SO A
de manera que fy(x) = —1, fo(y) = 2.

Sea f = min(max(f,0),1). Por (4) sabemos f € F y por
construccion f satisface las demas propiedades.

—leF
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(5)(b) Dados A C X cerrado, y € X — A,
BfeF) 0<f<1L fla=0, flyec. dey=1"

Como X es compacto, A es compacto.

Por (5a) cada = € A tiene una vecindad U, y una funcién f, € F
tal que f.|y, =0, f.(V;) = 1 para una vecindad V de y.

Se cubre A = |J] Uy, v se toma f = min(fy,, ..., fs,) € F por medio
de (4). Entonces f satisface las condiciones porque la interseccién
() Vz, de un nuimero finito de vecindades de y es una vecindad de y.

(5)(c) Dados A, B C X cerrados, disjuntos,
(BfeROLFL fla=0, fls=1:

Similar: se cubre B = JV, con V, vecindad de y € B tal que f,|4 =
0, fylv, = 1, y se toma una subcubierta finita B = [ J{' V,, y se define

f =max f,,.

(6) F es denso en C(X,R):
Supongamos que no. Entonces hay f € C(X,R) tal que

d=inf{||f —g|: g € F} > 0.
Por definicién de inf tomamos g € F tal que || f — g|| < (5/4)d.
Sea h = f — g. Con los conjuntos

3 3
A={x: h(z) < —gd}, B ={x: h(x) > gd}

que son cerrados y ajenos, por (5¢) podemos tomar h; € F con

3 3 3 3
——d < h <=d, hi|la=—=d, hi|p==d.
g7 = 1= ] ’ 1|A g ) 1|B 3
Entonces usando ||h|| < (5/4)d y el hecho que
|h| < 3d/8 en X — AU B, tenemos

—5- (-Dld=1 e
|h — hy| < 2-§d:gd en X — (AU B),
‘§—§|d:§d en B.

Por eso tenemos || f — (g4 )| = |h — M|l < d con g+ hy € F,
que es una contradiccién de la definicién de d. Por lo tanto F =

C(X,R). []
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15.4.

Nota. ;Por qué no se podia tomar hy = min(max(h, —3d/8),3d/8) y
asi evitar el paso (5)7 Porque no sabemos que h € F.

Corolario. 1. (Teorema de Aproximacién de Weierstrass) Toda funcién
continua en un intervalo [a,b] es un limite uniforme de polinomios
reales.

Demostracién. Pongamos X = [a,b], F = {polinomios reales} que
es una subdlgebra de C(X,R) con unidad y que separa puntos. [ |

Corolario. 2. Sea ¢: [a,b] — [a, b] una funcién continua estrictamente
creciente, con p(a) = a, p(b) = b. Entonces el conjunto {pop: p es un
polinomio real} es denso en C([a, ], R).

Demostracion. La operacién f +— f o ¢ es un homeomorfismo de
C([a,b],R) en si mismo porque conserva la norma,

|fop—gool=|f-gdl

Por lo tanto lleva a {polinomios} a un conjunto denso. ||

Corolario. 3. El conjunto de polinomios trigonométricos
{ag + Z(ak cos kt + by sen kt)}
1

es denso en el conjunto { f: R — R continua periédica con periodo 27},

Demostracién. Usar X = R/(277Z), que es un espacio compacto. Hay
que verificar que mencionado conjunto es un algebra y que separa
puntos. []

Ahora veamos que la situacién para funciones complejo-valuadas es
diferente.

122



13.5.

13.6.

Ejemplo. Sea X ={z € C: |z| < 1},

F = {polinomios con coeficientes complejos}.

Si existiera {f,} C F tal que f,(z) — |z| uniformemente, entonces
la funcién z — |z| serfa analitica (un teorema de Variable Compleja),
lo cual no es cierto. Por lo tanto F no es denso en C(X,C). Esto
muestra que la afirmacién andloga al Teorema de Stone-Weierstrass
con C en lugar de R no es valida.

Teorema de Stone-Weierstrass para polinomios complejos. Sea X un
espacio de Hausdorff compacto, y sea F C C(X,C) una subélgebra
con unidad que separa puntos y que sea cerrada bajo la conjugacion
compleja. Entonces F es un subconjunto denso en C(X, C).

Demostraciéon. Consideremos Fy = F NC(X, R).

Notemos que f € F —> Re f, Im f € Fy porque estas funciones
son

1 — 1 —

SU+D, (=7
Por ello sabemos que JFy separa puntos y es una subalgebra.
Por el Teorema de Stone-Weierstrass Fy es denso en C(X,R).

Dado que cada f € C(X,C) puede escribirse como
f=Ref+ilm f € Fy+ilm Fy, vemos que F es denso en C(X,C).

[

Ejemplo. Sea X = {z € C: |z| = 1}. Para z € X, tenemos 27! = Z.
Asi se sugiere tomar

F = {polinomios complejos en z y en 2~ '}

={a_pz "t appz "M H a2 v agFarz -+ a2}
Esta subalgebra es cerrada bajo conjugacion.

0

Se puede escribir z = re? = rcos + irsen6,
1 —if

luego 27t =re™® = r~Lcos® —ir~tsenf (claro, r = 1).

Proposicién. El conjunto de polinomios trigonométricos de dos lados

{ Zakeié’k }

es denso en el conjunto { f: R — C continua, y periddica con periodo 27}.
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