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Capitulo 1

Espacios lineales normados

1.1. Espacios vectoriales

. Qué es un espacio vectorial?

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial (o lineal) sobre un campo K es un
conjunto X con funciones:

(z,y) >z +y, (Az)— Az,

para todos x,y € X y A € K. Dichas funciones cumplen lo siguiente:

i) Vo,y,2 € X) (x+y)+2z=12+ (y + z) (ley asociativa),

ii) (Vo,y € X) x +y =y + x (ley conmutativa),

iii) 30 € X tal que (Vz € X) 4+ 0 = x (existencia del neutro aditivo),

iv) (Vz € X)(3z € X) x+2z = 0 (existencia de inversos), a tal z lo denotamos
—,

v) (VA € K)(Vz,y € X) Mz +y) = Az + Ay (ley distributiva),
vi) (VA p e K)(Vo € X) (A + p)x = X+ pa (ley distributiva),
vii) (VA p € K)(Vz € X) Apz) = (An)z (ley asociativa), y
vill) (1 € K)(Vo € X) 1z = z.

Nota 1.1.2. Un campo K es un anillo conmutativo con division, i.e. es un
grupo abeliano.

En lo susesivo denotaremos con X un espacio vectorial.
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6 CAPITULO 1. ESPACIOS LINEALES NORMADOS

Ejemplo 1.1.3.
(1)  El espacio C" de vectores en C,

{(ti)?zl 1 € C} .

Se puede verificar que C™ es un espacio vectorial con las operaciones naturales
de suma y multiplicacion por escalar. También es valido cuando n = oo, es
decir C* denota el espacio de sucesiones en C. Similarmente podemos formar
espacios lineales por medio del espacio de matrices.

(1) El espacio
{t eC*®: lim¢t, existe} .

n—oo
(111)  El espacio
Iy == {te@o": > |l <oo}.
k=1

(1v) El espacio de funciones
CF:={f:E—C},

con E cualquier conjunto. Notemos que C* = CF con £ := {1,2,...}.

(v) Si E es un espacio topoldgico, entonces el espacio de funciones conti-
nuas,

C(E):={f € C"”: f es continua},
es lineal.

(vi) El espacio de funciones r veces diferenciables,
C"([0,1]) := {f € C([0,1]) : d" f /da" existe para k =1,2,...,r}.

Definicién 1.1.4. Un subespacio vectorial de un espacio vectorial X es
Xo C X tal que
(Vz,y € Xo)(VA € K) z + Ay € Xo.

Cuando Xy C X estrictamente decimos que es un subespacio propio.

Proposicion 1.1.5. Toda interseccion arbitraria de subespacios vectoriales
sigue siendo un subespacio vectorial.

Definicién 1.1.6. Sea A C X. El espacio (A) generado por A es la inter-
seccion de todos los subespacios vectoriales que contienen a A.
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Nota 1.1.7. El conjunto vacio genera el espacio que consta tinicamente del
neutro aditivo, i.e. ({@}) = {0}.

Definicién 1.1.8. Una combinacién lineal (comb.lin.) de A C X es
una suma finita Y N conn € N, {z;,¢ = 1,...,n} C Ay {\,i =
1,...,n} CK.

Teorema 1.1.9. El conjunto de combinaciones lineales de A es un subespacio
vectorial y coincide con (A).

Ejemplo 1.1.10. Sea C" el subconjunto de elementos (z;) € C* tales que
x; = 0 para i > n. Entonces el subespacio (C° UC* UC*U---) no es igual a
Ce.

Definicién 1.1.11. Sea Y subespacio de X . El espacio conciente se define

como
XY ={z+Y :xeX}.

Nota 1.1.12. Para z1, 22 € X, podemos decir que z; esta relacionado con
xo (r1 ~ x3) si y solo si 1 — x9 € Y. Asi, el espacio cociente es el espacio
X médulo la relacién "~" ie. X/Y = X/ ~. Con este punto de vista, al
tomar representantes de cada clase de equivalencia uno puede verificar que
el espacio cociente es efectivamente un espacio vectorial.

Definicién 1.1.13. Un conjunto A es linealmente independiente (lin.ind.)
si

Z)\ixi:O, conn €Ny {x;,;i=1,...,n} CA, conuz,; #x; parai # j
i=1

implica que \; =0 parat=1,...n.

Definicién 1.1.14. Una base (de Hamel) de X es un conjunto lin.ind.
maximo.

Lema 1.1.15. Si A C X es un conjunto lin. ind., entonces A\ J{z} es tam-
bién lin.ind. cuando x ¢ (A).

Demostracién. Sean Y ., \;z; una comb.lin. de A. Si AJ{z} no fuera
lin.ind., se tendria Az + Y | \jz; = 0 con X # 0, luego
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Lo cual significa que z € (A), pero esto es una contradiccion. O
De este lema se sigue que

Corolario 1.1.16.
i) St B es lin.ind. y (B) = X, entonces B es una base.
i) Si B es una base, entonces (B) = X.

Para determinar la maximalidad de un conjunto lin.ind. (i.e. la existencia
de una base) se ocupa el lema de Zorn, y para este resultado se asume el
Axioma de Eleccion: Toda coleccion de conjuntos no vacios admite una
funcion que le asigna un elemento de el mismo a cada conjunto. Otra afir-
macién equivalente es, Fl producto cartesiano de cualquier familia no vacia
es no vacio.

Teorema 1.1.17. (Lema de Zorn) Si X es un conjunto no vacio con
orden parcial, en el cual todo subconjunto totalmente ordenado tiene una
cota superior, entonces X tiene un elemento maximal, i.e. nadie domina a
dicho elemento.

En lo sucesivo X denota un espacio vectorial.

Teorema 1.1.18. Sea A C X con (A) = X, entonces A contiene una base
de X.

Demostracién. Sea F = {B C A : B es lin.ind. } y considere cualquier
E C F totalmente ordenado con la contencién ”C”. Tomemos F = | J pee D,
luego E' C A. Ahora, sea )., \;z; una comb.lin. de E tal que Y ; A\;z; = 0.
Para cada i € {1,...,n} hay un D; € £ con x; € D;. Por orden total de &,
podemos ordenar los D;’s, i.e. D;; € ... C D, . Asi, x; € D;, para cada
¢t =1,...,n. Pero como D, es lin.ind., se tiene que \; = 0 para cada i =
1,...,n, por lo tanto E es lin.ind. Como E es una cota superior de £, usando
el Lema de Zorn F tiene un elemento méximo By. Ademads, (By) = (A); de lo
contrario dado = € (A)—(By), la unién By | J{x} serfa lin.ind., contradiciendo
la maximalidad del Lema de Zorn. ]

Teorema 1.1.19. Sea A C X lin.ind. y B C X tal que (A|UB) = X.
Entonces existe By C B tal que A|J By es una base de X.

Demostracién. Sea F = {E C B: A{JFE es lin.ind. }. Como en la de-
mostracion anterior, sea £ una subfamilia totalmente ordenada y definase
E =Jpee D- Se ve que E C B. Ahora hay que verificar que A E es lin.ind.
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Considerese una combinacién lineal de la forma ", \ia; + >0 pie; = 0,
cona;'sen Ay e;’sen E. Paracada j € {1,...,n} hay D; € £ cone; € D;,
y por el orden total de £ los podemos order como D; C ... C D, , por
lo que e; € D,, para cada j = 1,...,n. Asi, por ser A|JD,, lin.ind., se
tiene que \; =0, ¢t =1,...,ny u; =0, 5 =1,...,m. Luego, como E es
una cota superior de &, por el Lema de Zorn la familia F tiene un elemento
maximo. Dicho elemento maximo genera X, de lo contrario se tendria una
contradiccién como en el teorema anterior. ]

Corolario 1.1.20.
Todo subconjunto A lin.ind. se puede extender a una base de X.

Teorema 1.1.21. Sean n,m € N. Si B = {by,...,b,} es una base de X y
st A=Aay,...,an} C X es un conjunto lin.ind. entonces m < n.

Demostracion. Como B es una base, podemos escribir a; = Z?:l Aib;
con algin \;; # 0, por lo que podemos resolver para b;,. Luego entonces,
tenemos que ({a1}|JB — {b;,}) = X. Por el teorema anterior, hay B; C
B —{b;, } tal que {a;} () By es base de X. Asi, tenemos que |B;| <n — 1.

Similarmente, expresamos ay con {a; } () By, luego para algin b;, se tiene
que ({ay,a2}(B1 — {bi,}) = X. Entonces hay By C B; — {b;,} tal que
{a1,a2}|J B2 es base de X, y |By| <n —2.

Ahora supongamos que m > n. Continuando con el procedimiento, lle-
gariamos a una base {ai,...,a,+} de X con n* < n < m, entonces a,, €
({aq,...,an+}), lo cual contradice la independencia lineal de A. O]

Corolario 1.1.22. Sea n < cc.

i) Si X tiene una base con n elementos, entonces todo conjunto en X con
mas de n elementos no es lin.ind.

ii) Toda base tiene el mismo nimero de elementos.

Definiciéon 1.1.23. Si alguna base de X tiene n < oo elementos, decimos
que la dimension del espacio es n. Si no hay tal n finita, decimos que el
espacio de dimensién infinita.

Definicién 1.1.24. Sea X y Y espacios vectoriales sobre el mismo campo
K. Una funcién f: X +— Y es lineal si

(Vl’l, To € X)(V)\l, )\2 & K) f()\lxl + )\2.’13'2) = )\1f(£l?1) -+ )\Qf(ilfg)
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Si ademas f es biyectiva le llamamos isomorfismo. También, definimos el
espacio nulo de f como f(0)~! = {z € X : f(z) = 0}, denotado por N(f).

Proposicién 1.1.25. Sea f lineal, entonces es inyectiva si y solo si N(f) =

(0}

Definicién 1.1.26. Sea X y Y espacios vectoriales sobre el mismo campo
K.

i) L#(X,Y) :={f: X — Y lineales } (el conjunto de funciones lineales).

i) X# := L#(X,K) (el conjunto de funcionales lineales).

En las siguientes proposiciones consideramos un espacio X de dimension
finita.

Proposicién 1.1.27. Si B = {by,...,b,} es una base de X, entonces todo
funcional f € X* es de la forma

(Ve e X) f(z) = Z)‘i/“’ con {p1, ..., pn} CK,
i=1

donde v =31 | \;b;.

Proposicién 1.1.28. X# es un espacio vectorial con campo K.
Proposicién 1.1.29. Supongamos que dim(X) < oo y que B = {by,...,b,}
es una base. Entonces los funcionales { fy,,. .., fp,} tales que

(Vo € X) fo,(x) =X;, j=1,...,n donde x = Z)\ibi,
i=1

forman una base de X* .

Proposicion 1.1.30. Sea Y un subespacio propio de X. Si x € X —Y
entonces existe f € X tal que f |y=0y f(z) = 1.

Demostracién. Sea By una base de Y, entonces By | J{x} es un conjunto
lin.ind., el cual se puede extende a una base de X. Luego podemos construir
una tal f. m

Ahora estudiaremos el celebre Teorema de Hahn-Banach que tendra con-
cecuencias imporantes en espacios normados.
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Definicién 1.1.31. Para todo z,y € X y A € R. Una funcién p : X —
[07 m)?

i) es sublineal si p(z +y) < p(z) + p(y),

ii) es homogenea si p(Ax) = |\|p(x),

iii) es positiva homogenea si p(Ax) = A\p(x) para A > 0.

Teorema 1.1.32. (Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio vec-
torial sobre R y 'Y un subespacio de X. Sea p una funcional de X sublineal
y positivamente homogenea. Si f € Y# con f(x) < p(x) para todo v € Y,
entonces existe g € L7 (X) tal que (Vx € X)g(z) < p(z) y f(y) = g(y) para
todoy €Y.

Demostracién. Sea © € X — Y, queremos extender a f en (Y (J{z})
y que siga siendo dominada por p. En efecto, se puede especificar el valor
¢'(z) de tal manera que definiendo ¢’ como (Vy € Y)(VA € R)¢'(y + \x) =
f(y) + A\g'(x), la funcional ¢’ cumpla lo deseado, es decir, que

(y e Y)YAER) ¢g'(y + Ar) = f(y) + \g'(z) < p(y + Az). (1.1)

Verifiquemos esto.
Notemos que si A = 0, la desigualdad (1.1) se cumple sin importar cual
sea ¢'(x). Por otro lado, si A > 0 se debe cumplir que

g'(x) <ply/A+z) — fly/N).

Y si A < 0, se debe cumplir que

g'(x) > < (p(y + ) — f(y) = —p(=y/X =) — f(y/N).

>| =

Es decir,

—p(—y2 —2) = f(y2) < g'(z) < p(y1 +2) — f(y1) para todo y1,y2 € Y. (1.2)
Sin embargo, observemos que para todo y;,ys € Y,
F)=F(y2) = fyi—y2) < ply1—y2) = p(yr—yatz—z) < p(yi+a)+p(—y2—1),

por lo que se puede obtener ¢'(x) para que (1.2) se cumpla. Entonces hemos
extendido a f con ¢’ en (Y |J{z}) y sigue dominado p.
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Ahora podemos considerar
F:={h € Z¥%: Z subespaciode X, Y C Z, h |y= f, (Vx € Z)h(x) < p(z)},

es decir, consideramos la familia de todos los funcionales lineales (sobre subes-
pacios de X que contienen a Y') que satisfacen la propiedad deseada: que
extiendan a f y sigan siendo dominados por p. Por la construccion anterior
de ¢’ sabemos que F no es vacio. Ademads, notemos que F tiene un orden
parcial, a saber: decimos que hy domina a hy si Dom(hy) € Dom(hy) y
ha | Dom(hy)= h1. Se puede verificar también que cualquier subfamilia & C F
totalmente ordenada tiene una cota superior en F; esto se lleva a cabo cons-
truyendo £ como en los Teoremas 1.1.18 y 1.1.19. Por el Lema de Zorn, F
tiene un elemento maximal, llamemosle g. Si g no estuviera definido en todo
X, podemos tomar x € X — Dom(g) y efectuar la extensién realizada en la
primera parte de la demostracién, pero esto contradice la maximalidad del
Lema de Zorn. O

1.2. Espacios con norma

En lo sucesivo X denota un espacio vectorial.

Primero mencionamos lo que es una paranorma; esto generaliza el con-
cepto de norma y es usado para dar topologias a espacios vectoriales donde
talvez no es posible establecer una norma.

Definicién 1.2.1. Una paranorma en X es una funcién g : X +— [0, 00) tal
que para todo x,y € X

i) 9(0) =0,

i) g(z) = g(—x),

iii) g(z +y) < g(z) + g(y) (sublineal),

iv) Sean {\, \,i=1,2,...} CCy{x;;i=1,2,..} CX.Si|\—A =0y
g(x; — ) — 0 cuando ¢ — oo, entonces g(\;x; — Ax) — 0 cuando i — oo.
Se dice que g es total si g(z) = 0 implica que = = 0.

Nota 1.2.2. Si g es una paranorma, resulta que d(z,y) := g(x — y) define
una semi-métrica. Si ademas ¢ es total, d es una métrica. En este curso nos
enfocaremos en el uso de normas o seminormas

Definicién 1.2.3. Sea ¢ una paranorma en X y d definida en la nota
anterior. Un conjunto {by,bs,...} es una base de Shauder para X, si
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(Ve e X)(3{\,i=1,2....} CK)

d (x, Z )\ibl) — 0, cuando n — oo.
i=1

Definicién 1.2.4. Una norma en X es una funcién || e || : X — R tal que
i) 2] > 0,

i) |z = Alle]l

i) |z + g1l < llall + 1y,

iv) ||z|| = 0 si y solo si z = 0.

(se llama semi-norma si i)-iii)).

Un espacio lineal normado (ELN) es un espacio vectorial dotado con una
norma.

En general consideramos la bolas

» B.(a):={reX:|v—al <r}
= B.(a):={r€X:||lz—a| <r},
w Sp(a):={reX:|r—al=r}

En el siguiente resultado se consideran los espacios producto X x X y
Kx X.

Proposicion 1.2.5. Sea X un ELN con campo K.
Las siguientes funciones son continuas:

(z,y) =z +y,

(A, x) — Az,

(@, y) = [lz =y,

x> ||z|;

conx,ye X ye kK.

Nota 1.2.6. En un ELN X la oraciéon "una serie absolutamente convergente

es convergente” significa lo siguiente: Para {z;,i =1,2,...} C X,

oo n
Z |zk|| < oo = Zxk — 2 cuando n — 0.
k=1 k=1
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Proposicion 1.2.7. Sea X un ELN. Entonces X es completo si y solo si
toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracién. (=) Sea {z;}32, C X con D> -, [lzx|| < co. Sabemos
que (Ve > 0)(IN < 00) Y oo ||zk|l < € cuando n > N. Asi,

n m max(n,m) 0
Y we— Y w|| = > < Y s
k=1 k=1 k=min(n,m)+1 k=min(n,m)

lo cual tiende a cero cuando n, m — co. Entonces {d ") _; 1} | es de Cauchy,
por lo tanto converge por ser X completo.

(<) Sea {x}72; C X una sucesién de Cauchy. Para cada k = 1,2,...
tomemos ny, tal que si n > ny, y m > ny, se tenga que ||z, — x| < 27F. Sea
Y1 = Tny, Y2 = Ty — Tnyy Y3 = Ty — Tys- - - 5 1UEGO Zzozl Hka < oco. Enton-
ces, por hipdtesis la serie es absolutamente convergente, y ademds Y, yx
converge a un punto y cuando m — oo. Pero > " yp = x,,, por lo que
Tp, — y cuando m — oo. Como {z;}2, es de Cauchy, también x, — y
cuando k — oo, por lo tanto X es completo. O

Definicién 1.2.8. Un espacio de Banach es ELN completo.

Dado un espacio con medida (X, F, ), un ejemplo importante de espacio
de Banach es £P(X, F, ) con p > 1.
Ahora presentamos un ejemplo dado por el espacio de funciones continuas.

Proposicién 1.2.9. Sea a,b € R con a < b. El espacio X := Cla,b], con la
norma ||x]|oe := Maxsecpa ) |2(t)], es de Banach.

Demostracién. Se puede ver que X es lineal y que || - ||oo es norma.
Probemos que X es completo. Sea {x,,n = 1,2,...} C X es sucesién de
Cauchy. Para cualquier ¢ € [a,b], tenemos que |x,(t) — z,(¢)] < ||z, —
T |00, POr lo que {z,(t)} es de Cauchy en R, luego lim,,_, z,(t) existe para
cada t € [a,b|. Definamos (Vt € [a,b])x(t) := lim, . ,(t) y probemos que
lim,,_,oo , = x con la norma en X y que x € X.

Sea € > 0 arbitrario. Sea N entero tal que ||z, — zn||c0 < €/3 cuando
n,m > N. Asi pues, (Vs € [a,b])(Vn,m > N)|z,(s) —z,(s)| < €/3. Tomando
el limite cuando m — oo obtenemos que (Vs € [a,b])|z,(s) — z(s)| < €/3,
en otras palabras (Vn > N)|z, — 2|l < €/3. Por lo tanto ||z, — x||ec — 0
cuando n — oo.
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Como zy es continua y [a,b] es cerrado, xy es uniformemente continua,
i.e. existe 6 > 0 tal que |zn(t) — zn(s)| < €/3 cuando |s — t| < §. Por la
desigualdad del triangulo

[2(s) = x(t)] < |(s) = zn ()] + [en(s) = 2n (@) + [2n(t) = 2(D)],

por lo que podemos concluir que |z(s) — x(t)| < € cuando |s — t| < d, por lo
tanto x es continua. [

Cuando A es un espacio topolégico se puede intentar extender este resul-
tado a alguna clase de funciones f : A — R continuas y que sean acotadas
con la norma del supremo.

Nota 1.2.10. Usando la norma ||z||s := \/fab x2(t)dt, el espacio C([a,b]) no

es completo.
Veamos que ocurre con los espacios cocientes.

Teorema 1.2.11. Sea Y subespacio cerrado de un ELN X. Entonces X/Y
es un ELN con la norma

Y| ;= inf — . 1.
|z + Y| ;gYHx yll (1.3)

Demostracién. Ya se sabe que X/Y es espacio vectorial. Ahora hay que
verificar que (1.3) define una norma. Claramente es positiva. Ahora, para
todo z, 2" € X se tiene que

[(z+Y)+ (2 +Y)|]| =z +2"+Y]
< inf inf ||’ +4/| = Y "+Y.
< inf flz +y + mf 2" +yl] = flz+ Y]+ ]«"+ Y]
Para ver la desigualdad anterior, notemos que para cualquier 3/ € Y,

|+ 2"+ Y| = f ||z + 2"+ y + /|| < [l2"+ 3| + inf |z + y]l,
Yy Yy

y luego podemos tomar el infimo sobre 3’ € Y en ambos lados.
Similarmente se tiene que [[A(x+Y)| = |A||[z+Y||. También se tiene que

lz+Y||=0< (v}, CY)||x + ynl| = 0 cuando n — oo

s xeY(porserY cerrado ) & x+Y =04+Y.
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Teorema 1.2.12. Con las hipdtesis del teorema anterior, si ademas X es
de Banach, también el cociente lo es.

Demostracién. Sea {z; + Y'}52, una sucesién de Cauchy en X/Y, en-
tonces existe una subsucesién {z;, + Y }2°, tal que

I(zj +Y) = (2 + V) <27% k=12,

Sea z; = xj, y defina 241 € xj,,, +V tal que |z, — 2] < 27%. Por

la desigualdad del triangulo, si m < n, ||z, — z,| < (%)m_l. Ast, {z 12,
es de Cauchy en X, entonces 2z, — 2z cuando k£ — oo, lo cual implica que

zk+Y — 2+ Y. Por lo tanto X/Y es completo, luego de Banach. O

Proposiciéon 1.2.13. Todo subespacio de dimension finita de un ELN es
cerrado.

El siguiente resultado resulta ser de gran utilidad en ELN.

Lema 1.2.14. (Lema de Riesz) Sea Y un subespacio propio y cerrado de
un ELN X. Sea 0 < XA < 1, entonces existe x € X con ||x|| = 1 y tal que
infyey ||z —yll = A.

Demostracién. Sea xyp € X —Y y sea d := inf ey [|zg — y||. Por ser
cerrado Y, se tiene que d > 0. Tomemos yo € Y tal que 0 < |[zo — yol| < 4y
defina x = 2= ¢l cual cumple lo deseado. H

llzo—yoll’
Intuitivamente, el Lema de Riesz nos dice que para todo A € (0, 1), siem-

pre hay un elemento en S;(0) (frontera de la esfera) cuya distancia minima
a Y es al menos \.
Lo siguiente da un criterio para determinar la dimensién de un ELN.

Teorema 1.2.15. La bola unitaria B1(0) en un ELN X es compacta si y
solo st dim(X) < oc.

Demostracién. (<) Esto es el Teorema de Heine-Borel.
(=) Supongamos que B;(0) es compacto, y supongamos que dim(X) = oo.
Tomemos x; € S1(0) C X,y X; := ({x1}) el cual es de dimension finita,
luego cerrado. Por el Lema de Riesz, tomemos 25 € S1(0) con |jzs — Xi|| > 3.
Sea Xy := ({x1,x2}); nuevamente por el Lema de Riesz, existe z3 € 51(0)
con [lzg — Xa|| > 1. Y asf sucesivamente, como suponemos que dim(X) = oo,
obtenemos {xj}32, C S1(0) con ||z;—z;|| > 1/2 con j # i. Por lo que {z;}2,
no tendria subsucesién convergente, contradiciendo el hecho de que B;(0) es
compacto. ]
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Definicién 1.2.16. Dos normas || e ||; y || ® |2 en un espacio vectorial X se
llaman equivalentes si existe ¢ > 0 tal que para todo z € X se tiene

1
E||$||1 < lzll2 < cf|z:.

Proposicion 1.2.17. Si la dimension de un ELN es finita, entonces todas
las normas son equivalentes.

En lo sucesivo X y Y son ELNs sobre el mismo campo K.

Definicién 1.2.18. Una transformacién lineal T € £#(X,Y) se llama aco-
tada si existe ¢ > 0 tal que (Vo € X)||T(z)|| < ¢||z||, y su norma se define
como

I = sup

. El conjunto de transformaciones lineales acotadas de X a Y lo denota-
mos como L*(X,Y) o L(X,Y). Si hablamos de funcionales acotados podemos
usar la notacién X*.

Vemos que en espacios de dimension finita, todos los operadores lineales
son acotados.

Proposicion 1.2.19.
i) Se cumplen las siguientes igualdades

1T} = sup [[T(2)]| = sup |T(z)]| = inf{c: (Vo € X)|T(z)] < clz]|}.

=<1 flzfl=1

i) Para todo x € X, [T (x)[| < |T[| x ||=]].
iwi) St X =Y, |[T"|| < ||T||", donde T™ es la n—ésima composicion de T.

Teorema 1.2.20. Sean X,Y ELNs. Se tiene que T € L#(X,Y) es acotado
sty solo si T es un mapeo continuo.

Demostracion. Si T' es continua, en particular es continua en 0 € X
(neutro de X). Luego

(Ve > 0)(38 > )l — 0| <0 = | T(x) - TO)] < e

en particular para e = 1. Siz € X es de norma 1, |[0z| = 6, luego ||T'(0x)]] <
1. Asi, ||Tz|| < 1/6 < oo para todo = de norma 1, por la proposicién anterior
T' es acotado.
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Supongamos que T es acotado. Tenemos que hay M < oo tal que para
todo x,y € X conx —y #0

7=l _
Iz =y
Luego | T(x) — T'(y)|| < M||z — y||, por lo tanto T es continua. O

Ejemplo 1.2.21. Un operador integral en (C[0,1], || ® ||o) donde el nicleo
k:10,1] x [0,1] — K es funcién continua define un operador acotado.

Teorema 1.2.22.
i) Con la norma T w— ||T||, el conjunto L*(X,Y") es un ELN.
ii) Si'Y es completo, L*(X,Y) es de Banach.

Demostracién. Sean 7,7y € £L*(X,Y), entonces

[Ty +Tol| = sup [[Ty(z) +To(z)| < sup (T3 ()] + [ T2(2) ) < [[T1][+ [ 121,

ll]l=1 [lz]l=1

y también ||[AT1|| = |A|||T1]]. Claramente ||T']| =0 si (Vz € X)T(x) =0€Y;
y si [|T|| = 0 entonces (Vo € X)||T(z)|| = 0, lo cual implica que (Vz €
X)T'(z) =0, pues || - || es norma en Y. Hemos pues mostrado que la funcién
| || en L*(X,Y) es efectivamente una norma.

Se puede ver facilmente que L*(X,Y) es espacio lineal. Verifiquemos en-
tonces que es completo para ver que es de Banach.

Sea {T,,,n=1,2,...} C L*(X,Y) sucesién de Cauchy. Para cada x € X
T (z) — Ton(2)|| < |10 — Tnlll|z]], luego {10 (z),n = 1,2,...} es sucesién de
Cauchy en Y, y como Y es completo, el limite T'(x) := lim,_,o, T,,(z) estd
bien definido para cada z € X. Por la linealidad de cada T,

(Vr,y € X)(Va € K)T,,(ax +y) = aT,(x) + T, (y).

Tomando el limite cuando n — oo, llegamos a T'(ax +y) = oT'(x) + T(y),
por lo tanto 7' es lineal.

Probemos ahora que T es acotada. Notemos que || T, || < | T =T ||+ Tl
y lo mismo intercambiando n y m, por lo que

Tl = VTl < 170 = Tl

luego {||T.]1}52; es de Cauchy en R. Esto implica que hay M < oo tal que
|T.|| < M para toda n, entonces (Vn = 1,2,...)(Ve € X)||T,.(z)|| < M||z||.
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Como la norma es una funcién continua, tomando el limite cuando n — oo
llegamos a ||T(z)|| = im0 || Tn(2)|] < M||z|| para toda x € X, luego T es
acotada.

Para terminar, sea ¢ > 0y N > 0 tal que ||7,,—7,,|| < e cuandon,m > N.
Entonces, si ||z|| = 1, también ||T,,(x) — T,.(x)|| < e. Y por la continuidad de
la norma || T,,(z) — T(x)|| = lim,, o0 | Tn(x) — T, (2)]| < € para todo z € X
de norma uno. Podemos concluir que 7,, = T, n — oo en L*(X,Y). O

Con lo anterior podemos mostrar el siguiente resultado que se tiene en
teoria de matrices y que originalmente es la idea de una serie geométrica en

R o C.

Teorema 1.2.23. (de Neumann) Sea X un espacio de Banach y T €
L(X). Si ||T|| <1, entonces I — T es invertible, i.e. existe A € L*(X) tal
que (I —=T)A = A(I —T) = 1. Mds aiun, podemos calcular A con la serie
de Neumann

S Ft k
A=l ) T

Demostracién. Definamos A, = >} _, T* paran = 0,1,.... Se puede
verificar que cada A, es lineal y acotada. Para n > m tenemos que

- - |7y =Ty
140 = Anll =11 Y- T <Y ITI" = :

k=m+1 m+1 L=l

Como ||T'||™ — 0 cuando m — oo, {A,}22, es de Cauchy en L£*(X). Por el
teorema anterior hay A € £*(X) con A, - A si n — oo.

Asf tenemos que (I —T)A, =Y _TF—T>,_,TF=1—T""" Por lo
que |[(I =T)A, —I|| = 0 cuando n — oo, luego (I —T')A = I. Similarmente
A(I —T) = I. Podemos entonces concluir A = (I —T)~ 1. O

Ejemplo 1.2.24. Sea X := C[0,1] y k : [0,1] x [0,1] — R continua. Si
SUD; e(0,1) [k (s, ?)| < 1, entonces del Teorema de Neumann sabemos que [ —T
es invertible, donde 7" el operador integral con ntcleo k. El inverso puede ser
calculado tedricamente con la serie de Neumann. Asi, podemos encontrar la
incongnita x € X del la ecuacién

x(t) — /0 k(s,t)x(s)ds =v(t), t € [0,1],

donde v € X es conocido. Esto es, resolvemos © — Tx = v, mediante x =
(I-T)" .
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Veamos por ultimo unos corolarios del Teorema de Hahn-Banach.

Corolario 1.2.25. Sea Y subespacio de X (ELN). Entonces todo f € Y™ se
extiende a g € X* con ||g|| = || f]l-

Demostracién. Defina p(z) = || f|| ||z]|. Por el teorema de Hahn-Banach,
existe g € X# con (Vo € X)g(x) < p(x), de donde ||g|| < || f]|- O

Corolario 1.2.26. Sea Y un subespacio de X (ELN). Sea a € X tal que
d = dist(a,Y) > 0, entonces existe g € X* con g |y=0, g(a) =d y ||g]| = 1.

1.3. Espacios duales

Ahora estudiaremos en mas detalle el espacio X* el cual es llamado el
espacio dual de X. Por el Teorema 1.2.22 este espacio es de Banach, y
resulta ser 1util para analizar el mismo espacio X.

Recordemos primero esta definicion.

Definicién 1.3.1. Un isomorfismo isométrico entre dos espacios vecto-
riales normados es una transformacién lineal biyectiva que preserva normas.

Representaciéon de espacios duales

En un espacio con medida (€2, F, 1) uno puede demostrar que el espacio
dual de L, es realmente L,, donde p > 1y % + % = 1; y de hecho las
funcionales son integrales. Demostraremos este hecho para el caso particular
donde el dominio de las funciones es un conjunto discreto.

Teorema 1.3.2. Sea 1 < p < 00, y q tal que %—ké = 1. Se tiene que [, es
isométricamente isomorfo a l,.

Demostracién. Fijamos b = {b;};2, € |, y definimos f(z) =, bexy,
para todo x € [,. Por la desigualdad de Holder

£ < Y el < (3 10el7) " (3 lal?) " = el < .
k=1

asf f(x) € C estd bien definida para todo = € I, por lo que f, € [ y satisface
1< llollq-
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Tenemos pues una transformacién 7' : [, — [ lineal, ademds T'(b)
para b € [, implica que (Vx € [,)T(b)(x) = 0, luego by = 0 para k = 1,2,
por lo que T' es inyectiva.

Queremos ver ahora que T es sobre. Sea pues f € [; y defina by, := f(),
donde 9, es la sucesién de ceros con un 1 en la posicion k—esima. Sea la
transformacion Trunc, definida como

=0

<
Trunc,(x) := { gk kk;:

n—oo .
Como Trunc,(x) — x tenemos que f o Trunc, es continua, por lo que

f(z) = lim f(Trunc,(z)) = lim f (E xk5k> = lim E b = E T1bg
n— o0 n— 00 n—r0o0
k=1 k=1 k=1

para todo z € [,. Ahora definamos a := {a;}32, tal que ayb;, = |ay|P para
k =1,2,... y notemos que |a;|? = |az|7%"P) = |b;|?. Luego para toda n se
tiene D" |ar|? = D" arbp = f(Truncy(a)), y también

n 1/p
|f(Trunc,(a))| < [ fI|Truncy(a)]l, = || £l <Z !ak\p> :

k=1

Por lo tanto ||f]| > (32" |ax?)' ™" = (327, [be]9)"? para todo n, lo cual

implica que a € [, y b € l,. Asi f =T(b) y ||bll; < ||f]|, entonces finalmente

T es sobre y preserva normas, por lo tanto es un isomorfismo isométrico. [
Y para completar veamos el caso p = 1.

Teorema 1.3.3. [} es isométricamente isomorfo a l.

Demostracién. Defina 7' : [, — [§ como T'(b) := f, donde f(z) =
S5 by paraa € . Veamos que |f(x)] < supy [bu] S35 frel = bl 2]y
para z € Iy, por lo que f es lineal y acotado, y se cumple || f|| < [|b]|c-

También, dado f € I}, sea by := f(d;) para k = 1,2,.... Como |b| =
(0] < [0kl = [1£]| se sigue que [[bfls < [[f[l. Asi, T" es biyectiva y
preserva normas, luego es un isomorfismo isométrico. O]

Que pasard con el dual de 7 es decir, dado el teorema anterior, con
el dual del dual de [1; podemos preguntarnos por la relaciéon de este doble
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dual con el espacio [;. Esto sera el tema de la proxima seccién. Por lo pronto
tenemos lo siguiente teorema. Sea

co:={{z}2, cC:2; =0, i = o0}

dotado con norma || e ||.. Se sabe que ¢y es subespacio de [, veamos que
ocurre con el dual de cg.

Teorema 1.3.4. Considere el espacio ¢y con norma || e ||«. Entonces ¢ es
isométricamente isomorfo a ly.

Demostracién. Definamos T : l; — ¢ como T'(b) = f donde f(z) :=
Y pey ey, para © € ¢. Se observa que |f(z)] < [|b]|1]|z]/o. También, dado
f € ¢ sea by = f(dx). Con el mapeo Trunc,, efectuamos el mismo argu-
mento que en el Teorema 1.3.2 para ver que f(z) =Y oo xxby.

Definimos a := {ax}32, tal que agby = |bx|, luego

n

D bkl = arbe =Y arf(or) = f(Truncy(a)).

n k=1

Puesto que |f(Trunc,(a))| < || flllle|lsc = ||f]| para toda n, entonces ||b||; <
| fIl. Asi T" es biyectiva e isometria. O
Pasemos ahora a estudiar el dual de funciones continuas.

Definicién 1.3.5. Sea f:[0,1] — R.
i) La variacién total de f se define como

V(f) = sup {Z |f(tig1) — f(tz)‘} ;

donde II es el conjunto de todas las particiones de [0, 1].
ii) La funcién f es de variacién acotada si V(f) < occ.
iii) Se define BV'[0, 1] := {todas las f : [0,1] — R de variacién acotada}.

Proposicién 1.3.6. Para f € BV|0,1],

i) el valor f(0) 4+ V(f) define una norma en BV|0,1],

i) y para todo t € [0,1], los limites f(t™) y f(t1) existen, lo cual implica que
la coleccion de discontinuidades es numerable.
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Nota 1.3.7. Para g € BV|0, 1] se puede definir la integral de Riemann-
Stieltjes de un funcién f : [0,1] — R continua con respecto a g como

1 n
| rda= Jim 35 (e) - a(t),
=0

donde {t!™}7, €11, n = 1,2, ... tal que mdx;<i<, [t — ¢}| = 0 cuando
n — oo. Dicha integral existe y es unica.
Teorema 1.3.8. (Teorema de Representacion de Riesz) Sea F € C[0,1]*,
entonces eziste g € BV[0,1] tal que (Vf € C[0,1])F(f) = fol fdg y ||F|| =
V(g).

Demostracién. Sea A[0,1] := { funciones acotadas en [0, 1]}, dotado
con la norma del supremo. Resulta que A[0,1] es un ELN que contiene

a C[0,1]. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe F' € A[0,1]* tal que
Flepn=Fy [|F|l = [|F]. Sea

1 0<s<t
]’*(5)‘:{0 t<s<l1,

luego I;(e) € A0, 1] para cadat € [0, 1]. Deﬁnase pues g(t) = F(I), t € [0,1].
n)

Para cualquler partlclon {t, O )} E IT definase )\ =—1061, de

tal manera que A (g(2) — gt >>—|g<i ') = g(t")]. Asf,

Z ) — g = 3 N (F (L) = F(Lo)

=1

=1

por lo tanto g € BV y V(g)|leq||F||.
Para f € C|0, 1] tenemos que

F(JHEOZN/” Lipn = L~ 1/n>'|

= | lim Zf i/n)(g(i/n) = g((i = 1)/n))| < [|fllV(

Z A (Lyw = Lym )

= [1#l

o0

IF(f)] = |F(f)] =

por lo que [|F| § V( ), 0 sea que ||[F|| = V(g). De estos tltimos hechos
también se desprende que F(f) = fol fdg para toda f € C10,1]. ]
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Definicién 1.3.9.
BVNI0,1] := {g € BV[0,1] : g(0) = 0, (vt € [0,1])g(t) = g(t")}.

Nota 1.3.10. Si g € BV|0, 1] definase

0 t=20
go(t) ;== g(tt) —g(0) 0<t<1
g(1) — g(0) t=1.

Asi, go € BVN|0,1] y fol fdgo = fol fdg para toda f € C|0,1].
Teorema 1.3.11. C|0, 1]* es isométricamentes isomorfo a BV N|0, 1].

Demostracién. Defina T : BVN|0,1] — C0,1]* como g — [ edg. Dicha
transformacién es lineal y por el teorema anterios es sobreyectiva e isometria,
solo falta verificar que es inyectiva.

Tomemos s € [0,1] y € > 0 tal que s + ¢ < 1. Ahora defina la funcién
continua

1 0<t<s
ft):=< 0 s+e<t<l1
en [s, s + €] linea recta que une 0 y 1.

Pensemos que hay ¢ tal que (Vh € C[0,1])T,h = [ hdg = 0. En particular,
T,f = 0. Veamos que de hecho g tiene que ser 0. Luego, usando propiedades
de la integral de Riemann-Stieltjes,

0=g5)-90)+ [ F0g(t) = g5+ (s+lglsre)—f(s)alo)~ [ g0

= g(5) + fls + gt + 9~ Fnats) — [ gwrwar="1 [ g,

€

lo cual converge a g(s*) cuando ¢ — 0. Por lo tanto g(s) = 0 para toda
se0,1]. O
Espacios doble-dual

Una herramienta importante para el estudio de espacios doble-duales (i.e.
el dual del dual) es la funcién evaluacion, definida a continuacion.
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Definicién 1.3.12. Sea X un espacio lineal sobre un campo K. La funcién

evaluacion eval : X — (X#)# es tal que para cada z € X fijo eval,(e) :=
[eval x](e) actiia sobre X# de la siguiente forma

eval,(f) = f(x).
Es decir, eval, : X# — K evalta cada elemento f € X# en el punto z.

Nota 1.3.13. Cuando X es un ELN resulta que la imagen de eval esta en
(X"

levaly|| = sup |eval,(f)| = sup |f(z)] < sup [[[f[|[l=]] = [l].
! ! !

En lo sucesivo usaremos la notacién X## y X** vy X serd un ELN.

Teorema 1.3.14. En un ELN se tiene que la transformacion eval es lineal,
inyectiva y preserva normas, ademds |leval| = 1.

Demostracion. La linealidad es facil verificarla. Para la inyectividad
tomemos x,y € X tal que x & ({y}). Por el Corolario 1.2.26, existe g € X*
con g(y) = 0y g(x) # 0, luego eval, # eval,. Ahora, si x € ({y}) pero
son diferentes, cualquier funcional acotada g que no se anule en y hace que
g(x) # g(y), luego eval, # eval,.

(isometria) Sea z € X — {0}. Otra vez por el Corolario 1.2.26, existe
g€ X*con |lg]| =1y g(x) = ||z, entonces |eval,| = ||z||.

Tenemos finalmente que

leval|| = sup|jz=1]|eval,| = 1.
O

Definicién 1.3.15. Se dice que X es reflexivo si el mapeo eval es sobre-
yectivo, y tenemos que X** = {eval, : x € X}.

Ejemplo 1.3.16. Los espacios [, con 1 < p < oo son reflexivos, pero l; y I
no lo son.

Definicién 1.3.17.
i) El aniquilador de un conjunto £ C X es

Et={feX*: f|g=0}.
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ii) El aniquilador unitario de £ C X es
E°:={feE":|f]=1}.
iii) También definimos el aniquildor del aniquilador de £ C X como
Ei={reX:(VfeE")f(x)=0}.
iv) Y similarmente
E*:={z € E* :|z| =1}.
Nota 1.3.18. Cuando trabajamos con £/ C X* definimos
Et:={r € X : (Vf € E)eval,(f) =0},
y similarmente E°.

La primera observacién es que E* es un subespacio lineal de X*.

Lema 1.3.19. Sea {f,}°, C X* yx € X. Si f, = f cuando n — oo para
algin f € X*, entonces para cada x € X se tiene que f,(x) — f(z) cuando
n — oo.

Demostracién. Sabemos que || f, — f|| — 0 cuando n — oco. Asi,

|fu(@) = (@) < |[fo = fllll]] = 0, n— oo
[l

Nota 1.3.20. Del lema anterior se sige que E+ y E++ son cerrados para
cualquier £ C X. Notemos también que £ C E++.

Teorema 1.3.21. Sea E subespacio de X, entonces E = E+L.

Demostracién. Ya sabemos que E C E**. Tomemos = € X — E y
definamos f en (E | J{z}) como f(y+ A z) = A paray € F'y A € K. Note que

|f(y + Az)| \f@+xH:yEE}

:y—l—Ax#O}—sup{
ly + Azl ly + ||

11 = sup {

1
imf{|le +yl :y € B}
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Lo cual es finito pues ¢ X — E. Concluimos que f es acotada y por el

Teorema de Hahn-Banach se extiende a una F' € X* con F(z) = f(x) =1y

F |z= 0. Entonces F € E+ y x ¢ B+, de donde E++ C E, luego E++ = E.

]

Ahora tenemos un resultado que se aplica en los contextos de problemas

de optimizacién. Sea Y subespacio propio de X y x fijo en X. Puede no

existir yo € Y tal que ||z —yo|| = infyey ||z —y||, pero siempre existe f, € Y°
que resuelve el problema dual:

fo(z) = sup | f(z)].

feve

Teorema 1.3.22. Sea X un ELN sobre un campo R y 'Y subespacio propio
de X. Sea x € X fijo, entonces hay fo € Y° tal que

f ||z -yl = sup |f(z)| = [fo(z)]-
yey feyo

Demostracién. Suponemos que x ¢ Y, de otro modo es trivial. Asi,
tenemos que d := inf ey ||z — y|| > 0. Sean y, € Y tal que ||z — y,| — d
cuando n — 00. Si f € Y°, |f(z)[ = |f(z = yu)| < [flllz = yull < llz— ynll,
asi que | f(z)| < dy también sup;cyo |f(2)| < d. Definamos f en (Y (J{z})
como f(y+ Ax) = Ad para toda y € Y y toda A € R. Notemos que

IAd| d
fzsup{—:yEY,)\eR—O = - -
=y oty ey T+ 1
Por el Teorema de Hahn-Banach, f se extiende a f; € X* con || fo]| = 1,
fo(z) = dy fo ly= 0; luego fo € Y°. Por lo tanto sup;cy. |f(z)| > d,
entonces sup ey | f(z)| = d O

1.4. Concecuecias en espacios de Banach

El hecho de que un ELN sea completo trae consigo concecuencias impor-
tantes. Para estudiar esto primero presentamos el celebre Teorema de Baire
el cual sera el detonador de varios resultados.

Teorema 1.4.1. (Teorema de Baire) En un espacio métrico y completo
X, la interseccion contable de conjuntos abiertos y densos sigue siendo denso.
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Demostracién. En X, sea {U,,n = 1,2,...} una sucesién de conjun-
tos abiertos y densos, y B un abierto arbitrario. Asi, existe r; € X y
61 > 0 tal que B, (z;) € B(\U;. También existe 2o € X y e > 0 tal
que B, (z3) C B, (71) [ Us, y asi sucesivamente. Luego, {Eez(xz)}zl es una
sucesion decreciente de cerrados. Por el Teorema de Cantor de conjuntos ani-
dados, (o, Be,(z:) # 0. Asf, BN (N2, Un) # 0, por lo tanto (72, U, es
denso. O

Corolario 1.4.2. Sea X un espacio métrico completo. Supongamos que X se
expresa como un union numerable de conjuntos cerrados, entonces al menos
uno tiene interior no vacio.

Demostracién. Supongamos que X = |J~ F, (ie. X =~ F, = 0)
donde {F,}>2, son conjuntos cerrados con interior vacio. Asi pues, O, =
X — F, son abiertos y densos. Por el Teorema de Baire, (2, O,, es denso,
y en particular no vacio. Pero si z € (), O, entonces x € X —J~, Fy,, lo
cual es una contradiccion. O

Definicién 1.4.3. En un espacio topoldgico, un conjunto es de primera
categoria si se puede expresar como una unién contable de conjuntos nunca
densos. Un conjunto es de segunda categoria si no es de primera categoria.

Nota 1.4.4. Hay que tener presente que en espacios métricos puede ser que
B (z) C {y : d(z,y) < €} estrictamente, o reescrito en otra forma esto es

{y:d(z,y) <e} #{y:d(z,y) <€}

Sin embargo, si el espacio esta dotado de una norma se tiene la igualdad de
estos conjuntos.

El siguiente teorema se remonta al resultado de Hellinger y Toeplitz
(1910) en espacios Is.

Teorema 1.4.5. (Teorema de Banach-Steinhaus ¢ Principio de aco-
tamiento uniforme) Sea X un espacio de Banach y Y ELN. Sea F C
L(X,Y). Si

(Vz € X)sup ||T(x)|| < oo entonces sup ||T|| < oc.
TeF TeT
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Demostracién. Sean
Ap={z e X |T(x)|| <n, T € F}.

Notemos que para todo x € X, se cumple que x € A, para algun n. Asi,
X =7, A,. Verifiquemos que {A4,,, n =1,2,...} son cerrados. Para n fijo
sea {xp}72, C A, con xp —  cuando k — oo y notemos que ||T(zx)|| < n
para cada T' € F. Por la continuidad de T' se tiene que ||T(xg)|| — ||T(x)||
cuando k — oo, luego || T(x)|| < n para cada T' € F, se tiene entonces que
x € A, por lo tanto cada A, es cerrado.

Como X = J 2, A,, por el Corolario 1.4.2 algiin A,, contiene un abierto.
Tomemos pues 79 € X y € > 0 tal que B(zy) C A,. Para todo z € X con
||| < 1 tenemos que zy + ex € B.(z), de donde

2n

€

T = 1T % w0/0)| < < [T(wo +e)]| + <[ T(ao)] <

para todo 1" € F. O

Corolario 1.4.6. Sea X un espacio de Banach yY un ELN. Sea {T,} C
LA(X,Y) tal que lim,,_,o, T, () existe en Y para todo x € X. Si definimos
T(z) := lim, o0 T (), entonces T € L5(X,Y) y [|T]| < lminf, o [|T5] <
00.

Demostracién. Se puede verificar sin mucha dificultad que T € £#(X,Y).
Ahora bien, tenemos que {||7,(z)||}>>, es acotada para cada x € X, por el
teorema anterior {||7,]|}5°, es acotada. Asi, tenemos que

IT()]| = | Y ()] < iminf |7, ]

para toda x € X, de donde quedan demostrados ambos puntos del corolario.
]

Definicién 1.4.7. Sean X y Y espacios topolégicos. Decimos que una fun-
ci6on T': X — Y es cerrada (o que tiene grafica cerrada) si el conjunto

Gr(T) :={(z,T(z)) :x € X}

es cerrado en X X Y con la topopogia producto.
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Se puede verificar que la definicion de funcién cerrada es equivalente a
la siguiente implicacién: si z,, — = y T(z,) — y cuando n — o0, entoces
y = T'(x). Asi pues, si por ejemplo f es continua, es también cerrada, pero
no viceversa.

En los siguientes resultados usamos Ox y 0y para distinguir entre neutros
aditivos en X y Y, respectivamente.

Lema 1.4.8. Sea X espacio de Banach yY ELN. Sea T € L*(X,Y) cerrada
yr>0.8 B.(0y) C T(B1(0x)), entonces de hecho B,(0y) C T(B;1(0x)).
Demostracién. Basta probar que B,(0y) C T (B%(OX)) para todo

€ (0,1). Seay € B,(0y). Asi, hay xy € B1(0x) con ||y —T'(xo)|| < re, luego
y — T(x¢) € Bre(0y). Notemos que

B, (Oy) = GHBT(Oy) C E"T<Bl(0X)) = T(Ben(OX»

Asi, hay 21 € B.(0x) con ||[y—T(zo)—T(x1)|| < re?, luego y—T(xg)—T(x1) €
B, (0y); y asi sucesivamente. Hemos pues construido {z;}%2; con

(o] (o] 1 n
;()Hl"kH <kZ:0€k= < yT(Zxk> — y cuando n — oc.

k=0

Como X es de Banach, ), _,z; — x cuando n — oo, y por ser T' cerrada
T(x) =y, y porlotantoy € T (Bl% (OX)>. O

Teorema 1.4.9. (Teorema de la funcién abierta) Sea X de Banach y
Y ELN de sequnda categoria (e.g. Banach). Sea T € L*(X,Y) cerrada (e.g.
continua) y sobreyectiva. Entonces T es una funcion abierta.

Demostracién. Por ser T sobreyectiva, se tiene que Y = | J77 |, T(B,(0x)).
Por ser Y de segunda categoria, algin T'(B,(0x)) contiene un abierto, luego,
como %T(Bn(OX)) = T'(B1/2(0x)), este tltimo contiene un abierto W # 0.
Asi que W + (=W) = {w; — wy : wy,wy € W} C T(By(0x)), ademés
W + (—=W) es abierto y contiene a Oy. Tomemos r > 0 tal que B,(0y) C
T(B1(0x)), v por el lema anterior B,(0y) C T'(B1(0x)). Usando este ulti-
mo hecho y las propiedades de linealidad de T tenemos lo siguiente. Sea U
abierto arbitrario y y € T(U). Existe e y x € X tal que

B.(y) = eB,(0y) +y € T(B(0x)) + T(x) = T(B.(x)) C T(U).

Lo cual demuesta que T'(U) es un conjunto abierto, por lo que T" es funcién
abierta. O
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Corolario 1.4.10. Sean || e ||, y || ® |2 dos normas en un ELN X, tales que
X es completo con ambas normas. Supongase que existe ¢c; > 0 con

(Vo € X[zl < crllz]l2, (1.4)
entonces ambas normas son equivalentes.

Demostracién. Consideremos la identidad en X desde el siguiente punto
de vista: id : (X, | e]|2) — (X, || ®]|1), obviamente esto es una funcién lineal y
biyectiva, y la hipdtesis (1.4) nos dice que esta funcién es continua. Aplicando
el teorema anterior obtenemos que esta funcién id es abierta, luego id~*' :
(X, ] ®]|l1) = (X,|| ®]2) es continua (por lo tanto id es un homeomorfismo).
Asi, existe ¢y tal que
(Vo € X)l|zlls < eaflzlls;

entonces con ¢ := max(cy, c2) se muestra que las normas son equivalentes.

]

Teorema 1.4.11. (Teorema de la Grdfica Cerrada) Sean X yY espa-
cios de Banach. Si T € L#(X,Y) es cerrada, entonces T € L*(X,Y).

Demostracién 1. Definamos la norma N(z) := ||z| + ||T(z)||, verifi-
quemos que (X, N) es completo. Sea {z)}32, una sucesiéon de Cauchy con la
norma N, entonces {x}22, v {T(zx)}32, son de Cauchy en X y Y, respec-
tivamente. Por ser X y Y completos, existen x € X yy €Y con xp =z y
T(x) — y cuando k — oo. Por ser T cerrada T'(z) = y, de donde

N(z — ) = || — xxl| + |T(x) = T(xx)|| = 0, k — oc.

Como N domina a || e ||x, por el corolario anterior, existe ¢ > 0 con N(z) <
c||x|| para todo z € X. Por lo tanto ||T'(z)|| < /||| O

Ejemplo 1.4.12. Sea (" las funciones de C[0, 1] que son diferenciables en to-
do [0, 1], con la norma del supremo. Considere D : C'[0, 1] — C[0, 1] definida
como z — 2’ para todo x € C’[0, 1](la transformacién que da la dervivada).
Resulta que D es cerrada pero no continua.

1.5. Topologias débiles

Ahora veremos como utilizar las funcionales lineales para dotar de una
topologia a un espacio lineal. Al menos que se especifique lo contrario, a lo
largo de esta seccion X sera un ELN.
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Definicién 1.5.1.
i) Decimos que una sucesién {z;}5°; C X converge débilmente a = € X,
denotado x, — z, si

(Vfe X)) f(x,) — f(z), n — oo.

ii) Decimos que una sucesién {f;}22; C X% converge *-débilmente a
f € X#, denotado f, = f, si

(Ve € X)fu(x) = f(x), n — oo.

iii) Cuando una sucesién converge con la norma del espacio, le llamamos
convergencia fuerte (6 con la norma 6 original).

Recordemos que

z, > xen Xy fe X implica f(x,) — f(x),
fo— fen X*yxe X implica f,(x) — f(z).

O sea que convergencia fuerte implica convergencia débil.

Ejemplo 1.5.2. Sea X =1, con 1 < p < o00. Sea a # 0 en [, y defina
z, = (0,...,0,a1,a9,...), asi x, € [, para cada n, y también ||z,| = ||al
para cada n. Asf que z,, # 0 cuando n — oo. Ahora, sea f € [; arbitraria.
Por el Teorema 1.3.2, hay b := (by)32, € [, (con %+% = 1) que representa a f,
y se tiene que f(z,) = > 7o bpsnaxr paran =1,2.... Usando la desigualdad
de Holder tenemos

[f ()| < 1(be)iZnsillallally = 0 cuando n — oco.

Por lo tanto z,, — 0, n — 00, pero x, 4 0, n — oo fuertemente.

Proposicién 1.5.3. Suponga que x, — = en X cuando n — 0o,
i) se tiene entonces que {||x,|| 152, es un conjunto acotado, y
ii) el limite de la convergencia débil es unico.

Demostracién. i) Sabemos que (Vf € X*)f(x,) — f(x), n — oo, luego
{leval,, (f)|}22, es acotado para cada f € X*. Como X* es un espacio de Ba-
nach (Teorema 1.2.22), por el Teorema de Banach-Steinhaus {|leval,, ||},
es acotado, pero ||eval,, | = ||x,| para cada n.

ii) Supongamos que hay z # y tales que z,, — 2y x,, — 3 cuando n — o0.
Por el Teorema de Hahn-Banach existe f € X* con f(x —y) # 0, luego por

hipétesis f(x,) — f(z) v f(x,) = f(y), de donde f(z) = f(y), lo cual es
una contradiccién, por lo tanto x = y. O]
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Proposicién 1.5.4. Suponga que x, — = en X cuando n — oo. Entonces
existe una sucesion {y,}>2, de combinaciones lineales de {x,}>%, tal que
Yn — T, N — 00 fuertemente, es decir

(Hntner € {zntnle)) Yn — @, 0 — 00.

Demostracién. Queremos demostrar que = € ({z,}°°,). Supongamos
lo contrario, z & ({x,}:2). Entonces por el Teorema de Hahn-Banach existe
el
fe it
con f(x) > 0, lo cual contradice que f(z,) — f(z). O

En el siguiente ejemplo, las entradas de un elemento x de un espacio de
sucesiones se denotan como z := (x(1),z(2),...).

Ejemplo 1.5.5. (Lema de Schur) Sea {z,}>?, C I} que converge débil-
mente, entonces también converge fuertemente, o sea que en [y,

Ty — T & T, — T cuando 1 — 0o.

Demostracién. Sin perdida de generalidad supongamos que x, — 0
cuando n — oco. Ahora supongamos que x,, /4 0 cuando n — oo, entonces
existe M > 0 y una subsucesién {y,}>2, C {z,}>°, tal que ||y,|| > M para
n=12,....

Recordemos que Ij = I, denotamos f;, := T'(b) del Teorema 1.3.3. Asi,
yn — 0 cuando n — oo significa que

(Vb € loo) fo(yn) := ib(/{;)yn(/{:) — 0 cuando n — oo.
k=1

En particular, usando §; € I, tenemos que fs, (y,) = yn (i), por lo que y,, (i) —
0 cuando n — oo para cada i. Consideremos pues el siguiente diagrama,

n1) »n@) .. nl)
y2(1) 52(2) .. w2(i)

Un(D) 1a(2) - (i)
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y notemos que verticalmente cada columna tiende a cero y horizontalmente
la cola sumada de cada cada renglén tiende a cero. Definamos my = 1y
ng = 1, y tomemos

ny > ng: z:|yn1 )| < M/5; y ahora m; > mg : Z |yn, (k)| < M/5.

k=m1
Luego tomamos
mi 00
ng > Mny Z |yn, (k)| < M/5; y ahora my > my : Z |y, (k)| < M/5.
k=1 k=mg

Cotinuando de esta manera, dados m;_; y n;_, tomamos

mj—1

n]>n]1.2|ynj )| < M/5; yahoram]>mj1.Z|ynJ )| < M/5.

k=m;

Con j = 1,2, ..., definimos b tal que I;(k)ynj(k) = |yn, (k)| cuando m;_; <
k < mj, luego b € l. Ahora tenemos que para cada j fija

Hynj Hl - Z B(k)yng (k)

o0

™ (1, (0] = (R}, (8) ) ‘

k=1

B) =) b(k)yn, (k)| =

m;—1

oM oM 4
Z > o+ 3|« Mo Bty

k=mj;_1  k=m;

Por lo tanto, como ||yy, |1 > M para j =1,2,..

= M
k=1

para j = 1,2,.... Lo cual dice que f;(x,) # 0 cuando n — oo, lo que
contradice el hecho de que z,, — 0 cuando n — co. O
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Para definir las topologias débiles en un ELN, necesitaremos considerar
conjuntos de la siguiente forma. En un ELN X, sea e > 0y f € X#. Definimos

Uf) = {z € X : |f(x)] < e} (1.5)

Definicién 1.5.6. Sea F' C X# un subespacio vectorial. La F' — topologia
de X, denotada 7#(X) (6 solo 7r), tiene como sub-base los conjuntos de la
forma

v+ U(f) ={y e X :[f(y) — fla)] <€}
conzx e X, feFye>0.

Nota 1.5.7. Dada la definicién anterior, notemos que la base de la topologia

débil esta dada por
{ﬂm + U6k<fk>>}
k=1

para {xp}r_; C X v {fe}ioy C Fy {e}}i_; C (0,00). Notemos que

n

{SL’ €X: ’fk(‘r>| < €, k= 17"'7”} = ﬂ U€k<fk)

k=1

o también que

{z € X :|fr(x)] <mk1'nek, k=1,...,n} C ﬂUek(fk)
k=1

Veremos que
{f € X7 . f continua con respecto a TF} =F. (1.6)
Proposicion 1.5.8. 5i Fy C Iy, C X, entonces Tp, C Tr,.
Definicién 1.5.9. La topologia débil en X es 7x+(X), y la denotamos 7.
Proposicion 1.5.10. Se cumple que

w T
Tp =T, N — 00T, —T, n—00.
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Demostracion. Tenemos las siguientes equivalencias
T, =z, n—oos (Vf€X")(Ve>0)3N > 0)|f(v,) — f(x)] <e, n>N

& (Vf e X*) (Ve > 0)(3N > 0)x, € (x+U(f)), n>N
< Y f1, - fm € XD (Ve > 0)(AN > 0)x, € <x+ ﬁ Uﬁ(fk)) , n>N
k=1

@xngx, n — oQ.

]

Definicién 1.5.11. La topologia débil-* en X* es 7x(X™), y la denotamos
Tw* -

Notemos que es diferente que considerar 7,,(X*) que 7, (X*); en general
la primera es mas fina (tiene més elementos).

Proposicion 1.5.12. Se cumple que
fnw—;f, n—o0s f % f, n— oo.

Definicién 1.5.13. Un subconjunto F' C X% separa (6 es total) si F'+ =

{0}.

Nota 1.5.14. Se tiene que
i F separa < (Vay, 20 € X)(3f € F) f(x1) # f(22)
& (Ve e X)(3f € F)f(z) #0.
ii) Si F separay ' C F', entonces F’ separa (e.g. (F') separa).
iii) Por el Teorema de Hahn-Banach, X* separa.

Proposicién 1.5.15. Sea F' C X* que separa, entonces (F') es denso en X*.

Demostracién. Sabemos que (F) = (F*)* (Teorema 1.3.21), asi (F)
{O}J_ = X*

El siguiente lema serd importante para mostrar (1.6). En particular el
lema es cierto tomando F' = X*.

LIl

Lema 1.5.16. Sea X un ELN, x € X y F C X7 que separa. Sean x, ..., T, €
X y supongase que (F (i, zif) C z*, entonces x € ({x1,...,z,}).
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Demostracién. Podemos suponer que F' es subespacio (o trabajar con
(F)). Definimos T : F' — K" como T(f) = (f(x1),..., f(z,)) y recordemos
que eval,(f) = f(z). Considermos ahora el siguiente diagrama,

F L Kr

evalg|p
Lh
K

Notemos que

feNT)= f(xz;)=0,i=1,...,n
:>f€{$i}l, 1=1,...,n
= fe{x}t = N(T) C N(eval, |r).

Asi, se puede mostrar que existe h : K" — K lineal con eval, |p= hoT, de tal

forma que h((t1,...,t,)) = > p_y Mtw. Ast, (Vf € F)f(z) = >0 Mef(zn),
por lo tanto x — >, Ay, € F'-, pero como F separa F*= = {0}, es decir,
xr = ZZ:1 )\kxk ]

Teorema 1.5.17. Sea F C X# subespacio, entonces
{g € X* : g es continua c.r.a 7p} = F.

Demostracién. (D) Si f € F, entonces f~1(|\| < €) estd en 7p, por lo
que f es continua.
(C) Sea g € X# una funcién 7 — continua (i.e. continua c.r.a 7), entonces
se tiene que

TN eK: N <1 emryocg i {AeK: )\ <1}),

luego existen fi,..., f, € 'y € > 0 tales que
ﬂ (fe) Cg {AeK A < 1}).

Ahora, note que 6 < 1

efr()

max(d, maxg_1,_ . |fr(z)|)

(VxEX)‘ <e



38 CAPITULO 1. ESPACIOS LINEALES NORMADOS

para k =1,...,n, tenemos que

<1

(Vo € X) ‘g (méx(5, MAaXp=1,. n |fk(x)|>> ’ o

por lo que
I )
(Ve € X)lg(x)] < - mdx(d, méx |fi(z)]).

En particular fy(z) =0, k= 1,...,n implica que g(z) < g. Al tomar § — 0
tenemos que g(z) = 0, es decir (;_;{fx}* C {g}*. Por el lema anterior g es
combinacién lineal de {f,..., f,}, por lo tanto g € F'. O

Lema 1.5.18. Sea X espacio vectorial y F' C X7 subespacio que separa, y
{z1,...,2,} C X conjunto lin.ind. Entonces existen fi, ..., f, € F tales que

piay=se={ s i 24

A ({fi}ioi, {z:},) de este lema se le llama familia biortonormal.
Demostraciéon. Por el Lema 1.5.16, Fﬂﬂjyﬁk{xj}L ¢ {xx}* para k =
1,...,n. Para cada k, sea

g € F()[ e —{me}™

ik

Asi, g, € F'y gi(z;) = 0 cuando j # k, pero gi(xy) # 0 para k = 1,...,n.
La familia biortonormal se construye como fy(e) = Wlmk) gr(e). O
En lo susecesivo, se usaran los siguientes conjuntos,

U(x):={f € X" :|eval,(f)| < €}.

Proposiciéon 1.5.19. Sea F C X* subespacio. Entonces F' separa si y solo
si F' es w* — denso en X* (i.e. denso con la topologia débil-*).

Demostracién. (<) Sea I w* — denso en X*. Sea x € F* y supongase
que z # 0. Por el Teorema de Hahn-Banach, hay g € X* con g(x) = 1. Como
I es w* — denso, hay f € g+ Uj(x) y en F, luego |f(z) — g(z)| < 1/2.
Ast, |f(x)| > 1/2, contradiciendo que f(z) = 0, por lo tanto x = 0, luego
F+ ={0}.

(=) Sea U una 7,+ — vecindad de gy € X*. Existen xy,...,2, € X ye >0
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con go + (Np—y U (zx) C U. Podemos considerar sin perdida de generalidad
que {x;}7_, es un conjunto lin.ind. Por el lema anterior, hay fi,..., f, en
F tales que ({fr}p_y,{;}7=;) forma una familia biortonormal. Tomemos
ahora f = Y ",_, go(xx)fx, la cual estd en F'y cumple con f(z) = go(z)
para k = 1,...,n. Asi, |f(zr) — go(zk)| < € para cada k, por lo que f €
go + Mi—; U (xx). Como f € U, se cumple que F es w* — denso. ]

Proposicién 1.5.20. Sea X un ELN. Sea {x,}>>, C X, entonces x, —
x, n— 00 sty solo si

i) {l|znll}oe, es acotada, y

ii) existe FF C X* subespacio que separa, tal que

VfeF)f(x,) — f(x), n— oc.

Demostracién. (=) Cuando x,, — z, n — oo ya tenemos i) y ii).
(<) Supongamos i) y ii). Existe M > 0 tal que ||z,|| < M paran =1,2,....
Ahora, sea f € X* arbitrario. Como F' es denso (por la Proposicién 1.5.19),
(Ve > 0)(3g € F)||f — gl < 5377, donde M’ := méx(||z||, M). Ademas, por
hipétesis existe N tal que |g(x,) — g(x)| < § para n > N. Asi, paran > N
y para toda f € X*,

< f = glllzall + 19(zn) — (@) + [lg = fllll=] <e,
por lo tanto z, — z cuando n — co. O]

De manera similar tenemos lo siguiente.

Proposicién 1.5.21. Sea X un ELN, y sea {f,{f.}2,} C X*. Supongase
que

i) {||fnll 122, es un conjunto acotado, y que

ii) existe D C X denso, tal que f,(x) — f(z) cuando n — oo para x € D.

Entonces f, = f cuando n — oo.

El siguiente resultado resulta de gran utilidad en diversas aplicaciones.

Teorema 1.5.22. (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un ELN. Se
tiene que la bola unitaria cerrada B1(0) en X* es w* — compacta.

Demostracién. Defina B, := {\ € K : |\| < [|z]|}. Por el Teorema de
Tychonoff, el espacio producto Il,.cx B, es compacto; notemos que Il,cx B,
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contiene todas las funciones h que de X a K que cumplen (Vz € X)|h(z)| <
||z||. Asi pues, tenemos que

B1(0) = X* [ Msex B

Ademds, podemos verificar que la topologia fuerte de B;(0) es también la
heredada por Il,cx B,. En efecto, sea p, la x — proyeccion de Il,c x B, luego
para 0 < e <1,

Pt (—e,€) = {(h: X — K) tales que |h(z)| < €},

por lo que, UX(z) = B1(0) Y p; (=€, ¢€). Recordemos que la topologia pro-
ducto es la que hace continuas a las proyecciones, y p;'(—¢,¢) forma una
sub-base. Por lo que estamos diciendo que la sub-base del espacio producto
noS da (al efectuar la interseccién) la sub-base de la topologia fuerte, luego,
la topologia fuerte es la heredada de la topologia producto.

Ahora veremos que B;(0) es w* — cerrado. Sea g en la w* — cerradura de
B1(0) y sean z,y € X. Para toda € > 0 podemos tomar f en

sl ﬂ 3y ﬂ sl +y) y también en f € By (0).

Luego

l9(x)+9(y)—g(z+y)| < lg(z)—f(2)|+]9(y) = f W)+ |g(z+y) - flz+y)| <e.

Como € es arbitrario, se tiene que g(x +y) = g(z) + ¢g(y). Similarmente
podemos ver que g(Az) = Ag(x) para todos A € Ky € X, por lo tanto g
es lineal. Dicha g es de norma < 1 por estar en I[l,ex B,. Asi, g es un punto
limite de B;(0) con la topologia de la norma, o sea g € B;(0). Podemos
entonces concluir que Bi(0) es w* — cerrado, luego, es compacto, pues estd
dentro del compacto ¢ x B, quien le hered6 su topologia producto. O




Capitulo 2

Espacios de Hilbert

2.1. Espacios con producto interno

Para todo efecto practico, en esta seccién nos restringimos al campo C
(que incluye R).

Definicién 2.1.1. Un producto interno en un espacio vectorial X es una
funcién (-, ) : X x X — K que cumple

(1) paray € X fijo, x — (z,y) es lineal,

() (z,y) = (y,2),

(1) (x,x) >0,

(1v) (z,z) =0=x=0.

De la definicion, tenemos las reglas

(Az + py, z)
(z, Ay + pz) =

(z,2) + uly, 2),

Lema 2.1.2. Sea X un espacio vectorial con producto interno. Entonces
1) =0 < (VyeX) (z,y) =0,
M) z=y <= (VzeX) (z,2) = (y,2),

Nota 2.1.3. La funcién ||z| := y/{(x,z) es una norma en X. Esta norma
determina una topologia en X.

41
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Ejemplo 2.1.4. X = C", (z,y) = } i, #:%i donde = = (x1,...,2n), y =
(Y1, --.,Yn). La norma es

Ejemplo 2.1.5. Més generalmente, sea A € C™*™ una matriz n-por-n que
satisface A' A = I donde AT es la matriz transpuesta. Definase

(T, y)a = Z 205 = ¢ Ay
1,3
para x,y € C". Entonces (-, -) 4 es un producto escalar en C". Todo producto

escalar (-,-) en C" se obtiene de esta forma: de los elementos bdsicos §; =
(0,...,0,1,0,...,0) se define a;; = (&;,0,).

En los siguientes resultados X es un espacio vectorial con producto in-
terno.

Teorema 2.1.6. Se cumple lo siguiente para todos x,y € X :

1) |z, 9)| < |lz|l|ly|| (desigualdad de Cauchy-Schwarz),

(1) |z +yl* +llo —yl* = 2(|l=|* + [lyl]*) (Ley del paralelogramo),
(1) Si (z,y) =0, entonces ||z + y||* = ||z||* + ||ly||* (Pitdgoras).

Demostracién. (i) Supongamos que y # 0, pues de otro modo es trivial;

0 < Jla—=M|?=(z— Xy, z— \y)

= (z,7) — Mz,y) — AM(y, ) — My, ).

Tomemos A para anular el tltimo término, A = (y,z)/(y,y), dejando

0 < (o) = o)
HxHQ _ ’<$7y>‘2
lyl®

de lo cual se sigue la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
(ii) Al expandir ||z +y]||* aparecen términos +({x,y)+ (y, z)) que se cancelan
en la suma ||z + y||* + ||z — y||?, dejando 2((z, z) + (y,1)).
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(iii) Esto resulta al anularse los términos (z,y), (y, z) que surgen al expandir
Iz +yl*. [

Ahora veremos numerosas consecuencias de estas propiedades, sobre de
todo la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicién 2.1.7. ||z|| = sup{|(z,v)|: ||yl =1}.

Demostracién. Si x = 0, se cumple trivialmente. Sea ||y| = 1, por
Cauchy-Schwarz |(z,y)| < ||z|. Ahora, para y := x/||z||,

(o)) = St = et

por lo tanto se alcanza el supremo. ]

(=, y)] =

Proposicion 2.1.8. Si se cumple la ley del paralelogramo en un ELN X,
entonces existe un producto interno en X que define la norma.

Demostracion. Para cualquier z,y € X, definamos
Ko, y) = o +yl* = o —yl* +ille + gl —illz — ayl*.

Como se cumple la ley del paralelogramo se puede verificar que,

4Real({u + v, w)) = 4Real ({u, w)) + 4Real ((v, w)),

y también que (z,iy) = —i(z,y),

luego 4Img((u + v, w)) = 4Img({u, w)) + 4Img({v, w)),

por lo que (u + v, w) = (u,w) + (v + w) para todos u,v,w € X.

Asi, (nz,y) = n(z,y) para todo entero positivo n, de donde

(Zx,y) = 2m(>,y) = X(z,y), para enteros positivos n, m. Por continuidad

(Az,y) = Mz, y) (2.1)

para todo A > 0.

Se puede también observar que (—x,y) = —(z,y) y que (izy) = i(z,y),
por lo que (2.1) se cumple para todo A € C

Finalmente, de nuestra construccién de producto interno, se puede veri-
ficar que (z,z) = ||z|* vy que (z,y) = (y, ). O

Definicién 2.1.9. Sea X un espacio con producto interno. Decimos que
(1) z,y € X son ortogonales si (x,y) =0, y lo denotamos x_Ly,
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(1) un conjunto £ C X es ortogonal si cualesquier dos elementos de E
son ortogonales, y

(1)  E es ortonormal si es ortogonal y sus elementos tienen norma 1.

Proposiciéon 2.1.10. (Generalizacion del T. de Pitdgoras) Sean z; € X
(i =1,...,n) ortogonales. Entonces || > ;" z:||* = Y0 Jai*

Teorema 2.1.11. (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Sea {x,}32,
un conjunto lin.ind. en X. Entonces, existe {y,}52, ortonormal tal que para

cada n, ({yr}i—1) = ({@rtizr)-
Demostracién. Definimos y; := x1/||z1]|, e iterativamente

n—1

Tp — Z(xm yk>yk
k=1
n—1

Lp — Z(xna yk>yk

k=1

Yn =

paran = 2,3, .... Dicho conjunto cumple lo deseado. O

Definicién 2.1.12. Una base ortonormal (6 conjunto ortonormal com-
pleto 6 sistema ortonormal completo) de X es un conjunto ortonormal
maximo. (Se admite el conjunto vacio en el caso de que X = {0}.)

Una base ortonormal no necesariamente es una base de Hamel 6 de Schau-
der.

Nota 2.1.13. Utilisando el Lema de Zorn se puede demostrar que todo ELN
X con producto interno tiene una base ortonormal.

Teorema 2.1.14. Sean ey, ..., e, ortonormales en X, y sea x € X arbitra-
rio. Entonces,

(1) > Hw,e5)? <||z||* (Desigualdad de Bessel) y
(i) para cada k =1,...,n, se tiene que (v — Y7 (z,e;5)¢;) L ey.

Demostracién. (i) se sigue de

n

0< flo = (zep)es|® = (w,2) — QZ [z, ;)| + Z [z, )"

j=1
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Para mostrar (ii), observamos que

<:B - Z(x, €;)€j ek> = (z,ex) — (r,e5) =0

j=1
parak=1,...,n. [

Corolario 2.1.15.

(1) Si{e;j}2, es ortonormal, entonces lim; oo (z,€;) = 0.

(1) Si E C X es ortonormal, entonces para cada x € X, el subconjunto de
elementos e € E tales que (x,e) # 0 es a lo mds numerable.

Demostracién. El inciso (i) es consecuencia inmediata de la desigualdad
de Bessel pues |(z,e;)[*> — 0. Para (ii), fijemos x € X y consideremos S =
{e€ E: (x,e) # 0}. Definamos

So(z) = {e € E: |(z,e)| > @} Cs.

Si hubiese mas de n? elementos en S, (z), digamos ey,...,ex con N > n?
tendriamos

Z [, e;)* > N(ll=[l/n)* > [,

contrario a la desigualdad de Bessel. Por lo tanto S, (z) es finito y la unién
S = .2, Sn(z) es numerable. O

Teorema 2.1.16. (Teorema de bases ortonormales) Sea X espacio con
producto interno y 2 C X ortonormal. Las siguientes son equivalentes:

(1) E es completo,

1) (MreX)(zlE = x=0),

) (VexeX)x=> gz ee,

() (VzeX) |z||> =3 .cpl(z,e)|* (identidad de Parseval) .

Cuando se cumple alguna de estas condiciones se dice que F es una base
ortonormal de X. Recuerde que las sumatorias en (iii),(iv) son numerables
por el Corolario 2.1.15.

Demostracién. (i)=-(ii): Sea F completo. Consideremos z L E. Si z # 0,
entonces £ U {x/||z||} serfa ortonormal, contradiciendo que E es completo.
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Por lo tanto x = 0.

(ii)=(iii): Sabemos que x — Y _p(z,e)e L E (donde la sumatoria es for-
zosamente numerable), y al asumir (ii) tenemos x — Y _p(x,e)e = 0.
(iii)=(iv): Enumerando {e € E: (z,e) # 0} = {e;},

n

> (z.ese;

j=1

2 n n
= Kz ep)esll =D 1w e
j=1 j=1

Al asumir (iii), la continuidad de la norma da

2 2

n

Z<x> €j>€j

Jj=1

2
ol = - ~ lim
n—oo

Z(w,e>e

E

n
nh_g)lo Z<x> €j>€j
j=1

=Yl e = 3l o).

Jj=1

(iv)=-(i): Supongamos ahora la identidad de Parseval. Si E no fuera completo,
tomarfamos y € X — E con EU{y} ortonormal para dar con la contradiccion

L=yl =) [{y,e)| =0.

eck

Por lo que FE tiene que ser completo. O

Definicién 2.1.17. Sea E una base ortonormal de X. Al conjunto {(x,e)}.cp
se le llama los coeficientes de Fourier de x (relativos a F), y a ) __p(7,¢e)e
se le llama la serie de Fourier de z (relativa a E).

Teorema 2.1.18. Sea X un espacio con producto interno. Entonces X es
separable si y solo si tiene una base ortonormal a lo mas numerable.

Demostracién. (<) Usando la base ortonormal numerable es posible
exhibir un conjunto denso numerable.
(=) Supongamos que X es separable (i.e. hay un denso numerable D), y sea
E una base ortonormal. Para cada e € E, se tiene B s5,,(e) (1D # 0. Pero
para ej, ey € E distintos, ||e; — es]| = v/2, luego B za(e1) N Bygjalez) = 0.
Por lo tanto, la cardinalidad de E es menor o igual a la de D. O
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Teorema 2.1.19. Sea X wun espacio con producto interno y E C X con-
gunto ortonormal. Considere el problema de optimizacion para un conjunto
{e1,...e,} C E dado:

2

inf ccp € K

n
u — E CrCk
k=1

conu € X fijo. Entonces, se alcanza el minimo solo cuando ¢ = (u, ;) para
=1,...,n.

Demostracion. Notemos que

<U—chek,u—20kek> = (u,u)—Z@(u,ek)—ch<ek,u>+20_kck

k=1 k=1 k=1 k=1
n n
= ull® =D we) P+ ) 1w, ex) — il
k=1 k=1
Por lo tanto se alcanza un tnico minimo cuando ¢, = (u,eg), k= 1,...,n.

]

Teorema 2.1.20. Sea X espacio con producto interno y E := {ex}32,; C X

conjunto ortonormal. Entonces E es completo si y solo si (E) es denso en
X.

Demostracion. La necesidad es relativamente facil verla. Mostremos
pues la suficiencia. Sea u € X arbitrario, entonces suponiendo que (E) es
denso, hay {w,}>°, C (E) tal que (Ve > 0)(IN € N)(n > N)||w, — ul| < e.
Cada w, es de la forma ) ;"" cx(n)ey, con m, € Ny {¢;(n)}", C K para

cadan =1,2,.... Por el teorema anterior
Mn Mn
u— g (u, ep)erl| < [|lu— E ck(n)eg
k=1 k=1
Luego
Lz
lim ||u — E (u, ep)er|| = 0;

por el teorema de bases ortonormales F es completo. ]
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2.2. Espacios completos

Definicién 2.2.1. Un espacio de Hilbert es un espacio lineal con producto
interno que ademas es completo.

Ejemplo 2.2.2. C" y [, son espacios de Hilbert. C|0, 1] no es espacio de
Hilbert (es un subespacio lineal no cerrado de L?[0, 1]).

Teorema 2.2.3. (Teorema de Riesz-Fischer) Todo espacio de Hilbert
separable de dimension infinita es isométricamente isomorfo a ls.

Se puede demostrar este teorema con ayuda del siguiente resultado.

Teorema 2.2.4. Sea X un espacio de Hilbert de dimension infinita, y £ C X
ortonormal. Entonces, para todo b := (by,by,...) € ls y cualquier conjunto
{ex}2, C E, existe x € X con (x,e) = by para cada k.

Demostracién. Definamos x, = >, _, byey. Asi, para m > n,

m m
ln = ml® = 1| D brexl® = D [bs]> =0
k=n+1 k=n+1

cuando n — oo. Por lo que {z,,}°°; es una sucesién de Cauchy, asi que existe
x € X a donde converge. Ademas,

(x,ex) = (lim z,,er) = lUm (z,, ex) = by
n—oo n—oo
para k=1,2,.... ]
Veamos que concecuencias tenemos cuando el espacio es completo, ademéas
los siguientes dos resultados nos permitiran demostrar el teorema de Riesz,
el cual es muy importante.

Teorema 2.2.5. Sea X un espacio de Hilbert, y sea E C X no vacio, cerrado
y convezo. Entonces, existe un unico x € E de norma minima.

Demostracién. Tomemos {z,}>2; C E tal que ||x,|| — d := inf,cp ||z]|
cuando n — oo. Por la ley del paralelogramo,

9 2

Tp — T
2

2
xn 2 xm 'Tn_‘_xm
2 * 2 2
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Como (z, + x,,)/2 € E por convexidad,
|0 = @ml® < 2)an? + 2] 2 |* — 4d?,

lo cual converge a 0 cuando m,n — oo. Luego, {z,}72, es de Cauchy, y como
E es cerrado el limite = lim x,, estd en E. Por lo tanto ||z| = d.

(unicidad) Supongamos que z,y € E tales que ||z|| = ||y|| = d donde d es el
infimo de las distancias de 0 a elementos de E. Por la ley del paralelogramo,

T—y Q_QHz :
2

r+y
2

2
Y

?|l3

+ 2

2
5 “dez+fm—d?_a

por lo que x = y. O
En espacios X con producto interno, para £ C X, escribimos

Et ={zcX: zlF},

llamado el complemento ortogonal.

Definicién 2.2.6. Dados dos subespacios lineales Y7, Y5 de un espacio lineal
X, una suma directa, denotada X =Y; & Y5, es cuando todo elemento de
X es suma de un elemento de Y; y un elemento de Y5 de manera unica.

Teorema 2.2.7. Sea X un espacio de Hilbert y sea Y C X un subespacio
cerrado. Entonces X =Y @Y.

Demostracion. Podemos suponer que Y es subespacio propio, de otro
modo la conclusion es trivial. Fijemos x € X. Sea ' =Y + 2z C X; entonces
E es no vacio, cerrado y convexo. Usando el teorema anterior, sea z € E de
norma minima. Sea y = r — z.

Consideremos w € Y con ||w| = 1; luego (z,w)w — z € E porque al
sumar r obtenemos un elemento de Y. Por definicién de z,

121* < llz = (2, wywl® = [l2]* = 2z, w)* + [{z, w)*w]|* < =[],

por lo que (z,w) = 0, o sea zLw. Esto demuestra que z € Y1, y tenemos
r=y+z.

(unicidad) Supongamos que z = y; + 21 = Y2 + 22 con yi,ys € Yy
21,2 € Y. Entonces y; —y2 = 21 — 22 € YNY+ = {0}, por lo tanto y; = 4,
y 21 = 2. Concluimos entonces que X =Y @ Y+, ]

Note que el siguiente resultado es analogo a la Proposicion 1.1.27.
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Teorema 2.2.8. (Teorema de Representacion de Riesz) Sea X un
espacio de Hilbert, y sea f € X*. Entonces, existe un unico y € X tal que

(Ve e X) f(x) = (z,y).

Demostracién. (existencia) Si f = 0, entonces y = 0. Sea pues f # 0, y
definamos Y = N(f) # X. Observemos que f|y . es 1-a-1 porque N(f|y.) =
N(f)ny+={o}.

Como f es continua, Y es cerrado y por le teorema anterior Y+ # {0}.
Tomemos pues z € Y+ de norma uno, sabemos f(2) # 0 por la inyectividad.
Para cualquier x € X se tiene

NCAYINEC N
(o= 7) =0 - g =0

por lo tanto x — %z estd en Y y asi es ortogonal a z. De esto se sigue

f(x)(z,2) = f(2){(z,2), lo cual implica f(z) = f(z)(z,2) = (z,y) donde
y = f(2)z.

(unicidad) Ahora mostramos la unicidad.Supongamos que (Va € X) f(x) =
(x,y1) = (x,y2). Entonces (Vx € X) (z,y; — y2) = 0. Por lo tanto y; = ys,
por el Proposicion 2.1.7. O]

De la demostracion anterior se tiene también que

Lema 2.2.9. Para f € X* no nulo, dim(N(f)*) = 1.

Ahora mostramos la existencia del operador adjunto 7™ de un operador
T.

Teorema 2.2.10. Sea X espacio de Hilbert y sea T € L*(X). Entonces,
existe un unico T* € L*(X), tal que

(Vz,y € X) (T(2),y) = (z,T"(y))-
Ademds, | T*|| = T

Demostracién. Para cada y € X fijo, z — (T'(z),y) es lineal y acotada,
entonces por el Teorema de Representaciéon de Riesz, existe un tnico ' €
X con (T'(z),y) = (x,y’) para toda z € X. Definamos pues 7% como la
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asignacion y — y'. Aplicando la regla (T'(v),w) = (v, T*(w)), encontramos
que

(0, T*(Ax +y)) = (0, A\T"(2) + T"(y))
para toda v € X, de lo cual se sigue que T es lineal. Finalmente, usando el
Lema 2.1.2,

17|} = sup [T*(y)]| = sup sup [(z,T"(y))| = sup sup [(T'(x),y)| = |IT].
lyll=1 lyll=t llal|=1 Jall=1 llyl=1

Pudimos intercambiar supjj,—; Supj,=1 porque |{(x,y)| > 0. O

Proposicién 2.2.11. Sean T,T1,T, € L*(X) y A € C. Entonces
(1) ATy +Ty)* = NIy + Ty

(1) (TyoTy)* =Ty oTy

() (IT*)*=T

av) |77 = |7

En lo sucesivo denotamos la composicién T} o T como TiT5.

Definicién 2.2.12. Sea X un espacio con producto interno.

(1) T € L*(X) es autoadjunto si T* =T,

(1) T € L#(X) es Hermitiano (6 simétrico) si (Vo,y € X)(Tx,y) =
(z, Ty).

Mostramos ahora que, sin saber que es acotado, la propiedad de ser Her-
mitiano implica que el operador es acotado.

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio de Hilbert, y sea T € L#(X) tal que
(I'(z),y) = (z,T(y)) para todos x,y € X. Entonces T es un operador acota-
do, y por ende autoadjunto.

Demostracién. Para cada y € X de norma uno, definimos 7,(z) =
(I'(z),y), sabemos que T}, es lineal porque Ty (-, y) son lineales. La hipdtesis
(T'(x),y) = (z,T(y)) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz dan

Ty(2)] = (T (x), y)| = (=, T < =T W),

por lo que T}, es funcional acotado, pues ||T,]| < || T(y)||. Ademas, tomando
z:=T(y)/||T(y)|| vemos que de hecho ||T,| = ||T(y)]|-
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Ademas, para todo y € X de norma uno y para cada x € X,

Ty(x)| = [T'(2), y)| < [T()];

por lo que

sup [T, (x)] < [[T(2)]| < oo

lyll=1
Por el Teorema de Banach-Steinhaus, supy, _; [|7,]| < co. Pero, usando la
Proposicién 2.1.7

IT| = sup |T(z)|| = sup sup (T'(x),y)| = sup sup [(T'(z),y)]
llzll=1 llzll=1 |lyl|=1 lyll=1ll==1
= sup [|T,].
llyll=1
Por lo tanto T es acotado. O

Ejemplo 2.2.14. Sea X := L,[0,1] y T : X — X definido como

Tx(t) := /01 k(s,t)z(s)ds, t € [0,1],

donde k es continua en [0, 1] x [0,1]. Resulta que T' es acotado y existe un
tnico adjunto. Para encontrar T* usamos que (T*x,y) = (x, Ty), i.e.

/01 T*x(s)y(s)ds = /01 x(s)/ol k(t, )y(t)dtds

(y usando los Teoremas de Fubini y de Tonelli, vea el apéndice)

1,1
= / / k(t, s)x(s)dsy(t)dt.
0o Jo
Por lo tanto T*x(t) = fol k(t,s)z(s)ds, t € [0,1].
Ahora queremos encontrar una base ortonormal para Ls|—m, 7] y ver la

relacion entre bases completas y conjuntos densos. Para estos fines tenemos
primero algunos resultados que son ademas de interés general.

Proposicién 2.2.15. Sea {ex}32, conjunto ortonormal en un espacio X
. . o0
con producto interno. Si u := Zk:l crer es convergente en X, entonces ¢ =

(u,e).
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Demostracion. Para m € N, tenemos que

n

n n
(u, ep) = (lim chek,em> = lim <Z Ckek, em) = lim ch(ek, em) = Cm.

]
Proposicién 2.2.16. Sea X un espacio de Hilbert, {ex}32, C X un conjunto

ortonormal y {c}72, C K. Entonces
S crer es convergente siy solo si Y o |cx|* es convergente
k=1 CkCk 9 Y k=1 |Ck g .

Demostracion. Primero, si u := 220:1 crey es convergente, por la pro-
posicién anterior, ¢y = (u,er), k = 1,2,...; y por la desigualdad de Bessel
Yore i lex* < lul|* < oo. Para suficiencia notemos que para n > m,

n

n m
1> ener =D erenll> = Y el
k=1 k=1

k=m+1

Teorema 2.2.17. El conjunto

E;:{ 1 cos(nz) sin(ng;)}oo

\/27'(’ ﬁ ’ ﬁ
es ortonormal y (E) es denso en X := Lo[—m, 7|, por lo que E es también
una base de X.

Para mostrar este teorema usaremos los siguiente hechos:

i) Que C[—m, 7] es denso en X con la norma || - ||o.
ii) Del Teorema de Weierstrass, (E) es denso en {f € C[—m, 7] : f(—7) =
f(m)} con la norma || - ||so-

Demostracién. Sea v € X y ¢ > 0. Por el punto i) anterior, hay f :
[—m, 7] — R continua tal que ||[u— f||2 < €/2. Mas atin, podemos suponer que
f(=m) = f(m). Ahora, por ii), hay g € (E) tal que ||f —gll> < 27 f - g|5, <
€/2, luego ||u — g||2 < €. Por lo tanto (F) es denso en X. Usando usando las
siguientes identidades se puede mostrar la ortogonalidad:

1 1

sin(a) sin(b) = 5 cos(a — b) — 5 cos(a + b),
1 1

cos(a) cos(b) = 5 cos(a — b) + 3 cos(a + b),

1 1
sin(a) cos(b) = 5 sin(a — b) + 5 sin(a + b).
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O
Con lo anterio podemos concluir lo siguiente.

Corolario 2.2.18. Se tiene que Lo[—m, 7| es separable.

Corolario 2.2.19. Para toda f € Lo[—7, 7],
F@&) = pilt), te[-mal,
k=0

donde py(t) := ay cos(kt) + by, sin(kt) y
1 ™
“vR L

by = % /: f(s)sin(ks)ds, y
1 ™
ap = E/—w f(s)ds.

A las combinaciones finitas de las funciones p;’s se les llaman los po-
linémios trigonométricos.

ay

(s)cos(ks)ds,

2.3. Otros resultados en espacios de Hilbert

Veamos primero esta construccion de un espacio de Hilbert como suma di-
reca de otros. Note que las normas y productos internos pueden ser diferentes
pero se abusa de la notacion.

Proposicion 2.3.1. Sean Xy, Xo, ... una sucesion de espacios de Hilbert, y
defina el conjunto

X o= {{fadis s fo € X Y Iful® < o0},

n=1
Entonces X es un espacio de Hilbert con el producto interno

o0

<f7 g> = Z(fn7gn>:

n=1

donde f={f.}>2, vy g =19}, son elementos en X. En este caso se usa
la notacion X =X 8 Xo P .. ..
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Demostracion. Usando la siguiente desigualdad se puede mostrar lo deseado:

S 1w ga)l < S llgall < /S 1Al Nlgul2

n=1

Ahora veamos algo sobre operadores Hilbert-Schmidst.

Proposicién 2.3.2. Sea X un espacio de Hilbert separable, {e,} and {h,}
dos bases ortonomales y T : X — X wun operador acotado. Entonces se

cumple
Y oATenll> =Y NThal? =Y " [(Tew, b .
n=1 n=1

n=1 k=1

Definicién 2.3.3. Con las condiciones anteriores, se dice que T es un ope-
rador Hilbert-Schmidt (HS) si

00
IT]l2 == | > [ Ten]? < oo
n=1

Proposicion 2.3.4. Con las condiciones anteriores se tiene que

i) || ®|l2 es una norma para el conjunto de operadores HS.

ii) Para todo T acotado ||T| < ||T||2-

iii) Si T es HS, |T*|2 = ||T--

i) Si L es acotado y T es HS, entonces TL y LT son HS, y ||T||2|| L] es cota
superior para la norma || e ||o de ambos.

Ejemplo 2.3.5. En X := Ly[a,b] cualquier operador integral T : X — X
con kernel K € Ly([a,b] x [a,b]) es un operador HS, y ademés

ITI3 = K = / K (2, y)*dedy.

Veremos a continuacién unas ideas béasicas sobre espacios de Hilbert con
nucleo reproductor, abreviado RKHS por sus siglas en inglés. Dado un con-
junto €, trabajaremos con el espacio vectorial F (2, K) de funciones sobre (2
valuadas en K =R o C.
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Definicién 2.3.6. Un conjunto X C F(£2,K) es un espacio de Hilbert
con nucleo reproductor, si X es un espacio de Hilbert y la evaluacion
E. : X — K es un funcional continuo para todo z € €.

Por el Teorema de representacion de Riesz, para cada z € 2 fija existe
h, € X tal que

(Vf € X)f(z) = E.(f) = (f, hz).

Entonces podemos definir K (z,w) := h,(w), al cual lo llamamos nicleo re-

productor, precisamente porque reproduce a cualquier elemento f mediante
la ecuacién f(z) = (f, K(z,e)).
Lo primero que observamos es que

K(z,w) = hz<w) = <hzahw>

y que
1E-1* = [ha]|* = (he, he) = K (2, 2).

Ejemplo 2.3.7. Sea Q := [0,1] y X := Ly(2). Al fijar x € Q, serd posible

que si ||f, — fll = 0 implique que |f,(x) — f(z)] — 0? Note que si f =

1y fo = Ionq, efectivamente f, — f. Pero al tomar x € (1 irracional

E.(f) — E.(f,) = 1, por lo que la funcional E, no es continua. Por tal
motivo X no es RKHS.

Ejemplo 2.3.8. Consideremos 2 :={1,2,...,n}y X ={f: Q> C} =C".
Luego el producto interno de X es

(F.9) =3 £

Se verificar que X es efectivamente un RKHS, y su nicleo es K (i, k) = ;.

Ejemplo 2.3.9. Ahora consideremos 2 := {1,2,...} y X := [5(Q), por lo
que el producto interno es

(f,9) = Z F(@)g(d).

Similarmente se tiene que X es un RKHS, y también K (i,k) = 9, .



2.3. OTROS RESULTADOS EN ESPACIOS DE HILBERT o7

Ejemplo 2.3.10. Consideremos el disco unitario D := {z € C : |z| < 1}
como el dominio 2, y tomemos

X ={f:D->C: f(z)= Zanz y Z|an|2<oo}.

n=0

Resulta que X es un espacio de Hilbert con el producto interno

En este caso X se llama el espacio de Hardy-Hilbert y se denota usualmente
como H?*(D). Notemos que existe un isomorfismo natural entre H*(D) y Iy
dado por f + {a,}. Lo cual ayuda a ver que H?(ID) es un espacio de Hilbert
separable. Para ver que X es efectivamente un RKHS tenemos que

|E.(f)] = Zanz" SzyanHZ‘n
n=0 n=0

S S 171
< D lanl [ DDl = ==
2 Iy 2 r

n=0

Para calcular el nticleo notemos que

E an 7

donde g(z) = > 7, byz" con b, := wW". En otras palabras h,(z) = g(z), por
lo que

Kz w) = ho() = Yo" = - L

n=0
el cual se conoce como el nicleo de Szégo.
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Otros ejemplos conocidos son los espacios de Bergman, de Paley-Wiener
y de de-Branges.
Proposicion 2.3.11. FEl nicleo reproductor cumple las siguiente propiedades
i) K(z2) 20,

i) K(z,w)=K(w,z),
iii) | K(z,w)]* < K(z, 2)K(w,w).

Proposicién 2.3.12. Sea X un RKHS separable y {e,} una base ortonor-
mal. Entonces
K(z,w) = Z en(2)en(w).

Demostracion. Como h,, € X, hay tnicos escalares a,, tal que h,, = Y aye,.
Pero resulta que «, = e, (w). O

En general es posible caracterizar los nicleos reproductores con las ma-
trices positivas definidas. Esto es parte del Teorema de Moore-Aronszajn, el
cual dice que un K es un ntcleo reproductor de algin RKHS si y solo si para
cualquier coleccién finita {z1,...,2,} C Q se tiene que

(Vu:= (Ap,..., \)' € C) v Mu >0,

donde M es la matriz n x n con entradas K (z;, z;).



Capitulo 3

Algebras de Banach

3.1. Teoria esencial

Definicién 3.1.1. Un algebra sobre un campo K es un espacio vectorial X
(sobre K) con multiplicacién que lo vuelve anillo, en el cual

Mry) = z(\y) = (A\v)y,

para z,y € X y A € K. Es decir, se cumple (Vz,y,z € X)

i) (y + z) = xy + zz (ley distributiva por la derecha),
ii) (z +vy)z = xz + yz (ley distributiva por la izquierda),
iii) z(yz) = (zy)z (multiplicacién asociativa).

En lo que resta de la seccién, nos restringimos al caso en que K := C 6
R.

Definicién 3.1.2.

i) Se dice que un algebra X tiene unidad si hay identidad multiplicativa
(neutro multiplicativo), el cual es denotado como 1, ie. (31 € X)zl =
lx = x para todo =z € X.

ii) Un 4lgebra normada es un élgebra X con una norma || e || para la cual

(z,y € X)llzyll < ||y (3.1)
y si X tiene unidad, [|1]| = 1.

ii) Un algebra de Banach es una algebra normada completa; es conmu-
tativa si la multiplicacién lo es.

29
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Notemos que la propiedad ii) implica que la multiplicacién es un mapeo
continuo, ademas

Ejemplo 3.1.3.

i) Los nimeros complejos son una algebra de Banach conmutativa.

ii) Sea S compacto y de Hausdorff, entonces (C(S), || ® ||») forma un algebra
de Banach conmutativa, con la suma y multiplicacién definidas puntalmente.
iii) Sea (X, A, 1) un espacio de medida o — finita, entonces Lo, (X) es una
algebra de Banach conmutativa.

iv) Sea X un espacio de Banach, entonces £*(X) es una algebra de Banach
con unidad, donde la multiplicacion esta dada por la composicion y, la suma
por la suma puntual.

Ejemplo 3.1.4. Considere X =: L}(Z, P(Z),v), donde v es medida de con-
teo. Dicho espacio esta dado por

X = {(xk)kez : Z |lzk| < OO},

n=—oo

y considere la multiplicacién dada por la convolucion

zxy:= (.., (xxy) 1, (®x*xy), (x*y),...),
donde la n — ésima entrada es

o

(I * y)n = Z Tn—kYk-

Notemos que

z|[+]lyllr = (Z \xk\> (Z |yk|> = Y D ekl Xyl =z gl
k=—00 k=—o00 n=—o00 k=—o00

Se puede verificar también la asociatividad:

(Txy)*z = ( Z xn—k?/k> *2 = (Z [( Z $n_i—kyk> Zz])
= ( Z [xnk (Z ykizi>]> =z x*(yx*2).
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Se puede verificar las demas propiedades para poder afirmar que dicho espacio
X con la convolucién como multiplicacién y la suma entrada por entrada,
forma una algebra de Banach conmutativa con unidad.

En lo sucesivo X es una algebra de Banach con unidad.

Definicién 3.1.5. Un elemento z es invertible si (Jy € X)zy = 1 = yx, el
cual es denotado como z~!. Definimos GL(X) := {z € X : z es invertible}.

Proposicién 3.1.6. (Propiedades de GL(X))
i) Un inverso es inico
i) 0 ¢ GL(X)
iii) Six,y € GL(X) entonces vy € GL(X)
i) Siz,xy € GL(X) entonces y € GL(X)
v) Sixy,yr € GL(X) entonces x,y € GL(X)

Demostracion. i) Sea x € GL(X) y supongamos que existen y,ys € X
inversos de z. Entonces

yi=y-l=y- (@ p)=W ) =1 y=1p

Por que en efecto el inverso es 1nico.
1) Supongamos ahora que 0 € GL(X), entonces

0=0-0"'=1

una contradiccién.
141) Six,y € GL(X), entonces existen sus inversos z 71,y 1 € GL(X). Luego

(zy)y o) =2-1- 27 ' =z =1

(y 2 Nay) =y - 1ly=yly=1

Por lo tanto zy € GL(X) y més atn se tiene que (zy)™' =y~ 'z71

w) Si x, 7y € GL(X) entonces existen sus inversos 7!, (zy)™' € GL(X).
Definamos el elemento z := y(xy) 'z, entonces al multiplicar por z por la
izquierda se tiene que zz = z, entonces si multiplicamos por z~! por la
izquierda se tiene que z = 1, es decir que

1

yley) = 1.
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Claramente (zy)~'zy = 1, por lo que en efecto y € GL(X) y ademés y~! =
(zy)~'w.

v) Si 2y, yr € GL(X) entonces existen sus inversos (zy)~!, (yz)™! € GL(X).
Claramente se tiene x-y(zy)~! =1 =y-z(yx)~'. Sea z := y(xy) 'z entonces
rz = z lo que implica que zzy(xy)~! = 1, es decir que zzy = xy, de donde
se obtiene que z = 1, o sea

y(ey) ™ =1,

De manera similar obtenemos que z(yx)~! -y = 1. Concluimos entonces que
z,y € GL(X) con 27t = y(ay) Ly y ! = z(yx) L. O

Proposicién 3.1.7. Si ||ly|| < 1, entonces 1 — y es invertible y de hecho
1=y =) ¢"
k=0

Ademds, ||(1 —y) | < =7

Demostracién. Se tiene que z, = Y ,_,y* converge absolutamente,
pues [|y*|| < [|y[|*. También

wml=y) =) =D T =1y = (1 y)z,
k=0 k=0

lo cual converge a 1 cuando n — oo, asi que definimos (1—y)~! := lim,, ;00 2.
Para acotar la norma de (1 — y)~! se ocupa la propiedad (3.1) para llegar a
una suma geomeétrica. ]

Corolario 3.1.8.
i) Se tiene que Bi(1) C GL(X).
i) Para x € GL(X), sear := ﬁ, entonces

B,(z) C GL(X).

Demostracién. Para i) notemos que Bi(1) = 1+ B;(0), o sea que todo
r € Bi(1l) es de la forma 1 — y con |ly|| < 1, luego podemos aplicar la
proposicion anterior.

(ii) Sea y € By -1 (), 0 sea que ||y —z|| < 1/||z7], es decir ||z~ |||z —
y|l < 1, por lo que ||z (z —y)|| <1, es decir |1 — 2 'y|| < 1. Asi, usando la
proposicién anterior, 1 — (1 — 27 'y) = 7'y € GL(X), y por la Proposicién
3.1.6 y € GL(X). O
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Nota 3.1.9. Observemos que
zB1(1) =z — 2B1(0) # z — ||2]|B1(0) = By (2).

Proposicién 3.1.10. El conjunto GL(X) es abierto en X y el mapeo inv :
x — z~' es un homeomorfismo de GL(X).

Demostracién. Por i) del corolario anterior, GL(X) es abierto. Clara-
mente inv es biyectivo, veamos que es continuo para todo z € GL(X). Sea
{z,}22, con x, — = cuando n — oo; queremos demostrar que (e > 0)(IN >
0)

inv(z,) —inv(z)|| = ||la2t — 27| < € cuando n > N.
n

Sea M tal que |z, — x| < ﬁ para n > M. Entonces, para n > M,
tenemos que

_ _ IR _ _ - _ L, _
=l < ' =27 =l (p—n)a ™ || < g Hllzn—lllle™ ) < Sl

lo cual implica que ||z > %[z, }|| para n > M. Asi que, para n > M,

-1
n

lz " =27 = oy (2 — @)™ ) <l = 227 < 2027 Pl — 2all.
Asi que podemos escoger N que cumpla lo requerido.

Hemos pues demostrado que inv es continua en cualquier punto de x €
GL(X), o sea que también es continua en el punto x~'. Esto es: si tenemos
{z,{z,}2,} C GL(X) tal que z;' — z~! cuando n — oo, podemos efectuar
el mismo procedimiento para mostar que x,, = inv = (z,;!) — invH(z7') ==z
cuando n — oo, lo cual demuestra que la inversa de inv es también continua.
Por lo tanto inv : GL(X) — GL(X) es un homeomorfismo. O

En lo que resta de esta seccién nos restringimos al campo C.
Definicién 3.1.11. i) El espectro de z € X es
o(z) ={ eC:x - ¢ GL(X)}.
ii) El radio espectral es

r(z):= sup |\
Ao (x)

iii) El conjunto resolvente es p(z) := C — o(x).
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En la definicién anterior, escribimos x — A\ para denotar x — A1 en X.
Ejemplo 3.1.12. Sea X el conjunto de matrices n x n en C. Para A € X,
o(A) = {valores propios de A}.

Proposicién 3.1.13. Sea x € X, entonces r(z) < ||z|| y o(x) es compacto.

Demostracién. Definamos g,(A\) :== = — X\ para A € C, la cual es una
funcién continua. Luego g, '(GL(X)) es abierto, y su complemento, que es
o(x), es cerrado. Si |A| > ||z||, entonces 1—x /A € By(1), luego A—z € GL(X),

por lo que A € o(z). Esto implica que r(z) < ||z||. También tenemos que

J(:C) C B||$H(O),
por lo tanto o(z) es compacto, pues es cerrado dentro de un compacto. [

Proposicién 3.1.14. Sea f € X* yx € X, entonces H(\) := f(A—2z)7" es
holomorfa en C — o(z).

Demostracién. Sea A\, \' € p(x) se tiene que

1
N =

(HN)=HWN) =f (X =N [N =2)" = (A=2)7])

= f(N=XN"[N=2)[A=—2)-(N=—z)](A=2)""])
= —f(N=2)7" A =2)7"),

la cual converge a — f((A—x)72) cuando N — \. Esto ocurre porque tenemos
una composicién de f con inv, lo que da una funcién continua en p(x). O

Teorema 3.1.15. (Férmula del radio espectral) Sea X una dlgebra de
Banach con unidad. Para toda x € X, r(x) = Hm,, . ||z"||*/".

Demostracion. Para A € C y n entero positivo. Notemos que

=N =(x—N) (i /\kx“_k> = (i )\km"_k> (x = N).

Asi, \* & o(2") = X € o(x), esto surge de lo siguiente. Si z € GL(X) y
z = uv = vu, entonces 1 = (z7'u)v = v(uz™!), ademds

lu=z"lul =z lwvur T = lur ! = we
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por lo que v seria invertible también.

Entonces también se cumple que A € o(z) = A" € a(a™), es decir |\"| <
lz™|| (6 sea |A| < [|z™]|*/™). Luego, tomamos el supremo sobre A en o(z) y el
limite inferior cuando n — oo,

r(z) < liminf |||/
n—oo

Por otro lado vemos que si |A| < 1/r(x), entonces + ¢ o(z), por lo que

(Vf € X)F((L—Ax)™)

es holomorfa en A := {)\ 0 <N < ﬁ}, pues 1 — Az = \(+

5 — ). Ademas,

si |A] < 1/[|z]| (o sea que |A| < 1/r(x)), entonces

o0

F(L=A2)™h) =) M f(ah),

y por la unicidad de la serie de Lauret, dicha expansion es valida en todo
A. Esto es, la serie converge para todo X € A, lo que implica que (Az)* 20
cuando k — oo. Asf, por la Proposicién 1.5.3, hay M < oo tal que ||(\z)*|| <
M para k=1,2,.... De esto se tiene que

1
kaul/k < _Ml/k
Al
para k = 1,2,... y A € A. Tomando el limite superior en k y después el
infimo en A, se tiene

lmsup [|2*]|'/* < r(x) - or(z) = lim [l2"]".
n—oo

k—o0
[
Un resultado revelador es el siguiente, el cual nos indica como ciertas
algebras son realmente los niimeros complejos.

Teorema 3.1.16. (Teorema de Gelfand-Mazur) Sea X un dlgebra de
Banach (con campo C) con unidad. Si GL(X) = X — {0}, entonces X es
isométricamente isomorfo a C.

Para mostrar este resultado hay que probar primero que el espectro de
cualquier elemento nunca es vacio. Del resultado anterior se concluye también
que X es conmutativo.
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3.2. Ideales y homomorfismos

Definicién 3.2.1. Sea X un algebra de Banach. Un ideal en X es un subes-
pacio lineal A C X y tal que (Vz € X)zA C A, Ax C A.

Ejemplo 3.2.2. Considere X := C[0,1] y z1,...,z, € [0,1]. Un ideal en X
es A={feX: f(r;)=0,i=1,...,n}.

En lo sucesivo X es un algebra de Banach con unidad.

Proposicién 3.2.3.
i) Si A es ideal propio de X, entonces A(\GL(X) = ()

ii) Si A es un ideal propio de X, entonces A también es ideal propio.

Demostracion. (i) Siy € GL(A) () A, entonces, como A es ideal, yy=' =
1 € A, lo que implica que cualquier elemento de X estd en A, pero esto no
puede ocurrir porque A estd contenido propiamente.
(ii) Por el inciso i), A € GL(X)¢, entonces A C GL(X)¢ (porque GL(X)® es
cerrado); esto nos da la contencién estricta de A en X. Ahora verifiquemos
la propiedad de ideal. Notemos que si a,, — a en A cuando n — oo, también
ra, — ra y a,x — ax en A cuando n — oo para cualquier z € X, por lo
tanto ax v xa estdn en A. O

Definicién 3.2.4. El conjunto de ideales maximos de X es denotado M (X).

Nota 3.2.5.
i) La existencia de idealas méximos es concecuencia del Lema de Zorn.
ii) De la proposicién anterior tenemos que todo ideal maximo es cerrado.

Definicién 3.2.6. Un homomorfismo entre 2 algebras de Banach X y YV
es una funcional lineal f : X — Y que preserva multiplicacién, i.e. f(zy) =
f(z)f(y) para todo x,y € X; se dice también que f es multiplicativa. En
particular, si Y = C, se dice que f es un homomorfismo complejo.El
conjunto de homomorfismos complejos en X lo denotamos Mult(X).

Nota 3.2.7. En un algebra de Banach con unidad, un homomorfismo com-

plejo cumple que f(1) =1y f(z7') = ﬁ cuando x € GL(X).

Proposicion 3.2.8. Sea X un dlgebra de Banach con unidad y f un homo-
morfismo complejo. Entonces f es acotado y ||f]| = 1.
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Demostracién. Si z € X y f(x) # 0, entonces f <1 = %) = 0. Luego,

de la nota anterior 1 — 7 ¢ GL(X), por lo que ||z/f(x)]] > 1, es decir

|z|| > |f(x)], por lo tanto f es acotada. Ademads |f(1)| = 1, luego || f]| = 1.
[

Teorema 3.2.9. Sea X un dlgebra de Banach y A un ideal propio y cerrado
de X . Entonces,

i) el espacio cociente X/A es un dlgebra de Banach,

i) si X tiene unidad, también X/A,

iii) el mapeo Il : x — x + A es un homomorfismo sobreyectivo y con espacio

nulo A.

Demostracién. Defina la multiplicacién en X/A como (z+ A)(y+ A) :=
xy + A para todo z,y € X.
Para i) ya sabemos que X/A es un espacio de Banach. Se puede verificar las
propiepades distributivas y asociativas de la multiplicacién en X/A. Ahora
queremos verificar que

Iz + A)(y + A < [l + Alllly + All.

Sean u,v € A, luego (z+u)(y+v) = xy+zv+uy+uv, pero xv+uy+uv € A.
Asi,

Iz + A)y + Al < [ley + av + uy + wol| < ||z + ulllly + vl

y tomando infimos sobre u y v se obtiene la desigualdad requerida. Por lo
tanto X/A es un algebra de Banach.

Para ver ii), notemos 1+ A cumple la condicién de ser neutro multipli-
cativo. Ademds, como 0 € A se tiene que ||1 4+ A|| < 1. Més atin, no existe
x € Acon ||1—z| <1, de lo contrario z € GL(X), y por i) de la Proposicién
3.2.3, A no seria propio, por lo que podemos concluir que |1 + A| = 1.

Para iii), ya sabemos que tal mapeo es sobre y lineal. Cumple que [|II(x)]| <
||z||, por lo tanto es acotada. Claramente N(II) = A, y la propiedad multi-
plicativa se sigue de la definicién. ]

Teorema 3.2.10. Sea X una dlgebra de Banach (sobre C) conmutativa con
unidad, y A € M(X). Entonces X/A es isometricamente isomorfo a C.

Demostracién. Ya sabemos que X/A es un algebra de Banach con uni-
dad. Ahora basta probar que todo elemento en X/A — {0+ A} es invertible,
para luego usar el Teorema de Gelfand-Mazur.
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Sear+ A € X/A con x ¢ A. Definamos
Al={zx+y:z2€ X,ye A} =zX + A

Obervamos que A’ es un ideal y que contiene propiamente a A. Como A es
maximo, A’ = X, por lo que existen u € X yv € A tal que uz+v =1 = zutv
(usando la conmutatividad). Asi, (z +A)(u+A) = (u+A)(z+A) =1+ A.

m

Teorema 3.2.11. Sea X un dlgebra de Banach (sobre C) conmutativa con
unidad. Entonces,

i) para toda f € Mult(X), se tiene que N(f) € M(X), y

i) para todo A € M(X), eziste f € Mult(X) con N(f) = A.

Demostracién. i) Ya sabemos que N(f) es un subespacio cerrado, y
podemos ver que es un ideal, pues f(zy) = f(x)f(y) = 0 para todo y € N(f)
y ¢ € X. Veamos que para X espacio de Banach (sobre el campo C) y f € X*,
se tiene X/N(f) es isométricamente isomorfo a C. En efecto, considerando
el mapeo h : X/N(f) — C, definido como h(z + N(f)) = f(z), se tiene un
isomorfismo isométrico.

Asi, N(f) tiene que ser ideal maximal. De lo contrario, existe ideal ma-
ximal M que contiene a N(f), luego X/N(f) # X/M. Pero por el teorema
anterior X/M es isomorfo a C, contradiciendo que X/N(f) también lo es.
ii) Sea A € M(X). Por el teorema anterior, existe P : X/A — C isomorfismo
isométrico. Por otro lado, sea IT : X — X /A el homomorfismo del Teorema
3.2.9. Se tiene que P oIl : X — C cumple lo deseado. O



Capitulo 4

Teoria de Operadores

Definicién 4.0.1. i) Sean X y Y ELNs. Un operador de X a Y es un par
(D(T),T) donde D(T) C X y T : D(T) — Y.

ii) Se dice que es lineal cuando D(T') es subespacio lineal de X y T es lineal
en D(T).

iii) A D(T) se le llama el dominio de T'y a R(T) := T(D(T)) la imagen.
iv) La grafica de T es

Gr(T) ={(z,y) ;2 € D(T),y=T(x)} C X x Y.
Se dice que T es cerrado si Gr(T') es cerrado en X X Y.

Definicién 4.0.2. Sean T y T, dos operadores.
i) Lasuma (T7+713)(z) es T1 () +Ts(z) con x € D(T1+7T5) := D(T1) () D(T3).
ii) La composicion (77 o Tz)(z) es T1(Tx(z)) con

€ D(TyoTy) :={x € D(Ty) : Ty(x) € D(T1)};

también lo denotamos 71775.
iii) Se dice que T» es extension de T} (denotado T} C T3) si D(T1) C D(13)
y T |pery=Th (i.e. To(x) = Ti(x) para todo x € D(T}) ).

4.1. Operadores adjuntos

Sean X y Y ELNs, ysea T : X — Y lineal con D(T) = X. Dada g € Y#,
podemos considerar goT’, la cual estd en X#. Asi, podemos definir el adjunto

T :Y# — X# como T*(g) :==goT.

69
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Recordemos que en el contexto de espacios de Hilbert escribimos (x, T*(y)) =
(T'(x),y). Este nuevo contexto, si f es un funcional de X, escribimos

(z, f) = f(x),

por lo que
(T'(2),9) = 9(T(x)) = (goT)(x) = (z,T(g))-

Definicién 4.1.1. Sea D(T') denso en X. Se define el operador adjunto
T :Y* — X* como

T*(g) :==goT donde g € D(T™):={f €Y": foT es acotada en D(T)}.

Nota 4.1.2. i) Esta definicién puede no coincidir con la definicién de ad-
junto en espacios de Hilbert. Por ejemplo, en dimensién finita con campo
C, el adjunto de una matriz daria la traspuesta en lugar de la transpuesta
conjugada.

ii) Dada g € D(T*), la extensiéon de Hahn-Banach de g o T" en todo X es
tnica por ser D(T") denso.

iii) También notemos que D(T™) no tiene que ser denso en Y*, asi que T™*
puede no estar bien definido.

Teorema 4.1.3. Si D(T) = X y T es acotada, entonces D(T*) = Y* y
[7={f =171

Demostracién. Notemos que (Vg € Y*)(Vz € X)|[(goT) ()| < |lgll|T||]]z||
oo D(T*) = Y*. También ||[T*(g)|| < |lgo T|| < [lg||IIT]|. Ademé&s, T** esta
bien definido y aplicando lo anterior ||[7%*|| < [|T*||.

Como T** : X** — Y™** se tiene que T**(eval,) € Y™ y su dominio es Y*.
Luego, para todo g € Y*, T**(eval,)(g) = (eval, o T*)(g) = eval,(T*(g)) =
evaly(goT) = g(T(x)) = evalpey(g) .. [|[T"*(eval,)|| = [|T(x)||. De esto se
tiene que || < 7, por lo que |[T]] = 17| a

Corolario 4.1.4. El mapeo T — T* es una isometria.

Proposicién 4.1.5. El mapeo T — T, L*(X,Y) — L*(Y™*, X*), es lineal e
inyectiva.

En los siguientes resultados, X y Y son espacios de Banach, y T €
LA(X,Y).
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Proposicién 4.1.6. Si T es biyectiva, entonces (T—1)* = (T*)~L.

Demostracién. Se tiene que T es invertible por ser biyectiva, y 77! es
continua por el Teorema de la funcién abierta. Si g1,g2 € Y* con g1 # ¢o,
se puede ver que T%(g1) # T*(g2), por lo que T* es inyectiva. También, si
feX* foTteY*yT*(foT ) = f, por lo que es sobre, luego biyectiva.
Asi, (T*)~! existe y se cumple que

(VyeYV)VfeX™) (g, (T)(f)=(T""(y). /)

=(T"'(y), T(T")f)

=(TT 'y, (") f) = (. (T") ')
. (T—l)* — (T*)—l O
Lema 4.1.7. Se tiene: i) N(T) = R(T*)* y ii) N(T*) = R(T)*.

Demostracion. i) x € N(T) < (Vg € Y*)g(T(x)) =0 < z € R(T*)*.
ii) g € N(T*) & (Vz € X)T*(g)(x) & (Vo € X)g(T(z)) =0 < g € R(T)*.
[

Corolario 4.1.8. (Teorema del rango cerrado)
R(T) es cerrado si y solo si N(T*)* = R(T).

Teorema 4.1.9. El operador T* es inyectivo si y solo si R(T) es denso.

Demostracién. T* es inyectiva & N(T*) = 0 & R(T)* = {0} &
R(T)=Y. O

Ahora regresamos al contexto de espacios con producto interno. Sea X
un espacio con producto interno. Recordemos que un operador 7" en X es
simétrico si (Va,y € D(T)) se tiene que (T'(x),y) = (x,T(y)).

Anteriormente vimos que en espacios de Hilbert un operador lineal y
simétrico tiene que ser forzosamente acotado, y por lo tanto auto-adjunto

(Teorema 2.2.13), a continuacién mostramos otras propiedades importantes.

Proposicion 4.1.10. Un operador simétrico en un espacio de Hilbert con
rango denso es de hecho inyectivo.

Demostraciéon. Surge del Teorema del rango cerrado. ]

Teorema 4.1.11. Sea T un operado acotado y simétrico en un espacio de
con producto interno, entonces

1T = sup {[(z, T(2))] : @ € D(T), [lx]| =1} .
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Demostracién. Sea M := sup,—; [(T'r,z)|. Como

17|l = sup sup [(T'z, 2},
Jzl=1 flall=1

estd claro que ||T'|| > M. Mostremos pues la otra desigualdad.
Se puede verificar que

(T(x+2),x+2)— (T(x—2),x — 2) =4Re(Tx, 2).
Usando la ley del paralelogramo tenemos entonces
4Re(Tx,z) < M|z + 2||* + Mz — 2||* = 2M ([J2|* + |[=]]*),

lo cual es vélido también para z = z.
Ahora bien, si z := Tx/||Tx||, entonces

Tx
Re(T.2) = Re <T:c, —> — | Tal,
17z

pero también si ||z|| = ||z]| = 1,

Re(Tz,z) <

M
< lzl® +1=1°) = M.

Con esto concluimos que ||T'|| < M. Queda pues mostrado que ||T']| = M.
[l

4.2. Operadores compactos

Sean X,Y ELNs de dimensién infinita, y sean {7,,}7°, C L*(X,Y) de
rango finito. Supongamos que 7,, — T'y que dim R(T,) — oo cuando n —
0o, para algun operador 7. Una pregunta natural es ver que propiedades
hereda T' del hecho de que dim R(T,) < oo para cada n. El concepto de
operador compacto surge de esta consideracion.

Definicién 4.2.1. Un operador en un ELN es compacto si envia todo con-
junto acotado a uno relativamente compacto (i.e. que la cerradura es com-
pacta).

El siguiente resultado nos muestra una alternativa para definir un opera-
dor compacto.
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Proposicién 4.2.2. Sean X yY ELNs, y T € L#(X,Y). Entonces, T es
compacto si y solo si para toda sucesion {x,}o>, C X tal que (Vn)||z,| <
M < oo, se tiene que {T'(x,)}22, tiene una subsucesion convergente en'Y .

Proposicion 4.2.3. Sean X y Y ELNs, y T : X — Y lineal y compacto,
entonces T es acotado.

Demostracién. Sino fuera acotado, existiria {z, }22; C X con ||z,| =1
para toda n, tal que ||T(x,)|| — oo cuando n — oo. Esto implicaria que
{T(z,)}52, no puede tener subsecuencia convergente. Observemos esto: si
fuera el caso, suponiendo que hay subsucesién {z,, }3>, con T'(z,,) — v
cuando k — oo resultaria que ||T'(z,, )| — [|y|| < co cuando k — oo. O

Note que puede existir operadores no-acotados de rango finito, los cuales,
de acuerdo a la Proposicién 4.2.3 no pueden ser compactos. Sin embargo

Proposicion 4.2.4. En un ELN X todo operador lineal acotado de rango
finito es compacto.

Demostracién. Si A C X es acotado, T(A) es acotado en R(T), luego
por el Teorema de Heine-Borel® es relativamente compacto. ]

Teorema 4.2.5. Sea X := (C[a,b], || - ||oo). Si k € C([a,b] X [a,b]), entonces
el operador

b
(T2)(t) = / k(s, )z (s)ds, = € X,
es compacto.

Demostracién. Sea A C X acotado, i.e. (IM < oo0)(Vz € A)||z]|e < M.
Asi
(Vo € A)(Vt € [a,b)|(Tz)(t)] < M(b—a) Itnz[ixb] k(s,t),
s,t€la,
por lo tanto T'(A) es acotado.
También, como k es uniformemente continuo en [a, b] X [a, b],

€

(Ve > 0)(35 > 0)(¥s € [a, ) ks, ) = k(s 2)] < =537

Un conjunto en un ELN de dimensién finita es compacto si y solo si es cerrado y
acotado.
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siempre y cuando [t; — ta| < d con t1,ty € [a,b].
Entonces,

|(Tx)ty — (Tx)ts| = |/ (k(s,t1) — k(s,t2))z(s)ds| < €

para toda z € Ay todos t1,t3 € [a,b] con [t; — t3] < J. Es decir, T'(A) es
equicontinuo (de hecho uniformemente equicontinuo), y por el Teorema de
Arzeld-Ascoli T'(A) es relativamente compacto. Concluimos que 7' es com-
pacto.
O
Los siguientes resultados ayudan en particular a ver que el conjunto de
operadores compactos forman un espacio de Banach.

Proposicion 4.2.6. Sean Ty y Ty dos operadores en ELNs.

i) Si Ty y Ty son compactos, también T} + Ty para todo escalar .

ii) St R(Ty) = D(11), y ademds uno es compacto y el otro acotado, entonces
T1 o Ty también es compacto.

Teorema 4.2.7. Sea X ELN yY espacio de Banach. Sea {T}}32, C L*(X,Y)
compactos tal que T, — T cuando k — oo. Entonces, T € L*(X,Y) es com-
pacto.

Demostracién. Sea {z,} C X acotado por M < oco. Por ser T compac-
to, hay I; C N infinito tal que {71(z,)}ner, converge en Y. Otra vez, como
Ty es compacto, hay I, C I; infinito tal que {T2(z,)}ner, converge en Y. Asi
sucesivamente, por induccion construimos [, kK = 1,2... con Ij1 C Iy y
tal que {Tk(xy) tner, converge en Y. Definase ny, el k—ésimo elemento de Ij;
obervemos que n;1; > ng. Asi pues, definimos 2, = z,, para k = 1,2,....
Luego, para cualquier k

IT(z:) = T(z)l < 1T(20) = Tezo)ll + 1Tk(2:) = Tr(z) | + 1Tk (25) — T(z5)l
< 2MIT =Tl + [T (2:) = Toe(2) -

Asi, para € > 0, existe N} tal que |7 — Ty|| < ;5 cuando & > N;. Note-

mos ademads que si 4,7 > Ny, entonces n,n; € Iy,. Como {1, (Tn)}nery,
converge, podemos tomar N, > N tal que
1T, (21) = Tiv, (25) || < €/2 para i,j = No

2T () = T(z)| < e parai,j > N.
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Lo anterior nos dice que {7(z,)}22, es de Cauchy, y por ser Y completo,
converge. Estamos pues diciendo que {T'(x,)}52, tiene una subsusecién con-
vergente, por lo tanto T es compacto. O]
Para el siguiente resultado usaremos lo siguiente:

i) Consideramos (G, F, u) un espamo con medlda y L*(@G) el espacio de Hil-
bert con producto interno (f, g) fG p(ds) y con una base nume-
rable de funciones real Valuadas

ii) El espacio ly := {(a,)%2; : a, € K, Y07 |a,|* < oo} es de Hilbert con el
producto interno Yo | a,b,. Notemos que l; = L*(G) con G = N, F = P(G)
y 1 la medida del conteo. En particular la desigualdad de Cauchy-Schwarz

establece que
(o] 2 o0 o0
S < (Siaf) (Smr)
n=1 n=1 n=1

Teorema 4.2.8. Sea (G, F, 1) un espacio con medida. En L*(G) considera-
mos el operador

(Tz)(t) :== /Gk(s,t)a:(s)u(ds), r € L*(Q).

Si k estd en el espacio L*(G x G), entonces T : L*(G) — L*(G) es compacto.

Demostracién. Sea {e,}>2, base ortonormal de L?*(G) y definamos
amn = (Tem,e,). Para toda x € L*(G) x = Y o (x,e,)e, y como Tx €
L(@),

T(x) = i Tx, e,)en i i (x,em)Tem, en)en
n=1 n=1 m=1
= ZZ«L €m Temaen>
n=1 m=1

Asi los operadores

son de rango finito y acotados, luego compactos. Por otro lado,

Tr — Tyx = f: iamn(a:,em)e

n=k+1m=1
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Por la identidad de Parseval en L?(G) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en [, se tiene que

. 2

1Tz — Tzl = >

n=k+1

Z |<x7€m>|2 Z (Z |amn’2>

= > Y b,

n=k+1

Z i (T, € )

m=1

IA

donde b, = 377 |amn|?, n = 1,2,.... Defina ki(s) := k(s,t), entonces

m=1
usando el Teorema de Fubini tenemos que

Ik|? = / / k(s £) Ppa(ds)(dt) = / kel Pra(de) = / S ke ) P

-/
= Y [ e Putdn = 3 |1 Ten?

/G u(r)em(r)u(dr)

(dt) = / S |Ten)(8)Puld)

; 0o 0o o0 9]
= 22 [Temen =3 3 lamal* =3 b
m=1n=1 n=1 m=1 n=1

por lo que Z;O:Hl b, — 0 cuando k — oo. Por lo tanto
IT —Tkl| — 0, k — oo,

y por el teorema anterior T' es compacto. O
Estudiemos ahora el adjunto.

Teorema 4.2.9. (Teorema de Schauder) Sean X y Y espacios de Ba-
nach, y T lineal. Entonces, T es compacto si y solo si T* es compacto.

Demostracién. (=) Sea {g,}>°, C Y* arbitraria con ||g,|| < M < oo
para toda n. Usando el Teorema de Alaoglu (tomando un punto limite del

conjunto compacto), existe {f,}22, C {gn}o>, vy f € Y™ tal que f, KN
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f cuando n — oo. Sea K = T (Bl(O)), el cual es compacto por ser T

compacto. Probemos ahora que el conjunto { f,, | } de funciones en (C(K), ||e
|so) (con la norma dado por el supremo sobre K, i.e. || f|loo = sup,cr [ f(y)])
es equicontinuo y acotado. Para ver que es acotado, notemos que

(Vn) (Ve € B1(0))|fo(T(2))| < M|TY|,
por lo que también
(Vn)(Vy € K)|fu(y)] < M|[T].

Para ver que es equicontinuo, fijemos 0 < o« < M tal que (Vn)sup || f.| < a.
Ahora, sean y' € K y € > 0 arbitrarios. Asi, tenemos que para toda n

(Y € K Boal)) 1uls)) = )] < I5ulllf = vl <.

Notemos que K () Be/o(y'), que depende de € y ¢/, funge como un conjunto
abierto en la topologia relativa de K.

Por el Teorema de Arzela-Ascoli, {f, |k} es un conjunto relativamente
compacto en (C(K), || ®|/) , entonces existe {h, }>2; C {f,}22, convergente,
y cuyo limite tiene que ser f (el mismo que en la convergencia w*). Por lo
tanto

(Ve > 0)3BN) (T (hn) = T*(N))I]
= sup |[(hnoT)(x) — (foT)(x)|

z€B1(0)

< sup |hn(y) — f(y)]

yeK
= ||hn — fllo < € paran > N.

. T™ es compacto.

(<) Sea {z,}2°, C X acotada, y defina {eval,, }5°, C X**; como
|leval,, || = ||z.| para cada n, la sucesién {eval,, }>°, es también acotada.
Por la primer parte del teorema, 7** es compacto, entonces {T**(eval,, ) }>2,
tiene subsucesién convergente {7 (evaly, )}32,, en particular esta sucesién
es de Cauchy. Recordando la demostracion del Teorema 4.1.3, |7 (eval,.)|| =
|T(x)| para toda x € X, entonces {T(z,,)}3>; C Y es también de Cauchy,

la cual es convergente porque Y es completo, por lo tanto T es compacto.
]
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Ahora tenemos resultados sobre un operador de la forma T — A/, lo cual
permitird analizar el espectro de T'. Como %T también es compacto cuando
A # 0, sin perdida de generalidad podemos trabajar con 7' — 1.

Proposiciéon 4.2.10. Sea X espacio de Banach, T : X — X lineal y com-
pacto. Entonces dim(N(T — 1)) < oo.

Demostracién. Como T'—1I es operador acotado, Z := N(T'—1I) es subes-
pacio cerrado, luego es espacio de Banach. Resulta entonces que T': Z — X
es también compacto. Veamos que R(T) = Z y de hecho T': Z — Z es la
identidad. En efecto, siw € Z, (T — INw = 0, o sea que T(w) = w. Por com-
pacidad de T', si tomamos B;(0) C Z, entonces T' (B;(0)) es compacto, pero
este conjunto coincide con By(0), y para que este sea compacto se necesita
que dimZ < oo. O]

Proposicién 4.2.11. Sea X de Banach de dimension infinita. SiT € L*(X)
es compacto, T no es invertible, por lo que 0 € o(T).

Demostracion. Primero notemos que T es operador cerrado por ser
continuo. Si T fuera invertible entonces seria sobreyectivo, y por el Teorema
de la funcién abierta, T serfa abierto. Entonces T'(B;(0)) C X es conjunto
abierto que contine a 0, por lo que existe € > 0 tal que B.(0) C T(B1(0)).
Pero por compacidad de T, T'(B;(0)) serfa compacto, por lo que B.(0) serfa
también compacto. Pero esto solo ocurriria si X es de dimension finita, lo
cual no es posible. O

El siguiente resultado serd de ayuda en la siguiente seccion.

Proposicién 4.2.12. Sea X de Banach y T € L*(X) compacto. Entonces,
para A # 0, R(T — \I) es cerrado.

Demostracién. Sabemos que dim(N(T — AI)) < oco. Asi, hay espacio
lineal Z cerrado tal que X = N(T'— A\I) & Z, y notemos que R(T — \[) =
(T'— M) Z. Afirmamos que

(Je > 0)|[(T" — AI)z|| > €|z|| para todo z € Z. (4.1)
Si fuera falso, hay {z,}°°, C Z con ||z,|| = 1y tal que (T'—AI)z, — 0. Como

T es compacto, existe {z,, }72; C {z,}02, v © € X tal que T'(2,,) — =,k —
oo. También por la continuidad de T'— I, x = limy_,o T (25, ) = Mmoo A2y,
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2 lz|l > 0, porque cada z,, tiene norma 1. Ademds, x € Z por ser Z cerrado,
y también
(T'— M)z =X lim (T — Xl)z,, =0.
k—o00
Asi, x € N(T — M), sin embargo N(T — A\I)( Z = {0}, por lo que z = 0, lo
cual es una contradicciéon. Entonces la afirmacién (4.1) se cumple.

Con esto, tomemos {x,}>° C R(T — AI) sucesién de Cauchy. Ahora to-
memos z, € Z tal que (T' — \)z, = x,. Por la propiedad (4.1), {z,}>2,
también es de Cauchy, por lo que existe z € Z con z, — z, n — oco. Como
T — A\ es continua,

(T'— M)z = lim (T — X))z, = lim z,,
n—oo n—oo

por lo tanto R(T — AI) es cerrado. O

Sabemos que el limite de operadores compactos es compacto, y que los
operadores lineales acotados de rango finito son compactos. Concluimos esta
seccion observando que, bajo ciertas condiciones, un operador compacto es
el limite de operadores de rango finito.

Recordemos que {ax} es una base de Schauder para un espacio lineal
Y cuando para todo y € Y existen unicos escalares \i(y) tales que y =
Y rey Mk(y)ag. Se puede verificar que A,: Y — K son funcionales lineales
acotadas.

Lema 4.2.13. Sean X yY ELNs. Sea {T,}°, C L*(X,Y) acotado y K C X
subcongunto compacto. Si (Vo € K)lim, .o T,(z) = 0, entonces la conver-
gencia es uniforme, i.e.

sup [| T, (z)]| = 0 cuando n — oc.
zeK

Demostracion. Supongamos que no es uniforme, entonces existe € > 0
y una secuencia de nimeros enteros n; y vectores z,, (i = 1,2,...) tales que
| Ty, (z0,)]] = € para i = 1,2,.... Como K es compacto, podemos considerar
{xp, }32, convergente a un punto x € K. Sin embargo, para cada i tenemos
que

1T (@) = [T, ()

| - HTnz(£C> - Tnz('rnz)

> €— HTnz

|3j — Tnp;

oo im0 |15, (2)]] > €, o cual contradice la hipotesis. O
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Teorema 4.2.14. (Teorema de Schauder) Sean X y Y espacios de Ba-
nach. Si'Y tiene una base de Shauder, entonces todo operador compacto en
LX(X,Y) es el limite de operadores con rango finito.

Demostracién. Sea T' € L*(X,Y) compacto y sea {ax}?2; una bases
de Shauder de Y, i.e. (Vy € Y')(3 tnicos escalares A\, (y)) ¥ = > ooy Me(y)as,
y tales mapeos A\x(e), k = 1,2,... son funcionales lineales acotadas. Defina
P,:Y —Y como

Pu(y) == > Mly)an.

Notemos que I — P, es lineal y se cumple lim,, ,..(I — P,)(y) = 0 para cada

y € K, donde K :=T(B(0)). Como K es compacto y ||P, o T|| < ||T|, por
el lema anterior la convergencia es uniformemente en K. Por lo tanto

sup ||({ — P,) oT(x)|| = 0 cuando n — oo.

z€B1(0)
Esto nos dice que [|T'|| = lim,, o || P, o T||, y obervamos que {F,, o T}, es
una sucesion de operadores lineales de rango finito. O]

4.3. La alternativa de Fredholm

Definicién 4.3.1. Sea X un ELN sobre Cy T € L#(X). Se dice que A € C es
un eigenvalor de T si N(T'— \I) # {0}, con multiplicidad n = dimN (T —
AI).Y el conjunto N(T' — AI) son los eigenvectores correspondientes a .

Teorema 4.3.2. Sea X de Banach, T € L*(X) compacto. Entonces, para
A # 0, X es eigenvalor si y solo si T'— NI no es sobreyectiva.

Demostracién. (=) Sea \ eigenvalor de T', y supongamos que R(T —
M) = X. Definase X, = N((T — M)*), que es cerrado y cumple con
Xp—1 C Xi, k > 1. Sea x; € X; — {0}, y usando la sobreyectividad defi-
namos inductivamente xy tal que (T — Al )xy = zx_1, k > 2. Vemos que
xp € X} pues

(T — AN ra = (T =AD" oy =...= (T — M)z, =0,

sin embargo, por el mismo argumento z, & Xj_1 puesto que (T — X\ )* 1z, =
T 7& 0.
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Por Lema de Riesz hay y € Xy, con ||yx|| = 1 tal que dist(yg, Xx—1) > 1/2.
Asi, para k < j, veamos que

1T () — T = s + (T — Ay — ()| > 2.

2
Primero se tiene que Ay; € X, y por otro lado (T"— M) (y;) — T'(yx) € X;—1.
En efecto, (T'— M )7=YT — X )y; = 0, y adicionalmente (7" — A\ )y, = 0,
entonces (T — AT (y) = AN(T—\I)F1y,.. Dado que k—1 < j—1, tenemos
pues que (T — M) 7'T(y) = 0.

Esto nos dice que {T'(yx)}32; no tiene subsucesion convergente, contradi-
ciendo que T' es compacto, por lo tanto R(T — A\I) # X.

(<) Supongamos que A no es eigenvalor, entonces N (T — AI) = {0}. Asi,
R((T — XI)*)* = {0} (por el Lema 4.1.7), o sea que R((T — A\ )*)*+ = X~
Sabemos también por el Teorema de Shauder que 7™ es compacto, entonces
R(T — AI)*) = R((T* — M) es cerrado por la Proposicién 4.2.12, por lo
que R((T'— A\I)*) = X* (recuerde el Teorema 1.3.21). Luego, aplicando la
primera parte de este teorema, vemos que A no es eigenvalor de T%. Entonces,
N(T* — M) = {0}, o sea R(T — XI)* = {0}, o también R(T — \)*+ =
X. Nuevamente, como T es compacto, R(T — M) es cerrado; por lo que
R(T — M) = X, contradiciendo que 7" — AI no es sobreyectiva. Por lo tanto
A es eigenvalor de T [

El teorema anterior también dice, T'— Al no es inyectiva < T'— A\ no es
sobre sobreyectiva, o también, es inyectiva < sobreyectiva.

Definicién 4.3.3. Sea X ELN. El espectro de un operador 7' € L£*(X) es el
conjunto o(7T') C C tal que (VA € o(T)) T — Al no tiene inversa acotada en
todo X.

Asi, X estd en el espectro si
i) A eigenvalor de T
i) R(T — M) # X 6
iii) T'— A es inyectiva pero (T — AI)~! no es acotada.

Teorema 4.3.4. Sea X espacio de Banach yT € L*(X) compacto. Entonces,
i) todo elemento de o(T') — {0} es eigenvalor, y
i) o(T) no se acumula en ninguna parte de C — {0}.

Demostracidn. i) sea A € o(T) — {0}. Supongase que A no es eigenva-
lor de T'. Entonces, N(T'— A\I) = {0}; por el teorema anterior 7" — AI es



82 CAPITULO 4. TEORIA DE OPERADORES

sobreyectiva, por lo tanto invertible. Por el Teorema de la funcién abierta,
(T — X)7! es acotada, luego A & o(T), lo cual es una contradiccién, por lo
tanto \ es eigenvalor de T'.

ii) Supongamos que {\;}32, C o(7T) distintos y tales que |\;| > € > 0.
Usando i), tomemos z; € N(T — ;1) — {0}, luego, los z;’s son linealmente
independientes. Se puede usar el siguiente tipo de argumento.

axy + bry = 0 = T(axy + bxry) = aljxy + bhazs = 0= A = Ao

Sea pues X, := (x1,...,x,). Por el Lema de Riesz, existe y, € X,, con
llyn|| = 1 y tal que dist(yn, X,—1) > 1/2. Observemos que

n n n n—1
T(yn)_/\nyn = Z ajT(Ij)_Z )‘nO‘jfL‘j = Z(/\j_)‘n)ajxj = Z(Aj_)‘n)ajmﬁ
j=1 j=1 j=1 j=1
lo cual estd en X,,_;. Asi, si m < n se tiene que
An| _ €
1T (W) = T W)l = Aayn — At — T(yn)) + T(ym)ll > 9 > 9

pues —(Au¥n — T'(Yn)) + T (ym) € X,—1. Pero esto contradice la compacidad
de T, por lo tanto, a lo mds un nimero finito de los {|\;[}32; son mayores a
€. [l

De lo anterior, ocurre que A € o(T) 6 A € o(T), por lo tanto tenemos el

Teorema 4.3.5. (de la alternativa de Fredholm) Sea X espacio de
Banach yT € L(X) compacto. Si X\ € C—{0} entonces una de las siguientes
es cierta:

i) Para todo y € X, existe un unico x € X tal que T'(x) — Az = y.

ii) Existe v € X — {0} tal que T'(z) — Az = 0.

4.4. Un teorema espectral

El lo sucesivo X es espacio con producto interno.
Algunas propiedades de eigenvalores de operadores simétricos son las si-
guientes; su demostracion queda como ejercicio.

Lema 4.4.1. Sea T € L(X) simétrico, entonces

i) Todos los eigenvalores de T son reales.

ii) Figenvectores de diferentes eigenvalores son ortogonales.
iii) (T'(z),z) es real para dodo x € X.
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Teorema 4.4.2. Sea T € L(X) compacto y simétrico. Entonces al menos
uno de los 2 valores {||T||, —||T||} es eigenvalor de T.

Demostracién. Asumamos que 7" # 0. Sabemos del Teorema 4.1.11 que

IT|| = sup [(T(x), ).

flzf|=1

Tomemos {z,} C X con ||z, = 1 tal que lim, o (T(x),z,)| = ||T].

Como T es compacto, existe {z;}32, C {z,}22, tal que T'(zx) — y # 0

cuando k — oo. Del lema anterior (T'z, x) es real para todo z € X, por lo

que podemos tomar dicha sucesién tal que A := (T'(xy), xx) — ||T|| 6 —||T||-
Asi, cuando k — o0,

0 < ||Txk — /\IkH2 = <Tl’k — )\.%k, TLL’k - /\l’k>
= (Tay, Txy) — 2MTxy, v1) + N
= lyll* =227 + A" = [lylf* — A

Por otro lado,
lyll = lim [IT24] < |71 = |3

Entonces limy_,o ||Tzr — Az || = 0, luego
ly = Azi|l < lly = Tawll + [ Twr — Azil] = 0,
cuando k — oo. O sea que limy_,o, Az = ¥y, por lo tanto
)= i T0m) = Jin =y
Como y # 0, podemos concluir que al menos uno de {||T||, —||T"||} es eigen-
valor. O

Teorema 4.4.3. (Teorema de descomposicion espectral) Sea T €
L(X) compacto y simétrico. Entonces, existen un conjunto {\;} C R a lo
mas numerable de eigenvalores de T" repetidos de acuerdo a multiplicidades
y tal que

T(zx) = Z Ak, ex)eg

para todo © € X, donde {ex} forma un conjunto ortonormal. Ademds, si la
coleccion de eigenvalores es infinito entonces A\, — 0 cuando n — oo.
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Demostracion. Suponemos que 7' # 0, de lo contrario es trivial. Sea
X; = X. Del teorema anterior tomemos A\; = £||T'|| y un eigenvector e; € X;
para A\; con |le;]| = 1. Ahora sea X = {e;}* C X;. Para x € X,, se tiene
(T(x),e1) = (x,T(e1)) = (x, \e1) = 0. Entonces T'(X3) C X,.

Consideremos la restriccion T'|x, : Xo — Xs. Asi, T es compacto y simétri-
co, X5 es un espacio lineal con producto interno, y || T|x, || < ||| Si
T|x, # 0, otra vez usando el teorema anterior, hay es € Xy y Ay tales
que

T(e2) = Maea, lleall = 1, [Aof = [ Tlx, [| < [M] v e2Len.

Continuando con este proceso, formamos |A;| > (Ao > ... > [N\, > 0
y {e1,...e,} ortonormal con T'(ey) = Mger para k = 1,...,n. Se define

XnJrl = {61, ce GH}L.
Puede suceder que T'|x,., = 0. En este caso, el rango de T es R(T) =
({e1,...,en}). En efecto, sea x € X. Entonces

n

T — Z(:c, exyer L {e1, ... ent,

k=1

por lo que = — > 7 (x, ex)ep € X4, v se tendria pues que

n

T(x) = Z(x, er)T(ey) = Z A {x, ep)eg.
k=1

k=1

Puede suceder que el proceso siga sin parar, pero por el Teorema 4.3.4
forzosamente A\, — 0 cuando k — oo.

Sea x € X. Definamos y, = x — Y ,_,(z, ex)e,. Como (yn,ex) =0, k =
1,...,n,setiene y, € X411y

20 = llyn + Y (2, endenll® = llyal® + D e en)® = llyall.

k=1 k=1

Por esto y por el hecho que A\,11 = %[ T|x,, ||
1T ()|l = 1T X000 ()| < [Ansalllz]] = 0, 0 — oc.

Finalmente, como T'(y,) = T'(x) — > _; \e(x, ex)ex se concluye que

T(x) = nhl&; Ai{x, eg)ek.
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Ejemplo 4.4.4. Consideremos el espacio de funciones Ls[0, 1] real valuadas
y {€,}2, una base ortonormal de este. Podemos intentar verificar que el
siguiente operador es compacto y simétrico,

[Tf(t) = Zanen(t)/o f(s)en(s)ds, t € ]0,1], (4.2)

para todo f € Ls[0,1], y donde {a,,}?°; C R.

Si asi resulta, se puede ver que el conjunto {(e,, o)}, corresponden a
los eigenvectores y eigenvalores de T'. ; Qué condiciones necesitamos pedir al
conjunto de a’s para que esto sea asi?
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Apéndice A

Herramientas (Generales

A.1. Espacios topoldgicos

Definicién A.1.1. Un espacio métrico es el par (X,d) donde X es no
vacioy d : X x X — R cumple para todos x,y,z € X

i) d(z,y) <0,

i) d(z,y) <d(x,z)+d(zv),

iii) d(z,y) =0z =y.

Definicién A.1.2. Una topologia es un conjunto X es una coleccion 7 de
subconjuntos de X tal que

)0, X er

ii) toda unién arbitraria de elementos de 7 esta en T,

iii) toda interseccién finita de elementos de 7 estd en 7.

A un elemento de 7 se le llama abierto. Si A es abierto, A¢ se le llama
cerrado.

En un espacio métrico definimos la bola cerrada con centro en a y radio
r como B,[a] == {x € X : d(a,z) < r}, y la bola abierta B,(a) := {z €
X : d(a,x) < r}. El primer conjunto es cerrado, pero puede ocurrir que

B,[a] # B,(a), en cuyo caso B,(a) C B,[a] estrictamente.

Definicién A.1.3. Una topologia 7 es metrizable si proviene de una métri-
ca. Es decir, si cualquier abierto es abierto usando la métrica, en simbolos:
Aersi(Vee A)(Je>0){y: d(z,y) <e} C A

Definicién A.1.4. Una topologia es de Hausdorff si (Vxy, 25 € X diferentes )(3U;,Us €
T) con rp € Ul, To € UQ, y UlmUQ :@

87
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Proposicion A.1.5. Si una topologia es metrizable, entonces es de Haus-

dorff.

Proposicion A.1.6. En cualquier topologia de X,

i) 0, X son también cerrados,

ii) toda union finita de cerrados es cerrado,

iii) toda interseccion arbitraria de cerrados es cerrado.

Definicién A.1.7. i) La cerradura de un conjunto A, denotado A, es la
interseccién de todos los cerrados que contienen a A.

ii) El interior de un conjunto A, denotado int(A), es la unién de todos los
abiertos contenidos en A.

iii) Un punto z € X es punto limite(punto de acumulacién) de A, si
todo abierto que contiene a x intersecta a A — {z}. Un punto aislado de A
es aquel que estd en A pero no es punto limite.

Proposicion A.1.8. Un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus
puntos de acumulacion.

Definicién A.1.9. En un espacio topolégico X. Un conjunto A de X es
denso en ningun lado si int(A) = (). El conjunto es denso si A = X. El
espacio X es separable si tiene un subconjunto denso y separable.

Proposicion A.1.10. Se tiene:

i) A es denso < todo abierto no vacio intersecta a A < A° no contiene
ningun abierto no vacio.

i) A es nunca denso < A no contiene ningin abierto no vacio < A° es

denso < todo abierto no vacio contiene un abierto no vacio contenido en
Ac.

Proposicion A.1.11. Una union finita de nunca densos es nunca denso.

Demostracién. Sean A, B nunca densos. Sea G # () abierto. Asf
JG, C G abierto no vacio contenido en A€,y

dG5 C G abierto no vacio contenido en B€.
Luego, G2 C G esta contenido en (A|J B)¢ .. A|J B es denso. O

Definicién A.1.12. i) La topologia inducida (heredada ¢ relativa) de
un subconjunto Y C X es v := {GY : G € 7}.

ii) Una topologia 7 es més fina que otra 7o, si todo elemento de 7, esta en
T1-
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iii) Una base para la topologia 7 es un familia § se subconjuntos de X tal
que todo elemento de 7 se puede contruir con la unién de elementos de .
iv) Una subbase es (5, tal que la interseccién finita de elementos de fy forma
una base, i.e. f={(\_, Bi: B; € B}

Definicién A.1.13. En un espacio métrico una sucesion {z,,n =1,2,...}:
i) es de Cauchy si (Ve > 0)(IN)(Vn,m > N)d(zp, x,) < €
ii) converge a x si (Ve > 0)(3IN)(Vn > N)d(x,x,) < €.

Se puede mostrar que si una sucesién converge entonces es de Cauchy. Un
espacio métrico es completo si toda sucesiéon de Cauchy converge a algin
elemento en X.

Definicién A.1.14. El diametro de un conjunto A en un espacio métrico se
define como diam(A) := sup{d(z,y) : z,y € A}.

Teorema A.1.15. (de Cantor de conjuntos anidados) Sea (X,d) un
espacio métrico completo y {F,,n = 1,2,...} una sucesion decreciente de
conjuntos no vacios tal que diam(F,) — 0,n — oco. Entonces(\,—, F,, = {z}.

Definicién A.1.16. Un conjunto es de primera categoria si se puede
expresar como la union contable de conjuntos nunca densos. Un conjunto es
de segunda categoria si no es de primera categoria.

A.2. Compacidad y continuidad

Definicién A.2.1. Sean (X;,d;) v (X, dy) espacios métricos.
i) Una funcién f: X; — X, es continua en a € X7, si

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € X3)di(z,a) < 6 = do( f(2), f(a)) <.

ii) f es continua si lo es todo a € X;.
iii) f es uniformementes continua en X; si

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € Xq)di(z,y) < 6 = do(f(2), f(y)) <.
iv) f es una isometria si dy(z,y) = do(f(z), f(y)) para todo z,y € Xj.

Definicién A.2.2. Sean (X1, 71) y (X2, 72) espacios topolégicos.
i) f: X, — X, es continua si (VG € ) f1(G) € 71.

ii) f es abierta si (VG € 1) f(G) € 7o.

iii) f es un homomeorfismo si es biyectiva, abierta y continua.
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Definicién A.2.3. Sea (X, 7) un espacion topolégico.

i) Un conjunto A C X es compacto si toda cubierta abierta de A contiene
una subcubierta finita.

ii) A es secuencialmente compacto si toda sucesion en A tiene una sub-
sucesion convergente.

iii) A es relativamente compacto si su cerradura es compacto.

Teorema A.2.4. Si A es compacto y f es continua, entonces f(A) es com-
pacto.

Teorema A.2.5. Sean X y Y espacios métricos. Sea f : X — Y continua
y X compacto. Entonces f es uniformemente continua.

Definicién A.2.6. Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado si
(Ve > 0)(3zy, ...,z € X)X = U, Be(x:).

Teorema A.2.7. Un espacio métrico es compacto < es secuencialmente
compacto < es completo y totalmente acotado.

A.3. Espacios productos

Definicién A.3.1. Sea I un conjunto de indices y {(X,, 7o), o € I} espacios
topoldgicos.
i) Definimos el espacio producto como

HaEIXa = {(xa)ael 1Ty € Xa} .

ii) La proyeccién P3 : I, X, — Xpg con 5 € I es tal que Ps(z) = 3 para
toda x € I, e X,

iii) La topologia producto es la més débil (menos fina, mas burda) en el
espacio producto que hace continua todas las proyecciones.

Si X, = X para toda o € I, entonces el espacio producto se puede ver
como el conjunto de funciones de I a X.

Teorema A.3.2. (de Tychonoff) Si los espacios X, son compactos para
toda o € I, entonces el espacio producto con la topologia producto es com-
pacto.

Definicién A.3.3. Sea X cualquier espacio y Y espacio topoldgico. Con-
sidere F C Y := {funciones de X en Y}. La topologia débil de X con
respecto a F es la mas débil que hace continua a las funciones en F.
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A.4. Teoria de la medida

Definicién A.4.1. Sea X un conjunto arbitrario.

i) El conjunto potencia de X es P(X):={A: AC X}.

ii) Una o—algebra de conjuntos de X es una coleccién Q2 C P(X) tal que
X € Q y Q es cerrado bajo complementos y uniones contables.

iii) Un par (X, Q), con ©Q o—algebra de X, se llama un espacio medible.
iv) Una o—algebra generada por una colecciéon F C P(X) es la més pequena
que contiene a F (con menos elementos).

v) Si 7 es una topologia en X, la o—algebra de Borel es la generada por 7.

Definicién A.4.2. Sea X espacio medible y Y espacio topoldgico. Una fun-
cién f: X =Y es medible si (VU € 7v)f~1(U) C Qx.

Nota A.4.3. Las operaciones f + g, fg, | f], sup f,, lim f,, conservan medi-
bilidad.

Definiciéon A.4.4. f: X — R es simple si f(X) es finito.

Asi, f:=3"" | a;xa, es medible si los 4;’s son medibles (x4 es la funcién
indicadora de A). De hecho una funcién simple siempre se puede expresar de
esta forma con los A;’s ajenos.

Definicién A.4.5. i) Una funcién p : Q@ — [0, 0o es una medida si p(lJ;>, 4;) =
Yoo m(A;) para Ay, A, ... ajenos.

ii) Un espacio con medida es (X, Q, u); y es o—finito si se puede escribir

X =z, X, con pu(X,) < oco.

Definicién A.4.6. i) La integral de funciones simples f es [ > a;xa,dp =
> aip(A;) con los A;'s ajenos.
ii) La integral de una funcién medible no negativa f es

/fd,u ‘= sup /gdu.
f>g simples

iii) Integral de una funcién medible f es [ fdu := [ ftdu — [ f~dp donde
"= max(f,0) y f~ = (—f)*.

iv) f es integrable si [ |f|du < oo, y el espacio L1 (X, 2, u) es el conjunto de

funciones integrables.

Como parte de la definicién tenemos fE fdp = [ fxedu.
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Proposicién A.4.7. La integral indefinida v(E) := [ fdu es una medida
si [ es no negativa.

Teorema A.4.8. (de convergencia mondtona de Lebesgue) Sea f1, fa, . ..
una sucesion creciente de funciones medible no negativas tal que convergen
a f puntualmente. Entonces [ fdp =lm, oo [ fodp.

Lema A.4.9. (de Fatou) Para cualquier sucesion de funciones medibles no

negativas f, se tiene [lminf f,dp < lUminf [ f,du.

Teorema A.4.10. (de convergencia dominada) Sean fi, fa, ... un suce-
sion de funciones medibles que convegen puntualmente a f, y para las cuales
|fnl < g con g integrable. Entonces [ fdp =lm, oo [ fodp.

Definicién A.4.11. Sean p y v dos medidas, se dice que v es absolutamentes
continua con respecto a p, denotado v < p, si u(E) =0= v(E) = 0.

Teorema A.4.12. (de Radon-Nykodym) Sean p y v medidas o— finitas y
supongase que v <K . Entonces existe f > 0 medible, denotada fl—: y llamada

la derivada de Radon-Nykodym, tal que v(E) = [ fdpu.
Definicién A.4.13. El espacio L,(X,Q,pu) es {f : |f|P € L1}/ ~, donde
f~gen{z: f(z) #g(x)}) = 0.

Se sabe que L, es un espacio lineal normado cuando 1 < p < oo, con

1 .
norma | fl|, :== ([ |f[P) /? cuando 1 < p <00, ¥ |[fllo :==mf{M : f <
M para casi todo punto}. Para casi todo punto significa que no se cumple
para un conjunto de medida cero.

Teorema A.4.14. (de Riesz-Fisher) Para 1l <p < oo, L, es completo.

Teorema A.4.15. (de representacion de Riesz) Sea F : L, — R una
funcional lineal acotada. Si 1 < p < oo, entonces existe f € L, (donde

Ly L=1) tal que (Vg € L,)F(g) = [ fgdp y | F[| = I /],

A.5. Teorema de Arzela-Ascoli

Definicién A.5.1. Sea K un conjunto topolégico y S un subconjunto de las
funciones continuas en K, i.e. S C C(K). Se dice que S es equicontinuo si

(Vo € K)(Ve > 0)(3U(x,e) C K)|f(z) — f(y)| <e
para toda f € Sy today € U(z),€).
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Teorema A.5.2 (Arzela-Ascoli). Sea K un conjunto compacto y de Haus-
dorff, y sea S C C(K). Entonces S es relativamente compacto si y solo si S
es acotado y equicontinuo

Demostracién. (=) Sea M tal que (Vf € S) ||f|lc < M. Por ser S
compacto existe F' = {f1,..., f,} C Stalque (Vf € S)3fi € F)||f — fillw <
€/3. Ast, || flloo S If = filloo + [ filloo < €/3 4 M, por lo tanto S es acotado.

(Equicontinuidad) Para x € K y € > 0 arbitrarios, sea U;(x,¢€) tal que

(Vy € Ui(z, e)| filz) — fily)| < €/3,i=1,...,n.
Luego, siy € U(z,€) = (., Ui(x, €), entonces

(Vf e S)3fi € F)f(x) = fy)l = [f(x) = £fi(z) + fily) = fy)] <,

por lo tanto S es equicontinua.
(<) Sea € > 0 fijo. Por ser S equicontinua y K compacto, existen
U(x;,€),i=1,...,n que cubren K, y son tales que

(Vf € S)(vy € Uz, e))|f(x:) — f(y)| < ¢/3.

Como S es acotado, el conjunto {(f(x1),...,f(z,)) : f € S} es acotado
en C" (y su cerradura es un compacto por Heine-Borel), por lo que existe

F={f,..., fm} C S tal que

(Vf e S)3f € P)(f(21),. - flwn)) = (Fe(mr), - frlwn))| <€/3. (%)

Asi, para x € K arbitrario, x € U(z;,€) para algin j = 1,...,n, y para
cualquier f € S hay f, € F con la propiedad (x), por lo que

[f (@) = fr(@)] < [f(2) £+ f(2;) £+ fr(z;) = fr(z)] <e

Se sigue que (Vf € S)(3f, € F) [|f — frlloo <€ por lo tanto S es totalmente
acotado, luego relativamente compacto. ]
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