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Parte 1: PROBABILIDAD

1 Espacios de medida

Contenido: Espacios medibles, conjuntos de Borel, medidas, el teorema
de extension de Carathéodory.

Un espacio de medida es una terna (2, F, 1) cuyas componentes definimos
en esta seccion.

Definicién 1.1. Sea €2 un conjunto no vacio y F una familia de subconjuntos
de €. Decimos que ¥ es una o—algebra si:

(a) Qe
(b) si A € F, entonces A° € F,
(c) si{Ay, Ag,...} es una sucesion de conjuntos en F, entonces UA,, € .

Equivalentemente, F es una o-algebra de subconjuntos de 2 si, en la
Definicién 1.1, se cumple la condicion (b) pero las condiciones (a) y (c) se
sustituyen por las respectivas condiciones de la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.2. F es una o-algebra de subconjuntos de €2 ssi
(a) 9 €7,

(b) Si A € F, entonces A° € T,

(c) Si A, es una sucesion en JF, entonces [ 4, € F.

Definicién 1.3. Si F es una o—élgebra de €2, se dice que el par (2, F) es un
espacio medible. Si A es un conjunto en &, decimos que A es F—medible
(o medible con respecto a F).

Terminologia de probabilidad. Si (€2, F) es un espacio medible, en proba-
bilidad se dice que 2 es el espacio muestral o evento seguro, y que &
es una familia de eventos. A un conjunto A € F se le llama evento. Al
conjunto vacio ¢ € J se le llama evento imposible.



Ejemplo 1.4. (a) A la familia {Q, ¢} se le llama la o—dalgebra trivial, y es
la “minima” o—algebra de €.

(b) La o—élgebra que consiste de todos los subconjuntos de €2 se llama
el conjunto potencia de ) y se denota por 2. Esta es la “méxima” o
algebra de €. (El nombre conjunto potencia se debe a que si ) consiste de
n elementos, digamos Q = {wy,ws,...,w,}, entonces tiene 2" subconjuntos.
Vea el Ejemplo 2.8).

(c) Si {F;,i € I} es una familia de o—dlgebras de €, entonces la inter-
seccién NF; también es una o—-algebra. (Nota. En general, la unién UF; no
es una o—algebra porque la condicién (c) en 1.1 no se cumple.) Recuerde que
Nie; Ti={ACQ: (Viel)Aec T}

(d) Sea A una familia arbitraria de subconjuntos de Q, y sea oc{A} la
interseccién de todas las o—algebras de 2 que contienen a A. Entonces, por
(c), c{A} es una o—élgebra y, de hecho, es la minima o—algebra que contiene
a A; es decir, si F es cualquier o—dalgebra de ) que contiene a A, entonces
o{A} € F. A o{A} se le llama la o—algebra generada por A. Por
ejemplo, supéngase que A consiste de un tnico conjunto B C (2, es decir,

A = {B}. Entonces c{A} ={B, B Q,¢}. O
Un caso especial muy importante del Ejemplo 1.4(d) es el siguiente.

Definicién 1.5. Sea 2 = R y sea A la familia de todos los intervalos abiertos
(a,b) € R. Entonces la o-dlgebra o{A} generada por A se llama la o—

algebra de Borel de R y se denota por B(R). Si B € B(R) se dice que B
es un conjunto de Borel de R.

Un conjunto abierto en R se puede expresar como una unién numerable de
intervalos abiertos. Por lo tanto, por las Definiciones 1.5 y 1.1(c), cualquier
conjunto abierto en R es un conjunto de Borel. Luego, por 1.1(b), también
cualquier conjunto cerrado en IR es un conjunto de Borel. Asimismo, los
intervalos de la forma (a,b] o [a,b) son conjuntos de Borel. Por ejemplo,

(a,b] = (—00,b] N (a,00) € B(R).

La Definicién 1.5 se puede extender al caso “vectorial” 2 = R" como
sigue. Sia = (ay,...,a,) y b= (by,...,b,) son vectores en R", decimos que



a <bsia <b parai=1,...,n. En este caso definimos el “rectangulo
abierto” (a,b) en R"™ como el producto cartesiano

(a’ab) = (alabl) Koo X (an7bn)
= {zeR"a; <z <b para i=1,...,n}.

Definicién 1.6. Sea 2 = R" y sea A la familia de todos rectangulos abiertos
(a,b) en R". La oc—4lgebra generada por A se llama la o—algebra de Borel
de R" y se denota por B(R"). Si B estda en B(R") se dice que B es un
conjunto de Borel en R".

Al igual que en el caso “escalar” (n = 1) se puede ver que cualquier
conjunto abierto — y por tanto cualquier conjunto cerrado — en R™ es un
conjunto de Borel.

Medidas

Definicién 1.7. Sea (©,F) un espacio medible y R := R U {400, —o0}
el conjunto “extendido” de los nimeros reales. Se dice que una funcién
p: F — R es una medida sobre F (o sobre (£2,F)) si

(a) pu(¢) =0,
(b) u(A) > 0 para cada A € &,

(¢) pes o—aditiva en el sentido de que si {A,,} es una sucesion de conjuntos
ajenos en ¥ (es decir, A, N A,, = ¢ para n # m), entonces

p(U 40 = 3 (4 (1)

En este caso se dice que (€2, F, 1) es un espacio de medida. A u(A) se le
llama la medida del conjunto A € F (con respecto a ). Si p(€2) < oo, se
dice que p es una medida finita. En particular, si u(2) = 1, se dice que p
es una medida de probabilidad (en forma abreviada: m.p.).

Si p es una m.p. se acostumbra escribir 4 = P y decimos que (2, F, P) es
un espacio de probabilidad. Asimismo, se dice que P(A) es la probabil-
idad del evento A € 7.

Por otra parte, para ver que P es una m.p. basta verificar las condiciones
1.7(b), 1.7(c) y que P(£2) = 1, porque de aqui se deduce trivialmente 1.7(a),
es decir P(¢) = 0. (Vea la Proposicién 1.9(a).)
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Ejemplo 1.8. Sea (€2, F) un espacio medible.

(a) La medida trivial: u(A) =0 para todo A € F.

(b) Sea #(A) la cardinalidad (o nimero de elementos) de A € F. La
medida de conteo es p(A) := #(A). Es decir,

M(A):{n si #(A) =n < oo,

+00 en c.c. (caso contrario).

(c) Para cada punto w € €2 definimos la medida de Dirac en w € ) como

5u(A) = {

A ¢, también se le llama la m.p. (o medida unitaria) concentrada en
w € Q.

(d) Medida de Lebesgue. Sea (22,F) = (R, B(R)). Sil es un intervalo en
R de la forma (a,b) 6 [a,b] 6 (a,b] 6 [a,b), definimos la longitud de I como

1 si weA,
0 en c.c.

((I) := b — a. Asimismo, si Iy,...,I; son intervalos ajenos, definimos
k
(1) =) + -+ (1), (1.2)
i=1

e Un resultado de Andlisis Real (vea el Teorema 1.20) asegura que la longitud
¢ se puede “extender” a una medida unica A sobre (R, B(IR)) tal que

A(I) =¢(I) V intervalo I,

y a A se llama la medida de Lebesgue sobre R. Algunas propiedades de

A, para B € B(IR"), son las siguientes.

e Si B es abierto, entonces \(B) > 0.

e Si B es un conjunto acotado, entonces A\(B) < oo.

e Si B = {x} consiste de un unico punto z, entonces \(B) = 0. (Compare
con la medida de Dirac §,.)

e Si B ={xy,x9,...} es un conjunto numerable, entonces \(B) = 0.

Cabria preguntarse si se cumple el reciproco de esta tultima propiedad, es

decir, si A(B) = 0 implica que B es a lo mds numerable, o sea finito o infinito

numerable. La respuesta es no; vea el Ejercicio 1.15.

La medida de Lebesgue sobre R" (n > 2) se define de manera similar.
Sil=(a,b) = (a1,b1) X -+ X (an,by,) es un rectangulo en R" definimos su
volumen como

v(l) := (by —ay) - (by — az) -+ (by — ay).
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También se define una propiedad andloga a (2) con v en lugar de ¢. Entonces
“se puede demostrar” que existe una y sélo una medida A sobre R" tal que

AMI) =v(I) V rectangulo I C R".
En este caso decimos que A es la medida de Lebesgue sobre R".

Proposicién 1.9. (Propiedades de P) Sea (2, F, P) un espacio de probabi-
lidad, y A, B eventos en J.

(a) P(A9) =1-P(4)

(b) P(B—A) =P(B)—P(BNA). En particular, P(B— A) = P(B) —P(A)
si ACB.

(c) Propiedad de monotonia: P(A) < P(B) si A C B.

(d) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

(e) Si Ay,..., A, estdan en F,

n

P(l 4 < Z P(4,).

=1

Definicién 1.10. (Sucesiones monétonas de eventos) Sea {A,} una
sucesion de subconjuntos de €.

(a) Si A, C A,41 paratodon =1,2,..., decimos que {A,,} es una sucesién
o0

creciente (0 no—decreciente) y que converge al limite A := |J A,.
n=1

(En forma abreviada escribimos A, 1 A™.)

(b) Si A, D A,y paratodon =1,2,..., decimos que {4, } es una sucesién
decreciente (0o no—creciente) y que converge al limite A~ := [ A,.
n=1

(En forma abreviada: A, | A™.)

Ejemplo 1.11. (a) Sea A, := [0,n] paran = 1,2,.... Entonces A, 1 AT :=
[0, 00).

(b) S :=1[0,1—1/n], entonces A, T AT :=[0,1).
(c) S

iA,
i A, := [0,1/n], entonces A, | {0}. Pero los intervalos abiertos
A, 1/n

0,1/n) L ¢. O



Proposicién 1.12. (Continuidad de P con respecto a sucesiones monéto-
nas)

(a) Si A, T A*, entonces lim P(A,,) = P(A"); de hecho, P(A4,) 1 P(A™).
(b) Si A, L A~, entonces limP(A,) = P(A7); de hecho, P(A,) | P(A7).

Corolario 1.13. (Desigualdad de Boole) Si {A,} es una sucesion de
eventos, entonces

P(JAn) <D P(4,).

Observacion 1.14. (Terminologia de conjuntos vs. enunciados probabilisticos.)
Sean A y B dos eventos

Conjuntos Enunciado probabilistico

ANB Ay B ocurren (= ambos ocurren)

AUB A 6 B ocurren (= al menos uno de los dos
eventos ocurre)

A° A no ocurre

ANB=¢ Ay B son mutuamente excluyentes

A—B=ANB* A ocurre y B no ocurre

ACB A implica B (= si A ocurre, entonces

también B ocurre)
AAB=(A—-B)U(B—A) Ocurren A 6 B pero no ambos
(AUB)¢ = A°N B¢ No ocurren A ni B

Ejemplo 1.15. Considere tres eventos A, B y C. Encuentre una expresién
y represente en un diagrama de Venn los eventos siguientes:

(a) Ocurre exactamente uno de los tres eventos A, B, C.
(b) Ocurren a lo més dos de los tres eventos.

(c¢) Ocurren los tres eventos (simultdneamente).

(

d) Ocurren exactamente dos de los tres eventos.



(e) Ocurren A 6 B pero no C.
(f) Ocurre A tnicamente.

Observacién 1.16. Si {x,} es una sucesién de nimeros reales, definimos

limsup z,, := inf supxi, liminfz, := sup inf x;.
n2l p>p n>1k2n

Observe que la sucesion supys, 7z (n = 1,2,...) es decreciente (o no-cre-
ciente) y, por lo tanto, su limite existe y coincide con limsup z,,, i.e.

limsup z,, = lim sup zy.
n—oo k>n

Andlogamente, infg>, x5 es creciente (o no-decreciente) y

liminf z,, = lim inf x;.
n—oo k>n

En general, liminf x,, < limsup z,,. Si se cumple la igualdad, es decir,
liminf z,, = limsup z,, =: x,

se dice que la sucesién {x,} converge a x y escribimos limz, = = 6 x,, — x.
(En el Ejercicio 1.5 veremos la definicion de lim-inf y lim-sup de sucesiones
de conjuntos).

Construccién de medidas

Definicién 1.17. Sea A una familia de subconjuntos de un conjunto 2.
Decimos que es A es una algebra si

(a) Qe A,;
(b) si A esta en A, su complemento A° también estd en A,
(c) si Ay,..., A, estd en A, entonces su unién (J;_, A; también estd en A.

Comparando 1.16 con la Definicién 1.1 vemos que la diferencia entre una
algebra y una o—dalgebra es que la primera es cerrada bajo uniones finitas,
mientras que la segunda es cerrada bajo uniones numerables.

Por otra parte, en 1.7 definimos una medida sobre una o—algebra. A
continuacion definiremos el concepto de medida sobre una dlgebra.
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Definicién 1.18. Sea A una édlgebra de subconjuntos de un conjunto 2. Una
medida p sobre A es una funcién p: A — R tal que

(a) p(9) =0,
(b) u(A) >0 paratodo A€ A,y

(c) Si {A,} es una sucesién de conjuntos ajenos en A y cuya unién esta en
A, entonces

u(lJ A =3 (A

Ejemplo 1.19. Volviendo al Ejemplo 1.8(d), sea A la familia de todas las
uniones finitas de intervalos de la forma

(a,b], (—o0,b], (a,+00), (—o0,+00). (1.3)

Ademas, si I,..., 1, son conjuntos ajenos de la forma (1.3), definimos la
longitud de su unién como en (1.2), es decir

(L) = an) + -+ 0(1).

Entonces A es una dlgebra y la longitud ¢ es una medida sobre A. (Una
demostracion de este hecho se puede ver, por ejemplo, en el Lema 9.3 del
libro: R.G. Bartle, The Elements of Integration and Lebesque Measure, Wiley,
1996.)

En vista del Ejemplo 1.19, la pregunta es como extender la longitud ¢
sobre la algebra A a la medida de Lebesgue A\ sobre B(IR). Esto es conse-
cuencia del siguiente resultado; donde se usa el concepto de medida o—finita,
lo cual significa que existe una coleccion numerable de conjuntos medibles
{A;, i =1,2,...} tales que Q@ = |J;°, A; y, ademds, cada A; tiene medida
finita.

Teorema 1.20. (Teorema de extension de Carathéodory) Una medida o— finita
sobre una dlgebra A se puede extender de manera unica a una medida sobre
la o—dlgebra generada por A.

En particular, si A es la dlgebra en el Ejemplo 1.19, la o—dlgebra o{A}
generada por A es precisamente la o—algebra de Borel B(IR), y la extensién
de la longitud ¢ es la medida de Lebesgue \.
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Una pregunta obvia es si la medida de “longitud” se puede extender a
todos los subconjuntos de R. La respuesta es no, de acuerdo con el siguiente
resultado de S. Ulam (en el cual se supone la validez de la “hipdtesis del
continuo”).

Teorema 1.21. (Teorema de Ulam) Sea p una medida definida sobre todos
los subconjuntos de R tal que u((n,n + 1]) < oo para todo entero n, y
p({z}) =0 para todo x € R. Entonces p(A) = 0 para todo A C R.

Una demostracion de 1.21 se puede ver en la seccion 3.4 del libro: 1.K.
Rana, An Introduction to Measure and Integration, Second Edition, American
Mathematical Society, 2002.

Observacion 1.22. (a) Se dice que un espacio de medida (2, F, i) es com-
pleto (o que la o—dlgebra F es completa con respecto a p) si F contiene a
todos los subconjuntos de conjuntos de medida cero; es decir, si A € F es tal
que u(A) =0y N C A, entonces N estd en F.

(b) La completacion de una o—-dlgebra F con respecto a una medida u se
define como la minima o—algebra F que contiene a F y tal que si A € F tiene
p—medida ceroy N C A entonces N € 7. Equivalentemente, la completacién
de J es

F={AUN|AeF y NCB paraalgin BeF con u(B)=0}.

En este caso, la medida u se extiende de manera tnica a una medida /i sobre
F definida como (AU N) := pu(A). A fi se le llama la completacion de p.
(c) La o—dlgebra de Borel, B(R), no es completa. Su completacién es la
llamada o—dlgebra de Lebesque.
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Ejercicios § 1

1.1. Demuestre las leyes (o férmulas) de De Morgan: si {A;,7 € I} es una
coleccion arbitraria de subconjuntos de €2, entonces

(a) (UA)® =147 (b) (1A =U A

1.2. Sea (£2,7) un espacio medible. Demuestre que si A y B estdn en J,
entonces la diferencia A — B := AN B¢y la diferencia simétrica AAB =
(AU B) — (AN B) también estdn en F.

1.3. Sea (£2,F) un espacio medible y B C € un conjunto F-medible. La
o—dlgebra F restringida a B se define como la familia

F(B) := {AN B|A € F}.

Demuestre que, efectivamente, F(B) es una o-dlgebra y, por lo tanto,
(B,F(B)) es un espacio medible. (Nétese que un conjunto C' estd en F(B)
si y solo si existe A € F tal que C = AN B.) Algunas veces F(B) se escribe
como F N B.

Como ejemplo, sea (2,F) = (R, B(R)) y sea B el intervalo [a,b]. En-
tonces la pareja

([a, 0], B([a,b])), con  B([a,b]) = B(R) N [a, b],
es un espacio medible.

1.4. Sean Q y £ dos conjuntos arbitrarios y f : 2 — ' una funcién dada. Si
B es un subconjunto de €', definimos la imagen inversa de B con respecto

a f como
f1(B) :={w € Q|f(w) € B}.

Si € es una familia de subconjuntos de €, definimos la imagen inversa de
C con respecto a f como la familia de subconjuntos de €2 dada por

f7He) = {f"(B)B e C}.
Demuestre:
(a) fFHY) =0

(b) Si By C son subconjuntos de €', entonces f~(C'— B) = f~1(C) —
f7H(B). En particular, f~1(B) = [[7/(B)]"y f7(¢) = ¢.
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(c) Si{B;,i € I} es una familia arbitraria de subconjuntos de €', entonces

f_l(U B;) = Uf_l(Bi) y f_l(m B;) = mf_l(Bz‘)

(d) Si F es una o-dlgebra de ', entonces la familia
[T ={/"(B)B €T}
es una o—algebra de €.

1.5. (Compare con la Observacién 1.16.) Si {A,} es una sucesién de sub-
conjuntos de €2, definimos

limsup A, := ﬁ G A

n=1k=n

liminf A,, := [OJ ﬁ Ap.

n=1k=n
Si liminf A,, = limsup A,, =: A, decimos que {4, } converge a A y, en este
caso, escribimos lim A, = A 6 A, — A. Demuestre:

(a) liminf A,, Climsup A,,. Dé un ejemplo en el que liminf A,, #lim sup A,,.

(b) Si{A,} escreciente o decreciente (vea la Definicién 1.10), entonces A4,, —
At 6 A, — A~ respectivamente, en donde AT :=UA,, y A~ = NA,.

En los incisos siguientes suponga que (€2, F) es un espacio medible.

(c) Si{A,} es una sucesién en F, entonces liminf A,, y limsup A4,, estédn en

F. Ademas,
P(liminf 4,) < liminf P(A4,)) <limsupP(A,) < P(limsup 4,). (x)
(Sugerencia: para demostrar la primera desigualdad en (*) primero note que

la sucesiéon (] Ag, paran = 1,2,. .., es creciente; después use la definicién de

k=n
liminf A,, y la Proposicién 1.12(a). La demostracién de la tercera desigualdad

en (*) es similar. Por ultimo, observe que la segunda desigualdad se sigue de
1.16.)
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(d) Continuidad de P: Deduzca de (*) que si A, — A, entonces P(4,) —
P(A).

1.6. Sea (€2, F, 1) un espacio de medida y B un conjunto F—medible. Para
cada A € F definimos pp(A) := u(AN B). Demuestre:

(a) wup es una medida sobre F, llamada la restriccién de p a B;
(b) si 0 < u(B) < oo, entonces
Pp(A) = pp(A)/(B) = (AN B)/u(B) VAeTF
es una m.p. sobre J.

1.7. Sea p > 0 una constante y (£2,F,P) un espacio de probabilidad en el
que F es el conjunto potencia 2, y P(A) = p para cada conjunto A = {w}
con un solo punto w € . Demuestre:

(a) € tiene s6lo un nimero finito de puntos; de hecho #(2) < 1/p.

(b) Si #(€2) = n, entonces p = 1/n.

1.8. Sean Pyq,..., P, m.p.’s sobre (2, F), y ay,..., @, niimeros no negativos
con aq+---+a, = 1. Demuestre que la “combinacion convexa” P := Zn: o; P,

=1
€s una m.p.

1.9. Demuestre que |P(A) —P(B)| < P(AAB) para cualesquiera dos eventos
Ay B. (AAB es la diferencia simétrica definida en el Ejercicio 2.)

Observaciéon 1.23. Dadas dos medidas pq, ps sobre un espacio medible
(Q,9), se dice que py < pg si puy(A) < po(A) para todo A € F. La igualdad
1 = po se define analogamente.

1.10. Demuestre que si Py, Py son dos medidas de probabilidad sobre (2, F)
y P; < Py, entonces Py = Ps.

1.11. Sea {u,} una sucesion creciente de medidas sobre F, es decir, u, <
lne1 para todo n. Defina, para cada A € F,

u(A) = lim i, (A)

n—oo

Demuestre que p es una medida sobre 'y que p(A) = sup,>; pn(A) para
todo A € J.
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1.12. Demuestre que para cualquiera n eventos Ay,..., A,, con n > 2,
P(AiNn...NnA,) >PA)+ - -+P(A,) —n+ 1.

1.13. Demuestre: si {A,} es una sucesién de eventos tales que P(A4,) = 1

para todo n, entonces P((] A,) = 1.

n=1
1.14. (a) Demuestre el Lema de Borel-Cantelli que dice lo siguiente: si
{A,, n > 1} es una sucesién de eventos tales que ) -, P(A4,) < oo, entonces
P(limsup A,) = 0.
(b) Sea (€2,F,P) el espacio “unitario” = [0,1], F = B[0,1] y P = A la
medida de Lebesgue. Considere la sucesién de eventos A,, := [0,1/n] para
n =1,2,.... Calcule limsup A,,, P(limsup 4,), y > .-, P(A4,). Diga si se
cumple el reciproco del Lema de Borel-Cantelli.

1.15. Sea C C [0,1] el conjunto de Cantor que se define como sigue. Té-
mese el intervalo [0,1] y elimine el intervalo abierto que consiste del “tercio
medio” (1/3, 2/3). De cada una de las dos partes restantes [0,1/3] y [2/3,1]
se elimina el tercio medio abierto, o sea, (1/9,2/9) y (7/9,8/9). De cada
una de las cuatro partes restantes se eliminan los tercios medios abiertos
(1/27,2/27), (7/27,8/27), (19/27,20/27), y (25/27,26/27). Procediendo de
manera inductiva, de los subintervalos que quedan en la n—ésima etapa se
eliminan los 2"~! tercios medios abiertos, cada uno de longitud 1/3". El
conjunto de Cantor es lo que resulta del procedimiento anterior cuando n —
0o. Demuestre que C' es un conjunto no—numerable que tiene medida de
Lebesgue cero.
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2 Espacios discretos y continuos

Contenido: Funcion de densidad discreta, permutaciones, combinaciones,
funcion de densidad continua.

En esta seccion, como ejemplos de espacios de probabilidad introducimos
los espacios discretos y continuos que son de uso muy comun en probabilidad.

Definicién 2.1. Decimos que un espacio medible (€2, F) es discreto si €2 es
un conjunto finito o infinito numerable, en cuyo caso la o—édlgebra F es el
conjunto potencia de 2, es decir, F = 2.

Sea (€2, F) un espacio medible discreto y f :  — [0, 1] una funcién tal
que

i) fle)>0 VozeQ y (i) > fla)=1 (2.1)
z€Q

En este caso decimos que f es una funcién de densidad discreta y defin-
imos la m.p. asociada a f como

Py(A) =) flx) VACQ. (2.2)

Podemos escribir (2.2) en varias formas equivalentes. Por ejemplo, usando
las medidas de Dirac d, introducidas en el Ejemplo 1.8(c), podemos expresar
(2.2) como

Py(A) =) f(x)d.(A).

e

Asimismo, si [4 := 2 — R es la funciéon indicadora del evento A, que se
define como )
1 si ze€A,
[a(z) := { 0 sizdA (2.3)
vemos que (2.2) resulta
Py(A) = f(z)la().
€N

Algunas funciones de densidad discretas muy comunes son las siguientes.

Ejemplo 2.2. (a) La densidad uniforme. Supdngase que €2 es un conjunto
finito, digamos 2 = {xy,...,z,}, y sea f(z;) == 1/n para todoi=1,...,n.
Entonces (2.2) resulta

Pi(A) = #(A)/n YACQ.
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Por ejemplo, en el lanzamiento de una moneda, 2 = {a,s} vy f(z) = 1/2. En
el lanzamiento de un dado, Q = {1,2,3,4,5,6} y f(z) = 1/6. En este iltimo
caso, P;(A) = 1/2 si A es cualquier subconjunto con tres elementos.

(b) La densidad binomial. Supéngase que Q@ = {0,1,...,n}. Si k es
un entero no negativo, el factorial de k es k! :=1-2---k (con 0! := 1) y el
coeficiente binomial

n n!
(k>:m para k::(),l,...,n.

Entonces, dado un nimero 0 < p < 1, definimos la densidad binomial
f 92— R como

f%%z(Z)ﬁﬂ—mnkpmak:Q“Wn (2.4)

Usando el Teorema del Binomio
(a+b)" = (Z>cfw* (2.5)
k=0

se puede verificar que, efectivamente, f es una funcion de densidad discreta.
Caso especial: sin = 1, entonces 2 = {0,1} y a f se le llama densidad
Bernoulli, que sélo toma los valores f(1) =py f(0)=1— f(1)=1—p.
(c) La densidad geométrica. Supdngase que Q = {0,1,...} y sea
p € (0,1) un nimero dado. Entonces

f(k):=p-(1—p)* para k=01,...

es la funcién de densidad geométrica. Para verificar que f satisface (2.1)
use la serie geométrica

1
k .
Yok = 1.
r T si|r| <
k=0

o

(d) La densidad de Poisson. Sea 2 = {0,1,...} y A > 0 un ntmero
dado. La funcién

f(k) :=e*X/k! para k=0,1,...,
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se llama la densidad de Poisson con parametro \. Para verificar (2.1)
use la serie exponencial

e’ :ZTk/k! VreR.
k=0

Los siguientes conceptos son 1ttiles para calcular probabilidades sobre
conjuntos finitos.

Definicién 2.3. Sea (2 un conjunto que consiste de n elementos y sea k un
entero entre 0 y n.

(a) Una permutacion de orden k (de los elementos de €2) es una seleccién
ordenada, sin repeticiones, de k elementos de ().

(b) Una combinacién de orden k (de los elementos de 2) es un subconjunto
de €2 con k elementos.

Por ejemplo, sea 2 = {a,b,c} y k = 2. Entonces las permutaciones de
orden 2 son

(a7 b)7 (a7 C)a (b7 a)a (b7 0)7 (07 CL) y (Ca b>7

mientras que las combinaciones de orden 2 son

{a,b},{a,c} v {b,c}.

Denotaremos por p(n, k) el nimero de permutaciones de orden k de un
conjunto con n elementos, y por ¢(n, k) el nimero de combinaciones. Para
calcular p(n, k) usaremos el siguiente “principio”.

Principio 2.4. (de la multiplicacién) Considérense k tareas, digamos
Ay, ..., Ay, tales que A; se puede realizar en n; formas y, para i > 2, A;
se puede realizar en n; formas una vez que Aj, ..., A;_1 se han realizado.
Entonces la tarea total (Aj, Ag,..., Ax) en sucesién se puede realizar en
ny - N9 - - - N formas.

Usando 2.4 vemos que el nimero de permutaciones de orden k es

pn,k)=n-(n—1)---(n—k+1)= para k=1,...,n. (2.6)

n!
(n—k)!
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Por otra parte, para cada combinacién de orden k tenemos k! permutaciones
de orden k, o sea
p(n, k) =c(n, k) - k!

Por lo tanto, el nimero de combinaciones de orden k es

es decir,

c(n, k) = ( Z ) . (2.7)

Ejemplo 2.5. Se desea formar un comité de 4 profesores de un grupo que
consiste de 10 profesores adjuntos y 6 titulares.

. s 1
(a) ;Cuédntos comités se pueden formar en total? Respuesta: < 46 )

(b) {Cual es la probabilidad de que todos los miembros del comité sean

profesores adjuntos? Respuesta: < 140 ) / ( 146 )

Ejemplo 2.6. En un lote de 100 articulos hay 6 defectuosos. Si se toman
del lote 5 articulos al azar, ;cual la probabilidad de exactamente 3 de ellos

sean defectuosos? Respuesta: ( g ) ( 924 ) / ( 120 )

Ejemplo 2.7. Considérese un cédigo binario de sucesiones de 0's y 1's.
,Cuantas “palabras” se pueden codificar usando exactamente n simbolos?
Respuesta: 2™.

Ejemplo 2.8. Demuestre que si un conjunto A consiste de n elementos,
entonces A tiene 2" subconjuntos.
Solucion. El nimero de subconjuntos de A

= Z (ntimero de subconjuntos con k elementos)

(1) e

=(1+1)"=2" (por (25)). O
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Definicién 2.9. Sea (2,5) = (R, B(R)). Se dice que f: R — [0,1] es una
funcién de densidad continua si f(x) > 0 para todox € Ry

/: Fa)da = 1.

En este caso, podemos considerar la integral de Lebesgue que veremos pos-
teriormente, y definir la m.p. asociada a f es la m.p. Py sobre B(R)

P (A) ::/Af(:t)dx VA€ B(R). (2.8)

Nota 2.10. La m.p. P; en (2.8) es “continua” en un sentido que especifi-
caremos posteriormente, pero la funcién de densidad f no necesariamente es
continua; vea el Ejemplo 2.11(a) é (b).

Equivalentemente, (2.8) se puede expresar como

P) = [ Fe) L), (2.9

en donde I4 es la funcién indicadora de A definida en (2.3). La condicién de
o—aditividad en la Definicién 1.7(c) significa que si {4, } es una sucesién de
conjuntos ajenos en B(R) y A = UA,,, entonces

PrA) =3 Py(4) =Y / f(x)d.

Esta igualdad se puede demostrar escribiendo la funcién indicadora de A =
UA,, como

4= Z [4, (pueslos A, son ajenos)

y (9) resulta

Pi(A) = / " @) [Z IAn<x>] a1

N /°° [Z f (x)IAn(w)] da
- Z/_OO f(@)Ia,(z)(dx) (explique)
- ZPf(An)
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Ejemplo 2.11. (a) La densidad uniforme sobre un intervalo [a,b] es la
funcion

flz) = 1/(b—a) si =z € la,bl,
= 0 enc.c.

Es facil ver que f satisface la Definicion 2.11.
(b) La densidad exponencial con parametro A (A > 0) se define como

flz) == Xe ™ si >0,

= 0 enc.c.

Noétese que f(-) >0y

/Z flx)dr = /OOO f(x)dz

y
= lim e Mdx
y%OO 0

= lim(1—-e) =1

Yy—00

(c) La densidad de Cauchy se define para todo z € R como

1
flx) = e

Entonces f(-) >0y

o 1 [ dx

1 T=T00
= —-arc tan x|7=T%°
1 T
= — = = (== —1
Lroy

(d) La densidad normal (o gaussiana) con parametros m € Ry % > 0
es la funcion

f(z) = (2me?)~1/2 e~ @m0ty e R. (2.10)
En particular, si m = 0 y 02 = 1 se obtiene la densidad normal estandar

o(x) = (2m)"V/2 e %2,
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Sea

a::/ e 2y,

Entonces, usando coordenadas polares (7, 6)

a? = /oo e 2 qy /OO eV dy
— /oo /OO e~ @ +v)/2 g, dy
= / / e /2 r df dr
0 —T
2%/ e 2 dr
0

—r2/2 "=

= 21e
r=0

= 2.

Luego v = /27 y de aqui se sigue que [~ ¢(x)dz = 1. El resultado andlogo
para la funcién f en (2.10) se obtiene usando el hecho de que

f@) =07 p((x —m)/0).

Para concluir, observe que a = v/2m se puede escribir explicitamente como
ee 2
/ e~ 2dx = \/2n. (2.11)
—00

Nota 2.12. Hay medidas de probabilidad que no necesariamente estan definidas
por una densidad discreta o continua como en (2.1) 6 (2.9). Por ejemplo, sea
dp la medida de Dirac concentrada en x = 0, y sea f la densidad normal
estandar. Entonces

)= 5 (8o + [ Foio)

es una “mezcla” de una densidad discreta y una continua. Posteriormente
veremos que una medida de probabilidad es una mezcla de varios tipos de
distribuciones. 0O
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Ejercicios § 2

2.1. Sea f(-) una funcién de densidad discreta. Si

S fal f(2) < oo, (2.12)

entonces el valor medio (o “centro de gravedad”) f de f se define como

fi= fo(m)

Si no se cumple la condicién (2.12) (es decir, Y |z|f(z) = 00), se dice que el
valor medio de f no existe. :

(a) Calcule el valor medio de las densidades en el Ejemplo 2.2(b), (¢) y (d).

(b) Sear > 1,y f(n) == ¢/n” paran = 1,2,..., en donde ¢ > 0 es una
constante tal que > -, f(n) = 1. Demuestre que la densidad de f
tiene valor medio ssi r > 2. (Nota. La serie > >- n™* converge ssi
k>1.)

2.2. Si f(-) es una funcién de densidad continua tal que

/mum@m<m, (2.13)

entonces el valor medio (o “centro de gravedad”) f de f se define como

T / Zx f(2)dz.

(a) Calcule el valor medio de las densidades en el Ejemplo 2.11(a), (b) y (d).

(b) Demuestre que el valor medio de la densidad de Cauchy en el Ejemplo
2.11(c) no existe, es decir, la condicién (2.13) no se satisface.

2.3. Suponga que de un conjunto de n objetos se eligen k al azar (k < n),
uno tras otro, con sustitucién. Calcule la probabilidad de que ningtin objeto
sea elegido mas de una vez.
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2.4. De un conjunto que consiste de n > 1 niimeros positivos y m > 1 nega-
tivos se selecciona al azar un subconjunto de dos ntimeros y se multiplican.
., Cual es la probabilidad de que el producto sea positivo?

2.5. Sea f la densidad normal con pardmetros m y o2, definida en (2.10), y
sea

glx) = 0si x<0,

1
= — f(logx) si x> 0.
T

Demuestre que g es una densidad de probabilidad — se le llama la densidad
lognormal con pardmetros m 'y o2. (Vea el Ejercicio 6.17.)

2.6. (a) Demuestre que la funcion gama, definida como

I'(p) ::/ 2P le™dx para p >0,
0

satisface que I'(p + 1) = p - I'(p).
(b) Sean p y A numeros positivos y defina

AP
f(z) = F—:Up’le’M para x>0, y f(x):=0 para z <O0.

Demuestre que f es una funcion de densidad de probabilidad. A f se le llama
la densidad gama con pardmetros p y A. En particular, si p = 1 la funcién f
es la densidad exponencial con pardmetro A en el Ejemplo 2.11(b).

24



3 Probabilidad condicional e independencia

Contenido: Probabilidad condicional, regla de la multiplicacién, ley de
la probabilidad total, férmula de Bayes, independencia de eventos y de
o—algebras, el lema de Borel-Cantelli, la ley 0-1 de Kolmogorov.

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad y sean A y B dos eventos en
F, con P(B) > 0. Definimos la probabilidad condicional de A dado B
como

P(A|B) i— P(ﬁ(—;)B)

En este caso se dice que B es el evento condicionante. En expresiones
como (3.1) siempre supondremos que el evento condicionante tiene proba-
bilidad positiva.

En el Ejercicio 3.1 se pide demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Sea B tal que P(B) > 0. La funcién A — P(A|B) definida
como en (1), para todo A € ¥, es una m.p.

(3.1)

Por ejemplo, en el lanzamiento de tres monedas “honestas” el espacio
muestral es
Q = {aaa, aas, asa, saa, ass, sas, ssa, sss}.

Calcule la probabilidad de que “a lo mas una moneda cae aguila” dado que
“en la primera moneda cae dguila”. Tomamos

A = {sss,ass, sas,ssa}, B = {aaa,aas,asa,ass}.

Entonces P(A|B) = 1/4.
De (3.1) tenemos P(AN B) = P(B)P(A|B) si P(B) > 0. Este es un caso
particular (para dos eventos) de la siguiente “regla de la multiplicacién”.

Proposicién 3.2. (Regla de la multiplicacién) Sean Ay, A,, ..., A, even-
tos tales que
P(Al N...N An_1> > 0. (32)

Entonces
P(A1NA2N...NA,)=P(A41)-P(As]A1)-P(A3]A1NAs) - - P(A,|A1N. . .NA, ).

Obsérvese que las probabilidades condicionales en esta tltima expresion
estan bien definidas porque
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Ejemplo 3.3. En un laboratorio de computaciéon hay 14 computadoras de
las cuales 8 son de la marca x. Se seleccionan tres computadoras al azar, una
tras otra. ;Cual es la probabilidad de que las tres sean de la marca x?
Solucién. Sea A; (i = 1,2,3) el evento “la i-ésima computadora selec-
cionada es de la marca z”. Entonces

P(A1 N Ay N Az) = P(A)P(A2] A1)P(As[ A1 N Az) = 14 13 12

Definicién 3.4. Una familia {A;, i € I} de eventos es una particién de 2
si

(a) los eventos son ajenos (es decir, A; N A; = ¢ para i # j), y
(b) Uid, = Q.

El ejemplo méas simple de una particién es {A, A°}. En este caso es
evidente que para cualquier evento B se tiene

P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°) (explique).

Este es un caso particular de la “ley de la probabilidad total” en el siguiente
teorema.

Teorema 3.5. Sea {Ay,..., A} una particion de Q tal que P(A;) > 0 para
1=1,...,n. Entonces

(a) ley de la probabilidad total: para cualquier evento B
Z P(A4;)P(B|A;). (3.3)

(b) Férmula de Bayes: si P(B) > 0, entonces

P(AinB) _ P(A)P(B|A)

P(4;|B) = P(B) > P(A)P(BJA))

(3.4)

para i =1,...,n.

En el teorema anterior las probabilidades P(A;) y P(4;|B) se llaman
probabilidades a priori y a posteriori, respectivamente.
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Ejemplo 3.6. En una fabrica, tres maquinas My, My y Mj elaboran, respec-
tivamente, el 30%, el 50% y el 20% de la produccion total. Los porcentajes
de articulos defectuosos producidos por estas méquinas son 1%, 3% y 2%,
respectivamente. Si se selecciona un articulo al azar, calcule la probabilidad
de que el articulo

(a) sea defectuoso,
(b) no sea defectuoso,

(¢) haya sido producido en la maquina M; (i = 1,2,3) dado que resulté ser
defectuoso.

Definicién 3.7. (Independencia)
(a) Dos eventos Ay B son independientes si
P(ANB)=P(A)-P(B).

Dos o—-dlgebras F, y F5 de ) son independientes si cualquiera dos
eventos A, € F; y Ay € &, son independientes.

(b) Una coleccién {A4;, i € I} de eventos es independiente si para cada

entero positivo k y cada seleccion de indices distintos iy, ..., 7, en [ se
cumple que

P(A, nA,N...NA,)=P(A;) -P(A,)...P(A;). (3.5)
Una coleccién {A;, i € I} de familias de eventos — en particular,

o—algebras — es independiente (o las familias A;, i € I, son inde-
pendientes) si para cada entero positivo k, cada seleccién de indices
distintos 41,...,7; en I, y todo A; € A;,, ..., Ax € A;,, se cumple la
condicién (3.5).

()
Nétese que si P(B) > 0, entonces A y B son independientes ssi
P(A|B) =P(A).

Observacién 3.8. Para n > 3 eventos, independencia “por parejas” no
implica independencia. Por ejemplo, sea 2 = {a, b, ¢,d} un espacio muestral
equiprobable, y sean A; = {a,b}, Ay = {b,c} y A3 = {a,c}. Entonces
Ay, Ay, Az son independientes “por parejas”’ porque
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Sin embargo, los eventos no son independientes (en el sentido de la Definicién
3.7(b)) porque

1
También puede haber eventos Ai,..., A, que no son independientes pero

P(A;Nn...NA,) =P(A)---P(A,); vea el Ejercicio 3.2.

Ejemplo 3.9. Considérese un “experimento de Bernoulli”, es decir, un ex-
perimento que tiene sélo dos resultados posibles, éxito (1) 6 fracaso (0), con
probabilidades p y ¢ := 1 — p, respectivamente, con 0 < p < 1. Suponga
que se realizan n repeticiones independientes del experimento y calcule la
probabilidad de que ocurran exdctamente k éxitos (0 < k < n).
Solucién. El espacio muestral €2 consiste de todos los vectores

(x1,29,...,x,) con z;=1 6 x;=0 para i=1,...,n.

Sea A; el evento “la i—ésima repeticién del experimento tiene éxito”. Por
ejemplo, el evento “en las primeras k repeticiones ocurren éxitos y en las
restantes n — k fracasos” es

AN NALNAS N NAS

y consiste del vector (1,...,1 (k veces), 0...,0 (n — k veces)). Por indepen-
dencia, la probabilidad de dicho evento es igual a

P(A1) - P(Ap) - P(Af,) - P(A]) = phg" ™

Por otra parte, ndtese que el nimero total de vectores (z1, ..., x,) en los que
exactamente k componentes toman el valor 1 es el nimero de combinaciones

dmm—(Z).

P(ocurren exdctamente k éxitos) = ( Z ) prg " (3.6)

Por lo tanto,

para cualquier £k = 0,1,...,n, que coincide con la densidad binomial del
Ejemplo 2.2(b).
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Ejemplo 3.10. (Caso especial del Ejemplo 3.9) Por experiencia, la admin-
istracién de un restaurante sabe que el 20% de las personas que hacen reser-
vacion no se presentan. Si el restaurante tiene 50 mesas y toma 52 reserva-
ciones, ;jcudl es la probabilidad de que haya lugar para todos los clientes que
se presentan?

Solucién. El ejemplo se puede expresar como n = 52 repeticiones indepen-
dientes de un experimento de Bernoulli con probabilidad de “éxito” (no se
presenta un cliente) p = 0.20. Por lo tanto, usando (3.6) la probabilidad que
se desea calcular resulta

52
Lot o n k n—k
P(No. de éxitos > 2) = Z ( I )p q
k=2
con ¢ =1 —p = 0.80. De hecho, es mas facil calcular
P(No. de éxitos >2) = 1—P(No. de éxitos < 1)

= 1—-¢2-52p-¢°'. O

En el Ejercicio 1.14(a) vimos el Lema de Borel-Cantelli, de acuerdo con
el cual 7 P(A,) < oo implica que P(limsup 4,) = 0. En la parte (b)
del mismo ejercicio se ve que el reciproco de este resultado no se cumple. La
version completa de dicho lema es como sigue.

Lema 3.11. (de Borel-Cantelli) Sea {4, } una sucesién de eventos.
(a) Si > 7, P(A,) < oo, entonces P(limsup A4,,) = 0.

(b) Si > 02 P(A,) = oo y los eventos A, son independientes, entonces
P(limsup A,) = 1.

Demostracién. (a)

F)<fﬁ [j<Ak> ::iggfp <[j«Ak> S7E§Lj§t])@4k)::Q

n=1k=n k=n

(b) Como limsup 4, = (', Ure,, Ak, se tiene que (limsup 4,,)¢ = U~ Nie,, 4%
Asi, usando que los complementos Af, son también eventos independientes
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(vea Ejercicio 3.3),

P((limsup A,)7) = lim P (ﬂ Ak) " (ﬂ Ak)

= lim lim 172 (1 — P(Ay) < lim 1132, =P
- n—00

n—oo m—oo

= lim e 2= P —
n—oo

donde hemos usado que e™* > 1 — x para z > 0. Luego P(limsup 4,) = 1.
O

Una aplicacién de este lema la veremos en el Ejemplo 9.23 en el contexto
de variables aleatorias.

El Lema de Borel-Cantelli afirma que si {4, } es una sucesién de even-
tos independientes, entonces P(limsup A,) es cero o uno. Este es un caso
especial de una clase de resultados llamados leyes cero—uno. A continuacion
veremos el resultado mas prominente dentro de esta clase, la ley cero—uno de
Kolmogorov. Esto requiere introducir el siguiente concepto.

Dada una sucesiéon de eventos {A,}, para cada n = 1,2,..., sea
o{An, Ani1, ...} la o-dlgebra generada por {A,, A,.1,...}. La o—dlgebra

[e.9]

C:= ﬂ o{A,, Anit, .-}

n=1

se llama la o—dalgebra cola asociada a {4, }. Los conjuntos en € se llaman
eventos cola. Por ejemplo, limsup A,, y liminf A,, son eventos cola.

Teorema 3.12. (Ley cero—uno de Kolmogorov)
Sea € la o—dlgebra cola asociada a una sucesion {Ay,}. Si los eventos A,, son
independientes y A € C, entonces

P(A) =0 6 1.

Una posible demostracion ocupa el siguiente lema, cuya demostracion es
el Ejercicio 4.17.

Lema 3.13. si A, Ay, ..., By, By, ... son eventos independientes, entonces
las o—dlgebras o{ A1, As, ...} yo{Bi, By, ...} son independientes.
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Demostraciéon. Idea 1 de la demostracién de 3.12. Sea A € €

un evento cola. En particular, para cada n = 1,2,..., A estd en la o—
algebra o{A,, Ans1,...}. Luego, por el Lema 3.13, A es independiente de
o{A1,...,A,_1}. Como esto se cumple para todo n > 1, se sigue que A es

independiente de {A;, As,...}. Por otra parte, A € C C 0{A1,A4s,...} ¥y
por lo tanto, A es independiente de si mismo. Esto implica que P(AN A) =

P(A)P(A), i.e., P(A) = P(A)?, asi que P(A) =06 1. O
Demostracion. Idea 2 de la demostraciéon de 3.12. Sea A € C
un evento cola. En particular, para cada n = 1,2,..., A estd en la o—

algebra o{A,, An11,...}. Luego, por el Lema 3.13, A es independiente de
An:=0{A1,...,A,_1}. Entonces para todon > 1y B, € A,, P(AN B,) =
P(A)P(B,). Por otro lado, como A esté en la o—4&lgebra | J,~, A, entonces
hay C,, € A,, n=1,2,... tal que A C C,, y lim,_.o, P(C,) = P(A). Pero
como ya mencionamos, P(C, (| A) = P(C,)P(A) para todo n > 1. Asi

P(A) = P(C,[)A) = P(Cy)P(A) = P(A)*, n — o.
Por lo tanto P(A) =0 o 1.
O

La ley 0-1 de Kolmogorov se usa mucho para variables aleatorias inde-
pendientes, que veremos mas adelante.
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Ejercicios § 3
3.1. Demuestre la Proposicion 3.1.

3.2. En el lanzamiento de dos dados honestos el espacio muestral es

QO ={(i,5)|i,j=1,...,6}.

Considere los eventos A1 = {(4,7)]7 = 1,2 6 5}, Ay = {(4,5)|j = 4,56 6} y
As ={(4,7)]i + 7 = 9}. Demuestre que

P(A; N AN As) = P(A))P(A2)P(A4s),

pero los eventos no son independientes porque P(A; N A;) # P(A4;)P(4,)
para i # j.

3.3. Demuestre que si A y B son eventos independientes, entonces
(a) A°y B¢ son independientes,

(b) A¢y B son independientes,

(c) PLAUB) =P(A) + P(B) - P(A°).

3.4. Demuestre: si Aq,..., A, son eventos independientes, entonces
Pl JA) =1-T]P4)).
i=1 i=1

Si ademds P(A;) = p; para i = 1,...,n, entonces la probabilidad de que

n
ninguno de tales eventos ocurra es [[(1 — p;).
i=1

3.5. Demuestre:

(a) Si A es un evento independiente de si mismo, entonces P(4) = 0 6
P(A) = 1.

(b) Si P(A) =06 P(A) = 1, entonces A y cualquier otro evento son inde-
pendientes.
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3.6. Un estudiante toma un examen de opcién miiltiple en el que cada pre-
gunta tiene 5 respuestas posibles. Si el estudiante conoce la respuesta cor-
recta, la selecciona; en caso contrario selecciona al azar una de las 5 respues-
tas posibles. Suponga que el estudiante conoce la respuesta del 70% de las
preguntas.

(a) {Cudl es la probabilidad de que de una pregunta dada el estudiante dé
la respuesta correcta?

b) Si el estudiante obtiene la respuesta correcta a una pre unta, cudl es la
g b
probabilidad de que efectivamente conozca la respuesta?

3.7. Sean A, B y C' tres eventos dados. Demuestre:

(a) Silos eventos son independientes y P(ANB) > 0, entonces P(C|ANB) =

P(C).
(b) SSiP(ANBNC) >0y P(C|AN B) =P(C|B), entonces P(A|BNC) =
P(A|B).
3.8. Por la Definicién 3.7(b), n eventos Aj,..., A, son independientes si
la condicién (5) se cumple para k = 2,3,...,n. Demuestre que el nimero

total de condiciones de la forma (5) que se deben verificar para que Ay, ...,
A, sean independientes es 2" —n — 1.

3.9. Demuestre que si A y B son ajenos, entonces A y B mo pueden ser
independientes a menos que P(4) =0 6 P(B) =0.

3.10. Suponga que hay una prueba para detectar cancer con la propiedad
de que 90% de los individuos con cdncer reaccionan positivamente, mientras
que 5% de aquellos que no tienen céncer reaccionan positivamente. Suponga
que el 1% de los individuos en una cierta poblacién tiene cédncer. Calcule la
probabilidad de que en verdad tenga céancer un paciente seleccionado al azar
de dicha poblacién y que reacciona positivamente a la prueba.

3.11. Muestre que limsup A,, esta en la o-algebra cola. Sugerencia: muestre

. AU4-NUA

n>1k>n n>2 k>n
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4 Variables aleatorias

Contenido: Funcién medible, variable aleatoria (v.a.), funcién de distri-
bucién, medida de Lebesgue—Stieltjes, v.a. discreta, v.a. continua.

A partir de esta seccidon usaremos con mucha frecuencia los conceptos en
el Ejercicio 1.4 sobre la imagen inversa de una funciéon. Por tal motivo, se
recomienda que el lector repase dicho ejercicio. En particular, recuérdese que
si Q0 y € son conjuntos arbitrarios y f es una funcién de Q en €', entonces
para cualquier conjunto B C ' definimos la imagen inversa de B como

f(B)={weQ] f(w) € B}. (4.1)
Si ¥ =Ry B es el intervalo (—o0, z], escribimos (4.1) como

(o0 a] ={weQ| flw) <z} ={f <z}

Definicién 4.1. Sea (Q, F, 1) un espacio de medida. Se dice que X : 2 — R
es una funcién F-medible (o medible con respecto a F) si

X H—oo,2] ={weN|X(w)<z}eTF VreR. (4.2)

(Nétese que si X71(—o0, 2] estd en F, entonces su medida (X~ (—o0,z])
estd “bien definida”.) Casos especiales:

(a) Si g =P es una m.p., decimos que X es una variable aleatoria (abre-
viado: v.a.)

(b) Si (2,9) = (R,B(R)) y X=R — R es B(IR)-medible, decimos que X
es una funcién de Borel o Borel-medible.

Es importante notar lo siguiente: para verificar que X es F—medible, en
(4.2) podemos sustituir (—oo, x] por cualquier otro intervalo en R, es decir, de
la forma (—o0, ) 6 (z,00) 6 [x,00) 6 [z,y) 6 (z,y] 6 (x,y) 6 [z,y]. Asimismo,
podemos sustituir (—oo, 2] por cualquier conjunto abierto B C R o cualquier
cerrado B C R. En particular, por razones tedricas es conveniente enfatizar
que

X es F-medible ssi X '(B) € F V abierto B C R. (4.3)

Ejemplo 4.2. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) X es F-medible (en el sentido de (4.2)).
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(b) X7 Yz,0) e F Vel
(c) X~ (z,y) € F para cualquier intervalo abierto (z,y) en R.

(d) X~1(B) € F para cualquier conjunto abierto B C R.

Demostracién. (a) < (b). Como (—o0, z|® = (z, 00), por el Ejercicio 1.4(b)
tenemos que

(X~ (—o00,2]) = X! ((—00,2]¢) = X (z, 00).

Por lo tanto, para cualquier x € R, si X7 !(—o0, ] estd en F, entonces
también X !(x,00) estd en F. Es decir, (a) = (b). En forma andloga se
obtiene el reciproco, (b) = (a).

(a) = (c). Primero observe que (z,y) = (z,00) N (—00,y) vy que, por el
Ejercicio 1.4(c),

X Hz,y) = X H((2,00) N (—00,9)) = X (z,00) N X (—00,). (4.4)

Por el parrafo anterior, (a) implica que X~ !(z,00) estd en F. Por lo tanto,
en vista de (4.4), para demostrar (c) basta ver que X~ !(—o0,y) estd en F, lo
cual se obtiene notando que

o)

(—oo,y) = U(_Ooay - 1/”]

n=1

y que, por (a) y el Ejercicio 1.4(c),
X (=o00,y) = | J X} (—o0,y —1/n] € F.
n=1

La demostracion de (c) = (a) es similar.

(¢) & (d). Esevidente que (d) = (c) porque (z,y) es un conjunto abierto.
Para probar el reciproco, (¢) = (d), recuérde que si B C R es un conjunto
abierto, entonces existe una coleccion numerable de intervalos abiertos I,
tales que B = |JI,. Por lo tanto, si (c) se cumple vemos que X 1(B) =

n

UX"Y(T,) esté en F. O
Ejemplo 4.3. Si (Q,F) es un espacio discreto, entonces cualquier funcion

X :Q — R es una v.a. porque el conjunto potencia F = 2% consiste de todos
los posibles subconjuntos de 2; luego (2) se cumple trivialmente.
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Para ser mas especificos, considérese el lanzamiento de dos dados. En tal
caso el espacio muestral (2 consiste de todas las parejas w = (7, j) de nimeros
enteros 7, 7 entre 1 y 6. Algunos ejemplos de vv.aa. son:

X(i,7) := 1+ j = suma de los resultados de ambos dados;
Y (i,7) := i = resultado del primer dado;
Z(i,7) = min(4, j) = minimo de los resultados de ambos dados. O

La probabilidad del evento X~!(—o0, ] en (4.2), para todo # € R, se
llama la funcion de distribucion de la v.a. X. Para introducir formalmente
este concepto usaremos la siguiente notacion:

X<z} =X ~00,7] ={weQ|X(w)<x} para z€R. (4.5)
Asimismo, para cualquier conjunto B C R escribimos
{XeB}:=X!B)={we]|Xw)e B}.

Definicién 4.4. Sea X una v.a. La funcién de distribucién (abreviado:
f.d.) de X es la funcién Fx : R — [0, 1] dada por

Fx(z) =P{X <z} VzeR. (4.6)
La m.p. inducida por X es la m.p. sobre (R, B(RR)) definida como
Px(B) :=P{X e B} VBeB(R). (4.7)

Nétese que Px(B) = P[X7}(B)]. Ademas, la f.d. de X y la m.p. inducida
por X estan relacionadas como

Fx(I) = Px(—OO,LU]. (48)

Ejemplo 4.5. (a) Se dice que X := 2 — R es una v.a. constante si existe
¢ € R tal que X(w) = ¢ para todo w € Q. Es claro que tal funcién es una
v.a. porque

X<z} = ¢ si z<eg
= Q si z>ec
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De aqui se sigue que la f.d. de X = ¢ es la funcién escalonada

Fx(x) = 0 si z<eg,
=1 si z>c

(b) Si X es una v.a. que toma unicamente dos valores, digamos 0 y 1, se

dice que X es una v.a. Bernoulli. Si P{X = 1} = p, entonces P{X = 0} =
1-P{X=1} =1—-pylafd deX esla funcién escalonada

Fx(z) = 0 si z<0,
= 1-p si 0<z<1,
1 si z>1.

Un caso particular de v.a. Bernoulli es la funcién indicadora I, de un
evento A € F, definida en (2.3), i.e.

[alw) == 1 si weA,
= 0 si wéeA.
Notese que
{Iau<z} = ¢ si x<0,
= A° st 0<z<],
= Q si z>1.
Ademsds, P{I4 =1} =P(A) y P{I4, =0} =1—-P{l4 =1} =P(A°). O

Proposicién 4.6. (Propiedades de Fx) Si X es una v.a., su f.d. Fx satis-
face que

(a) Fx es no—decreciente, es decir si x < y entonces Fx(z) < Fx(y);

(b) Fx(400) := lim Fx(z) =1y Fx(—o00) := lim Fx(z)=0;

T—00 T—r—00

(c) Fx es continua por la derecha, es decir, si Fx(z+) := lim,, Fx(y) es el
limite de Fx en el punto = por la derecha, entonces Fx(z+) = Fx(x)
para todo x € X.
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Demostracién. (a) Si z < y, entonces {X < z} C {X < y}. Por lo
tanto (a) se sigue de la propiedad de monotonia 1.9(c).

(b) Puesto que {X < n} 1 Q cuando n — oo, la propiedad de continui-
dad 1.11(a) da que Fx(n) = P{X < n} — 1. Andlogamente, por 1.12(b),
Fx(—n) =P{X < —n} - 0 pues {X < —n} | ¢.

(¢) Como {x < X <z +y} ] ¢ cuando y | 0,

Fx(x4+y)— Fx(z) =Pz <X<z+y}l0. O
[

Definicién 4.7. Cualquier funcién F' : R — [0, 1] que satisface las propie-
dades (a), (b) y (c) de la Proposicién 4.6 se dice que es una funcién de
distribucién de probabilidad (abreviado: f.d.p.)

Observacién 4.8. (a) Por la Proposicion 4.6 la f.d. de una v.a. X es una
f.d.p. El reciproco también es cierto, en el siguiente sentido: Si F': R — [0, 1]
es una f.d.p., entonces existe un espacio de probabilidad (2, F, P) y una v.a.
X sobre Q cuya f.d. es F, es decir, Fx = F. (Vea la Proposicién 4.10.)

(b) Si X y Y son vv.aa. y X =Y, entonces es claro que Fx = Fy. Sin
embargo, el reciproco es falso, i.e.

Fx=Fy#4AX=Y.
De hecho, puede ocurrir que Fx = Fy aunque las vv.aa. X,Y ni siquiera
estén definidas en el mismo espacio de probabilidad. (Explique.) O

Definicién 4.9. Sea p una medida sobre (R, B(R)). Decimos que p es una
medida de Lebesgue—Stieltjes (abreviado: medida de LS) si 0 < pu(I) <
oo para cualquier intervalo I C IR acotado.

Por ejemplo, la medida de Lebesgue A y una m.p. p sobre IR son medidas
de LS. En particular, la m.p. Px inducida por una v.a. X es de LS (ver

(4.7)).

Si i es una m.p. sobre R, entonces la funcién F': R — R definida como
F(z):=p(—o0,z] VzeR (4.9)

es una f.d.p. (Compare (4.9) con (4.8).) Reciprocamente, si F' es una f.d.p.,
entonces existe una unica medida de LS pp. De hecho, esta m.p. se carac-
teriza por la propiedad de que

pr(a,b) = F(b) — F(a) V intervalo (a,b] C R. (4.10)
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(La demostracién de este resultado es muy parecida a la construccion de la
medida de Lebesgue, basandose en el Teorema de extensién de Carathéodory
1.20 y en el Ejemplo 1.19 con la férmula (4.10) en lugar de la ¢(a,b] := b —a.
Para més detalles vea, por ejemplo, el libro de Ash (1972), Teorema 1.4.4.)
A pp se le llama la m.p. inducida por F.

Proposiciéon 4.10. Si F' es una f.d.p., entonces existe un espacio de proba-
bilidad (2, F,P) y una v.a. X sobre Q cuya f.d. Fx coincide con F', es decir,
Fx(z) = F(x) para todo = € X.

Demostracién. Sea (2,F) := (R,B(R)) y sea P la medida de LS
definida (o inducida) por F sobre B(IR), es decir, como en (10). Finalmente,

sea X la v.a. sobre 0 = R definida como X(w) := w para todo w € R.
Entonces Fx(z) := P{X <z} = F(x) para todo = € R. O

Definicién 4.11. Se dice que una v.a. X es discreta si existe un conjunto
finito o infinito numerable S C R tal que X toma valores en S tinicamente.

Las vv.aa. en el Ejemplo 4.5 son discretas. En el siguiente ejemplo se
presentan otras vv.aa. discretas.

Ejemplo 4.12. (a) Como continuacién del Ejemplo 3.9, suponga que se rea-
lizan n repeticiones independientes de un experimento que tiene probabilidad
p (0 <p<1)de “éxito” y ¢ := 1—p de “fracaso”. Sea X := ntimero de éxitos.
Entonces X es una v.a. discreta con valores en el conjunto S = {0,1,...,n}
y, ademas,

P{szz}z(Z)pkqn_k VEk=0,1,...,n.

En este caso se dice que X tiene distribucién binomial con parametros n
y p, y en simbolos escribimos X ~ Bin(n, p).

(b) (Recuérdese la densidad geométrica en el Ejemplo 2.2(c).) Supdéngase
que el experimento en el inciso (a) se repite hasta que ocurre el primer éxito.
Sea Y la v.a. que cuenta el nimero de repeticiones que ocurren antes del
primer éxito. En particular, Y = 0 ssi ocurre éxito en la primera realizacion
del experimento. En general, Y toma valores en el conjunto S = {0,1,...}
y, por independencia,

P{Y=k}=¢"p VE=0,1,....

En este caso se dice que Y tiene distribucion geométrica con parametro
p, y escribimos Y ~ Geo(p).
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Definicién 4.13. Se dice que una v.a. X es absolutamente continua si
existe una funcion de Borel f : R — IR, no—negativa, y tal que

Fx(x):/_x f)dy VzeR. (4.11)

En este caso se dice que f es la densidad de probabilidad (o simplemente
la densidad) de X.

En el Ejemplo 2.11 vimos algunos ejemplos de densidades continuas.
En algunos de tales casos se utiliza una nomenclatura especial. Por ejem-
plo, si X tiene la densidad uniforme en [a,b], simbdlicamente escribimos
X ~ Unila,b]. Asimismo, para el caso de la densidad exponencial con
pardmetro A escribimos X ~ Exp()), y para la densidad normal con paré-
metros m y o2 escribimos X ~ N(m,¢?). En particular, X ~ N(0, 1) significa
que X tiene densidad normal estandar.

Observacion 4.14. Sea (£, F, ) un espacio de medida. Decimos que una
cierta propiedad P se cumple p—casi donde quiera (abreviado: p—c.d.q.) si
P se cumple en todo §2 excepto en un conjunto de medida p igual a cero. En
otras palabras, existe un conjunto A € F tal que

(a) p(A) =0,y
(b) P se cumple para todo = ¢ A.

Por ejemplo, sea (Q,F, 1) = (R, B(R), \) y supéngase que Fx satisface
(4.11). Entonces se puede demostrar que la derivada FY existe y coincide
con la densidad f A—c.d.q. Para ser més concretos, supongase, por ejemplo,
que X ~ Uni|a, b] de modo que X tiene la densidad

fla) = —

T b—a

y f(z) := 0 para x ¢ [a,b]. Entonces, calculando la integral en (4.11) vemos
que

si x € [a,b]

Fe@) = [ fwdy = 0 s <

= z:z sioa<z<b, (4.12)
= 1 si x>0



Entonces se tiene que la derivada F¥(xz) = f(z) para todo x € R excepto
en el conjunto A = {a, b}, el cual tiene medida de Lebesgue A(A) = 0. (Del
Ejemplo 1.8(d), recuerde que A(B) = 0 si B es un conjunto numerable.)

Otro ejemplo: si X ~ Exp(\), entonces

Fx(r) = 1—e™ si 22>0,
= 0 si <0,

de modo que la derivada F¥{(z) = f(z) = la densidad exponencial para todo
x € R, excepto en x = 0. Es decir, F{ = f A—c.d.q.

Definicién 4.15. Sea F' una f.d.p. y pur la medida de LS inducida por F.
Se dice que F' es continua singular si

(a) F es continua y

(b) existe un conjunto de Borel S C R que tiene medida de Lebesgue A(S) =
0, pero pup(S) = 1.

En otras palabras, la condicién (b) dice que up estd concentrada en un
conjunto nulo con respecto a .

Ejemplo 4.16. (La distribucién de Cantor.)
Sea C :=[0,1/3]U[2/3,1]. Sea f; la funcién de densidad uniforme sobre C}
y F} su f.d.; es decir,

f1($)={ (c)l si x € (],

en c.c.,
conc; =3/2,y
0 si x <O,
e (3/2)x si 0<z<1/3,
Fi(x) ::/ fily)dy =< 1/2 si 1/3 <z <2/3,
o0 (3/2)x —1/2 si 2/3<z <1,
1 si x>1.

Andlogamente, sean Cy := [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1], f1 la
densidad uniforme sobre Cy, v F; su correspondiente f.d.p.
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En general, para n > 2, sea C, la union de los 2" intervalos ajenos de
longitud (1/3)™ que se obtienen al eliminar los “tercios medios” de los 2!
intervalos ajenos de longitud (1/3)"~! en C,_;.

Sea
si €,

en c.c.,

fn(x> = { (C)n
con ¢, = (3/2)", y i
Fe)= [ hawdy

Las f.d.p. F, son continuas y convergen uniformemente porque, si m < n,
entonces

o) — Fule)] < (g)m Ve

De aqui se sigue que la sucesion F;, converge porque recuérdese que el espacio
de funciones continuas es completo con la norma del supremo. Es decir,
existe una f.d.p. F continua, tal que F,(x) — F(x) para todo = € R.
Ademds, si C':= [\, C, es el conjunto Cantor, es claro que la medida pp
del complemento de C' es cero, de modo que pup(C) = 1. Por lo tanto, F' es
continua singular porque A\(C) =0. O

Concluimos esta seccién con varias proposiciones elementales. Vea también
el Ejercicio 4.8.

Proposicién 4.17. Si X y Y son vv.aa. y a € R, entonces aX, X%, X +
Y, XY, max(X,Y), min(X,Y) y |X]| son vv.aa.

Demostracién. Las primeras dos son sencillas. La tercera surge de

{(X+Y <z} = {(X<z-V}=|J{X<a<z-Y}

a€ceR

= U{X<T<z—Y}:U{X<r}m{r<z—Y}Eff.

reQ reQ

Para ¢l producto sabemos que XY = 1(X+Y)?—1(X —Y)2 Para el méximo
se tiene que

{max(X,Y) < 2} = {X < 2} {V < 2}.

Para el minimo se usa que min(X,Y) = —max(—X,—Y). La ultima se
tienes pues | X| = max(X,0) — min(0, X). O
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Observacion 4.18. Sea V la familia de todas las vv.aa. definidas sobre un
espacio de probabilidad dado. Entonces de 4.17 vemos que V' es un espacio
vectorial, es decir aX y X+ Y estan en V paratodoa € Ry X, Y en V.

Proposicién 4.19. X es una v.a. discreta ssi existe una sucesiéon {xy, zo, ...}
en R y una sucesién {A;, Ay, ...} de eventos que forman una particién de €2
tales que

X=> a1y, (4.13)
k

En particular, X es una v.a. discreta con un niimero finito de valores ssi X se
puede expresar como una combinacion lineal (finita) de funciones indicadoras
de conjuntos ajenos.

Observacion 4.20. En Analisis Real, una funcion medible que toma soélo
un nimero finito de valores (como la v.a. discreta en (4.13)) se dice que es
una funcion simple.

Proposiciéon 4.21. Si X es una v.a. no negativa, entonces existe una suce-
sién {X,,} de vv.aa. discretas con un nimero finito de valores tales que X,
converge puntualmente a X.

La sucesién {X,,} en 4.21 se puede construir explicitamente. Véase, por
ejemplo, el libro de Ash (1972), Teorema 1.5.5, o el libro de R.G. Bartle
(1995), The Elements of Integration and Lebesque Measure, Lema 2.11.

Funciones medibles: caso general

Sean (,F) y (€,F) dos espacios medibles. Se dice que una funcién

X : Q — Q) es medible con respecto a Fy F si

X (B)eF VBe7. (4.14)

Equivalentemente, usando la notaciéon introducida en el Ejercicio 1.4, la
funcion X es medible ssi
X HF) T

La siguiente proposicion da un criterio muy ttil para verificar medibilidad.

Proposicién 4.22. Sea € una familia de subconjuntos de €' que genera a
F', es decir, 0{C} = F. Entonces X : Q — € es medible con respecto a Fy
F ssi X7HEC} C T
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Demostracion. La necesidad es obvia. Para demostrar la suficiencia,
supdngase que
X HC)edF vVCeC. (4.15)

Deseamos demostrar (4.14). Con este fin considere D := {B € F|X"}(B) €
F}. Entonces € C D y como D es una o—élgebra

c{C}cDcCYF.

Finalmente, como 0{€} = F, concluimos que ¥ = D y por lo tanto X 1(F) =
X~H(D". O

Tomando (€', F) = (R, B(R)) y recordando que la familia € de todos los
intervalos (—oo,z], con z € R, genera la o—dlgebra de Borel B(IR), vemos
que la condicién (2) es un caso especial de (4.15).
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Ejercicios § 4

1. (Compare con el Ejemplo 4.2.) Sea (£2,F, 1) un espacio de medida y
X : © — R una funcién dada. Demuestre que las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(a) X es F-medible.
(b) X~ [z,y] € F para cualquier intervalo cerrado [z,y] en R.

(c) X7YC) € F para cualquier conjunto cerrado C' en RR.

4.2. Sea X una v.a. sobre (2,F,P). Demuestre que la funcién Px definida
en (4.7) es efectivamente una m.p. sobre R. Noétese que, més explicitamente,
podemos escribir (4.7) como

Px(B) :=P[X'(B)] VBec3B(R).
4.3. Sea Fx la f.d. de una v.a. X y sea Fx(z—) el limite de Fx en el punto
x por la izquierda, i.e.

Fi(a—) i= lim Fx(y)

Demuestre que Fx satisface:
) P{X >z} =1- Fx(x),
b) P{X <z} = Fx(z—

Y

)
c) Ply <X <z} = Fx(x) — Fx(y),

e) P{y < X <z} = Fx(z—) — Fx(y),
)

(a

(

(

(d) Ply < X <z} = Fx(z) — Fx(y—),
( ) — Fx(

(f) P{y < X <z} = Fx(a—) — Fx(y-),
( );

(
g) P{X = z} = Fx(z) — Fx(z—); por lo tanto, Fx es continua en x ssi

Nota 4.23. Observe que si F es continua en z, entonces Fx(x—) = Fx(z+) =
Fx(x) con Fx(z+) como en la Proposicién 4.6(c). Por lo tanto, si Fx es con-
tinua en z, en (b) se tiene P{X < 2} = Fx(z). Asimismo, si Fx es continua
en z y y, entonces las probabilidades en (d)—(f) son iguales a la probabilidad
en (c).
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4.4. Sea X una v.a. y sean a,b nimeros reales con a > 0. Considere la v.a.
Y := aX +b. Demuestre que Fy(z) = Fx(“%) para todo = € X. Calcule Fy
cuando a < 0.

4.5. Sea X : 2 - R una v.a. y h: R — R una funcién de Borel. Demuestre
que la composiciéon ho X : Q — R es una v.a. (Recuerde que h o X(w) :=

h(X(w)).)

Nota 4.24. (a) Frecuentemente la composicién h o X se escribe como h(X).
(b) Es facil ver que, por ejemplo, una funcién continua h : R — R es
de Borel. De hecho, practicamente todas las funciones “usuales” (e.g. las
funciones que se estudian en cursos de calculo) son de Borel. En este curso
sélo estudiaremos funciones h(X) que son vv.aa.

4.6. Sea X una v.a. sobre un espacio de probabilidad (€2, F, P). Del Ejercicio
1.4(d) deduzca que, con B = B(R),

X YB):={X"(B)| B e B}
es una o—dlgebra de Q. Ademds, demuestre que X 1(B) es una sub—o—
algebra de F, es decir, X~ }(B) C F.

Nota 4.25. En probabilidad, a X~!(B) usualmente se le denota por o{X}
y se le llama la o-dlgebra generada (o inducida) por X. Es claro que
si G es cualquier o—algebra de € con respecto a la cual X es medible (i.e.
X~Y(B) € G para todo B € B(IR)), entonces G contiene a X 1(B) = o{X}.
Por tal motivo también se dice que 0{X} es la minima oc—élgebra de 2 con
respecto a la cual X es medible.

4.7. Sean X y Y vv.aa. y h : R — R una funcién de Borel. Demuestre que
siY = h(X), entonces o{Y} C o{X}.

4.8. Sea {X,,} una sucesién de funciones F-medibles (Definicién 4.1). De-
muestre:

(a) sup X, inf X,,,limsup X,, y liminf X,, son funciones F—medibles.
(b) Si X,, converge puntualmente a X, entonces X es F-medible.

4.9. Demuestre que una combinacién convexa de f.d.p.’s es una f.d.p. Es
decir, si Fy,..., F, son f.d.p.’s y aq,...,q, son nimeros no negativos tales
que ay + -+ «a,, = 1, entonces ay I} + - - - + a, F), es una f.d.p.
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4.10. Sea X ~Uni[0, 1]. (La f.d. de X esta dada por (12) cona =0y b=1.)
Sea G una f.d.p. que es continua y estrictamente creciente, y considere la
v.a. Y = G71(X). Demuestre que la f.d. de Y es Fy = G.

4.11. Sea X una v.a. continua con densidad
f(z):==ell vzeR,

Calcule P(X > 0) y P(|X]| < 2).

4.12. Supéngase que X ~Exp(A) y sea ¢ > 0 una constante dada. Calcule
la densidad de Y := cX.

4.13. Sea X una v.a. con f.d.
Fx(z) = 0 si z <0,
= x/3 si0<z<l,
= x/2 si 1<z<2
=1 si x> 2.

Calcule P(1/2 < X <3/2), P(1/2< X <1), PX>1), PX>1) vy
P(1 <X <3/2). (Sugerencia: use el Ejercicio 17.3.)

4.14. Considere la funcién gama (definida en el Ejercicio 2.6)

[(p) := / Pt e dr para p > 0. (%)
0
Demuestre que: (a) I'(1/2) = /7. (Sugerencia: en (*) haga el cambio de
variable r = y?/2; después use la expresién (2.11).)
(b) T(p+1)=p-T(p) Vp>0.
(c) I'(n+ 1) = n! si n es un entero positivo.

(d) T'(n/2) = (n/2—1)-I'(n/2—1) para cualquier entero n > 3. En particular,
del inciso (a),

3

1(3/2) = %\/7?, D6/2)= V..
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4.15. Demuestre que si X tiene distribuciéon normal estdndar N(0,1), en-
tonces X? tiene densidad gama con parametros p = A\ = 1/2. (Sugerencia:
Use los Ejercicios 4.14(a) y 2.6(b).)

4.16. Sean « y  ntimeros positivos. Demuestre que

flx) == 0 six<0,

= af* e & 2 >0

es una funcién de densidad de probabilidad. A f se le llama la densidad
Weibull con pardmetros «, 3. (Observe que si & = 1 se obtiene una
densidad exponencial con pardmetro 3.)

4.17. Use la idea de la Proposiciéon 4.22 para demostrar el Lema 3.13.
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5 Vectores aleatorios

Contenido: Vector aleatorio, distribucion conjunta, densidad conjunta,
distribucion marginal, densidad marginal, independencia de vv.aa.
Si Xy, ..., X, son vv.aa. sobre (2, F, P) decimos que

X =(X1,....,X,) : Q> R"

es un vector aleatorio (de dimensién n). La funcién de distribucién (f.d.)
de X se define, para cada vector x = (z1,...,2,) en R", como

Px(x) = P(X < x) = P{X; < a1,...,X, < 2}, (5.1)

en donde

{Xl S T1y.-. ;Xn S Zl'n} = ﬂ {Xz S ZEZ}
i=1

A la funcién Fx también se le llama la distribucion conjunta de las vv.aa.
Xy,...,X,. Por otra parte, si F; = Fx, eslafd. de X; (i =1,...,n), se dice
que F; es la i—ésima f.d. marginal del vector X.

La distribucién conjunta en (5.1) tiene esencialmente las mismas propie-
dades que una f.d. unidimensional; vea la Proposicién 4.6. En particular, en
lugar de 4.6(b) y 4.6(c) tenemos, respectivamente,

o Fx(x1,...,2,) = 1 si ;T oo paratodoi=1,...,n,y
Fx(x1,...,2,) = 0 si x; | —oo para alguna i;
e Fx(x1,...,x,)escontinua por arriba en cada argumento z; (i = 1,...,n).

Sin embargo, la condicién de que Fx sea “no decreciente” (ver 4.6(a)) es un
poco mas elaborada y la explicaremos solo en el caso n = 2.

Sia = (a1,a) y b= (by,by)son dos vectores en R* con @ < b (es decir
a; < b;) definimos el “intervalo” (a,b] := {x = (z1,20) € R* | a; < 2; < b;
para i = 1,2} y, escribiendo F'(zq,x2) := Fx(21,x2),

pr(a, bl := F(b,by) — F(a1,b2) — F(by,a) + F(ay, az).

(Compare esta expresion con (4.10).) Entonces F' es “no decreciente” en el
sentido de que

e up(a,b] >0 Va<hb.
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Por otra parte, se sabe que pr se puede “extender” a una tinica medida de LS
sobre (IR?, B(IR?)), es decir una medida px tal que uz(I) < oo para cualquier
“intervalo” acotado I C R%. (De hecho, juz es una m.p.)

Dada la distribucion conjunta Fx, para calcular la i-ésima f.d. marginal
F; en un punto arbitrario x; se toma el limite en (1) cuando z; — oo para
todo j # i, es decir

Fi(xz;) = lim Fx(x) V1<j<mn, con j#i.

ZTj—r00

Por ejemplo, consideremos el caso n = 2, de modo que X = (Xy,X3) v (5.1)
se reduce a
Fx(z1,20) = P{X; <21, Xs < 22},

Si x5 1 00, entonces {Xo < o} 1€, y se sigue que
{Xy <o, Xo K@} 1{Xy < JNQ ={Xy <o}

Por lo tanto, por la continuidad de P (vea la Proposicién 1.12(a)),

xignoo Fx(z1,22) = P{X; < 21} = Fi(2). (5.2)
Anélogamente,
x}gnoo Fx(z1,19) = P{Xs < 29} = Fy(x2). (5.3)
Se dice que el vector aleatorio X = (Xj,...,X,) es discreto si las vv.aa.
X1,...,X, son discretas. En este caso la funcién
f(xe, ... xn) =P{Xy =21,...,X,, = 2, } (5.4)

se llama la funcion de densidad del vector X, o también se dice que f es
la densidad conjunta de las vv.aa. Xq,...,X,. Algunas veces escribimos
fx en lugar de f. Por otra parte, a la densidad f;(z) := P{X; = z} de X se
le llama la i—ésima densidad marginal. La densidad marginal f; se obtiene
sumando la funcién en (4) sobre todos los valores x; con j # i. Por ejemplo,
si n = 2, podemos escribir (4) como f(z,y) = P{X; =z, X5 = y} y entonces

file) =D flz,y) VzeX (5.5)
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Lly)=> flwy) Yyey. (5.6)

La Definicion 4.13 se extiende en forma natural a vectores aleatorios:
decimos que el vector X = (Xj,...,X,,) es absolutamente continuo si
existe una funcion de Borel f : R" — R no negativa y tal que

Fx(ajl,...,:z:n):/ / fyas - yn)dys, . .. dyy, (5.7)

para todo vector (z1,...,z,) en R". Aligual que en el caso discreto, a f se le
llama la funcion de densidad de X o la densidad conjunta de las vv.aa.
Xi,...,X,. La densidad f; de la v.a. X; (i = 1,...,n) se llama la i—ésima
densidad marginal de X y se calcula como en (5.5) y (5.6) cambiando las
sumas por integrales. Es decir, para n = 2, las densidades marginales de
X = (X1, Xy) estan dadas por

fi(z) = /_OO f@y)dy YoeR (5.8)

faly) = / T fay)de VyeR. (5.9)

Por dltimo, una f.d.p. F : R" — R se dice que es continua singular si es
continua y, ademaés, existe un conjunto de Borel S C R" tal que pup(S) =1,
pero A(S) = 0, donde A es la medida de Lebesgue.

Independencia

En 3.7 definimos el concepto de independencia de eventosy de o—dlgebras.
En particular, podemos recordar lo siguiente.

Sea (£2, F) un espacio medible e I un conjunto arbitrario de indices. Para
cada i € [, sea J; una sub—o-algebra de . Decimos que las o—algebras en la
familia {F;,7 € I} son independientes si para cualquier subconjunto finito
J de I, y cualesquiera conjuntos A; € F;, se cumple que

Esta definicién de independencia de o—élgebras se extiende a vv.aa. de la
siguiente manera.
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Definicién 5.1. Para cada i € I, sea (€2;, F;) un espacio medible y

una v.a., es decir X; '(B) € F para cada B € ;. Sea o{X;} = X;1(F) la
sub—o—élgebra de F generada por X; (vea el Ejercicio 4.6). Se dice que las
vv.aa. {X;,i € I} son independientes si la o—dlgebras {X;'(J;),i € I} son
independientes.

En la Definicién 5.1 es importante notar que las vv.aa. X; pueden tomar
valores en conjuntos distintos (€2;, F;). En el caso especial en el que (£2;,F;)
= (R, B(R)) y, ademas, I es un conjunto finito, obtenemos trivialmente el
siguiente hecho.

Teorema 5.2. Sea X= (Xy,...,X,,) un vector aleatorio con distribucidn con-
gunta F(x1,...,x,) y, para cadai=1,...,n, sea F; la distribucion marginal
de X;. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) Las vv.aa. Xq,...,X, son independientes.

(b) P{X; € By,...,X, € B,} =P{X, € B;}---P{X, € B,}VBy,...,B, €
B(R).

(c¢) F(zy,...,xn) = Fi(z1) - Fp(xn) VY (21, ...,2,) € R™

(d) Las vv.aa. hi(Xy),...,h,(X,) son independientes para cualquier con-
junto de funciones de Borel

hi: R—-R,2=1,...,n.

Con respecto a la parte (d) en el teorema anterior, vea el Ejercicio 5.2.

Para vv.aa. discretas o continuas el concepto de independencia se pue-
de expresar usando densidades. El resultado preciso es el siguiente, cuya
demostracién se puede ver, por ejemplo, en el libro de Ash (Teorema 5.8.4).

Teorema 5.3. Sean Xy,...,X, vv.aa. discretas o continuas con densidad
conjunta f(xy,...,x,) y, para cada i =1,...,n, sea f; la densidad marginal
de X;. Entonces Xy,...,X,, son independientes ssi

flre,..ozn) = fi(z) - fulzn) Y (21,...,2,) € R (5.10)
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Sean X y Y vv.aa. discretas con valores en {1,2} y {1,2,3,4}, respecti-
vamente. Suponga que la densidad conjunta esta dada como en la siguiente
tabla.

|1 2 3 1

1| 1/4 1/8 1/16 1/16
21/16 1/16 1/4 1/8

Por (5.5), la densidad marginal fi(z) = >_, f(x,y) de X se obtiene sumando
cada fila de la tabla lo cual da

fi(1) = f1(2) =1/2.

Anélogamente, la marginal fo(y) = >, f(z,y) de Y se obtiene sumando
cada columna:

f2(1) = f2(3) =5/16,  f2(2) = fo(4) = 3/16.

De aqui se sigue que X y Y no son independientes porque no se satisface
(5.10). Por ejemplo, f(1,1) = 1/4 pero fi(1)- f>(1) = (1/2)(5/16) £ £(1,1).

Ejemplo 5.4. (Distribucién normal bivariada.) Sea |p| < 1 un nimero
dado y 7 := (1 — p*)/2. Se dice que el vector aleatorio (X,Y) tiene dis-
tribucion normal bivariada estdndar si su densidad conjunta f := R*> - R
estd dada por

@2y ty?)/2* c R2 5.11
5oy € (z,y) (5.11)

f(r,y) =

(a) Demuestre que las densidades marginales de X y de Y son ambas la
densidad normal estandar, i.e. X ~ N(0,1) y Y ~ N(0, 1).

(b) X y Y son independientes ssi p = 0.

Solucién. (a) Primero observe que “completando cuadrados” el numerador
del exponente en (5.11) se puede escribir como

2 —2pzy+y* = (. —py)’ + v (1 —p*) = (x—py)* + v (5.12)

Por lo tanto, podemos expresar (5.11) en la forma

f(z,y) = QLS—(JC—Py)Q/?Tz e V2 (5.13)
r
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Nétese también que por el Ejemplo 2.11(c), la densidad normal N(py,r?)
tiene densidad s
g(x) = (2mr?) Y2~ (@=ry)7/2r (5.14)

de modo que, como ffooo g(x)dx =1, tenemos

/00 e~ @=pu)? /2% g0 — (2mr?)/2.

Luego, por (5.9), integrando ambos lados de (5.13) con respecto a = obten-
emos la densidad marginal de Y:

foly) = / i flz,y)de = (2m)" 22 VyeR,

es decir, Y ~ N(0,1). Andlogamente, intercambiando el papel de x,y en las
ecuaciones (5.12)—(5.14) se obtiene que X ~ N(0,1), i.e.

filz) = / " Fey)dy = (20) Ve Yo e R

(b) Por el inciso (a),

1 —1'2 2
fl(f’f)'f2(y)=%€( /2 (,y) € R

Comparando esta expresiéon con (5.11) se obtiene (b), es decir, f(x,y) =

fi(x) - fa(y) ssip=0.

Observacion 5.5. Hasta ahora, al hablar de la distribucion normal o gaus-
siana N (m, 0?) hemos supuesto que ¢ es un niimero positivo. Sin embargo,
por razones técnicas es conveniente considerar también o2 = 0. En este caso,
N(m,0) se interpreta como la distribucién de la v.a. constante m y algu-
nas veces decimos que N(m,0) es una distribuciéon normal degenerada. Por
supuesto, la distribucién N(m,o?) tiene la densidad

f(x) _ (2%02)_1/26_(x_m)2/202

ssi 02 > 0. A esta distribucién se le llama distribucién normal (o gaussiana)
uniwariada para distinguirla de la distribuciéon normal multivariada que con-

sideramos a continuacion. (En particular, vea el caso bivariado en el Ejemplo
5.4.)
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Definicién 5.6. Un vector aleatorio (X, ...,X,) es gaussiano, o que tiene
distribucién normal multivariada, si cualquier combinacién lineal a1 X, +
-+« 4 a,X, tiene distribucién normal (posiblemente degenerada, por ejemplo
N(0,0) si todos los coeficientes ay, ..., a, son cero).

En la Seccién 10 veremos una caracterizacién de la distribucién normal
multivariada usando “funciones caracteristicas”.

De la Definicién 5.6 se sigue de manera obvia que si (Xj,...,X,) es un
vector gaussiano, entonces las distribuciones marginales también son gaus-
sianas. Sin embargo, el reciproco es falso. Es decir, existen vectores
aleatorios que no son gaussianos pero cuyas marginales si son gaussianas,
como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.7. Considérese la densidad normal bivariada en (5.11) con p = 0,
ie.

1
flz,y) = %67“2“’2)/2 Y (z,y) € R,

Ahora sea (X1, X5) el vector con densidad conjunta

_J 2f(xy) si ay =0,
9(w.y) = { 0 en c.c.
Entonces se puede demostrar (ver Ejercicio 5.7) que las densidades marginales
de X; y X5 son ambas N(0,1). Sin embargo, la densidad bivariada g no es
gaussiana porque su soporte no es todo el plano ni tampoco es un subespacio
de dimensién 1.

Volviendo a la Definicién 5.6, si el vector (Xy,...,X,) es gaussiano, en-
tonces cualquier combinacion lineal a;X; + - - - 4+ a,X,, es una v.a. gaussiana.
Sin embargo, una combinacién lineal de vv.aa. gaussianas no necesariamente
es gaussiana si las variables no tienen una distribucién normal multivariada
(es decir, cada una de las vv.aa. Xi,...,X, es gaussiana, pero el vector
(Xy,...,X,) no es gaussiano). Vea el Ejercicio 5.8.
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Ejercicios § 5

5.1. Demuestre que si Xy, ..., X, son vv.aa. independientes, entonces también
lo son Xy,..., X, para k < n. (De hecho, se puede ver que cualquier sub-

coleccién X, ..., X;, de Xy,...,X, son independientes.)

5.2. Sean hy, ..., h, : R — R funciones de Borel. Demuestre que si Xy,...,X,
son vv.aa. independientes, entonces también lo son las vv.aa. hi(Xy), ..., h,(X,).

5.3. Sea (X,Y) un vector aleatorio que tiene densidad “uniforme” sobre el
disco unitario D := {(z,y) € R?|2? +y? < 1}, es decir, la densidad conjunta
de Xy Y es

fley)=1/m si (zy)eD, y flz,y) =0 si (z,y)¢D.
(a) Encuentre las densidades marginales de X y Y.
(b) Demuestre que X y ¥ no son independientes.

5.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio con densidad conjunta
1 2 _ 2
Flay) = [+ oy =) para [a] <1, Jyl <1

y f(xz,y) = 0 en c.c. Demuestre que, efectivamente, f es una funcién de
densidad. Calcule las densidades marginales de X y Y.

5.5. Sean X y Y vv.aa. con funciones de distribucién 'y GG, respectivamente,
y sea H(x,y) :=P{X <, Y <y} lafd conjunta. Para cada (z,y) € R?
sean

M(z,y) .= min(F(x),G(y)) vy W(z,y) = max(F(x)+ G(y) — 1,0).
Demuestre que:

(a) W(z,y) < H(z,y) < M(z,y) para todo (z,y) € R?>. A las funciones
M y W se les llama las cotas de Fréchet—Hoeffding de la distribucién
conjunta H.

(b) M y W son funciones de distribucién conjunta.
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5.6. Sean Xi,...,X, vv.aa. independientes con funciones de distribucién
Fy, ..., F,, respectivamente. Sean Y := max{Xj,...,X,} y Z = min
{Xy,...,X,}. Demuestre que Y y Z tienen distribucién

P{Y <z} = Fi(z)--- F,(x),
P{Z<z}=1-F(z) - F,(z),

para todo z € R, donde Fy(z) := 1 — Fj(x) para k= 1,...,n.

5.7. Sea g(x,y) la densidad conjunta en el Ejemplo 5.7. Demuestre que las
densidades marginales de g son ambas N (0, 1).

5.8. Sea X una v.a. N(0,1), y B una v.a. Bernoulli con P(B =) = 1/2
para i = 0, 1. Supdéngase que X y B son independientes. Sea Y := (—1)8X.
Demuestre que Y tiene distribucién N(0, 1), pero X+Y no tiene distribucién
normal. (Observe que P(X +Y = 0) = P(B = 1) = 1/2, mientras que
X +Y =2X cuando B =0.)
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6 Esperanza de vv.aa. discretas y continuas

’Contenido: Momentos de una v.a., varianza, desigualdad de Chebyshev. ‘

En este capitulo y el siguiente estudiaremos la esperanza o valor es-
perado de una v.a. y algunas de sus propiedades. Primeramente, veremos el
caso "elemental” en el que las vv.aa. son discretas o continuas, de modo que
sus esperanzas se pueden calcular mediante técnicas elementales. Después,
en el Capitulo 7, veremos la esperanza de vv.aa. generales para lo cual se
usa la integral de Lebesgue.

Sea X una v.a. discreta con valores en el conjunto {z1, s, ...} y funcién
de densidad fx(z;) := P(X = ;). Si se cumple que

37 ] fx(a) < o0, (6.1)

2

definimos la esperanza de X como
EX =z fx(x). (6.2)

En forma andloga, sea X una v.a. absolutamente continua con densidad

fX R — R. Si -
/ |z| fx(x) dz < oo, (6.3)

entonces la esperanza de X se define como

EX := /00 x fx(z) dx. (6.4)

A la esperanza de X se le conoce con varios nombres, por ejemplo, valor
esperado o valor medio o media de X.

Definicién 6.1. Denotaremos por L; = L1(€2,F,P) la familia de vv.aa.
sobre (2, F, P) que tienen esperanza finita (es decir, vv.aa. X que satisfacen
(6.1) en el caso discreto, 6 (6.3) en el caso absolutamente continuo).

Ejemplo 6.2. Sea X una v.a. continua con densidad de Cauchy

1

=— V R.
(1 + 2?) re

fx(z)
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En este caso la integral en (6.3) resulta

o 1 [ 2zxdx .
/ |z| fx(x) de = ;/0 T2 (explique).

Por lo tanto, haciendo el cambio de variable u := 1 + 2% vemos que

> 1 [>*d 1
/ |z| fx(z)dx = —/ Y
—o00 1

™ u ™

U=0o0

= OQ.

u=1
Es decir, (6.3) no se cumple de modo que la v.a. X no estd en L.

Sea X una v.a. y h: R — IR una funcién de Borel tal que

o0

Z \h(z;)| fx(z;) <o0 & / |h(z)| fx(z)dz < o0, (6.5)

— 00

si X es discreta o continua, respectivamente. En tal caso veremos posteri-
ormente que la esperanza de h(X) se puede calcular como en (6.2) 6 (6.4)
sustituyendo x por h(zx), i.e.

Eh(X) = Z h(z;) fx(z;) si X es discreta

Eh(X) :/ h(z)fx(z)dz si X es continua.
Observacién 6.3. (a) Si h(zr) = x* para algin k& > 0, a la esperanza

Eh(X) = E(X*) se le llama el momento de orden k de X. Ademsis,
en lugar de decir que X* estd en L; frecuentemente diremos que X esta en
Ly = Li(2,3,P). Para k = 1, el momento de orden 1 de X coincide con la
esperanza de X.

(b) Sea mx := EX y sea h(x) := (x —mx)*. Entonces, suponiendo que (6.5)
se cumple,

Eh(X) := BE(X — mx)"

se llama el momento central de orden k£ de la v.a. X. En particular, para
k = 2 el momento central de orden 2 se llama la varianza de X y se denota
por Var(X) 6 0%, es decir

Var(X) = 0% = E(X — mx)2. (6.6)
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Nétese que (X — mx)? = X? + m% — 2mxX de modo que
Var(X) = o3 = E(X?) —m3 (6.7)
porque para cualquier constante ¢ y cualquier v.a. Y € L; se cumple que
E(c)=c y E(cY)=cEFEY. (Explique.)

La raiz cuadrada positiva de la varianza se llama la desviacién estandar y

se denota por ox, i.e.
ox = ++/ Var(X).

Interpretacion fisica de EX y Var(X). Sea X una v.a. discreta con
valores xy, z, ...y densidad fx(x1), fx(x2),... Entonces EX es el centro de
gravedad o punto de equilibrio del sistema de “masas” fx(x;) en los puntos
con coordenadas x; (i = 1,2,...), y Var(X) es el momento de inercia de dicho
sistema con respecto a su centro de gravedad EX. Para una v.a. continua
EX y Var(X) tienen una interpretacién fisica similar para la “densidad de
masa” fx(7).

Interpretacién probabilistica (o “frecuencial”) de EX. Sea X una
v.a. (discreta o continua) en L;, y sean X, Xs,... vv.aa. con la misma
distribucion que X y que, ademas, son independientes. Para cadan=1,2,...,
sea

1
(X1_|_..._|_Xn)

P, = —
n

el promedio (o “frecuencia”’) de Xy, ...,X,. Entonces de acuerdo con la Ley
de los Grandes Numeros (que veremos en una seccién posterior)

P, — EX “casi seguramente”.

Ejemplo 6.4. Sea X una v.a. discreta. Demuestre:

(a) Si fx(k) =1/n parak =1,...,n, entonces

1 1
EX = 5(n+ 1) vy Var(X) = E(nQ —1).

(b) Si fx(k) = m para k = 1,2,..., entonces EX no existe (i.e. X & Ly).
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Solucién. (a) Usando la férmula

= 1
k=1

vemos que (6.2) resulta

3

1

SRS

EX =Y kfx(k) =
k=1

k=1

Para calcular la varianza de X, primero calcularemos el segundo momento
E(X?) de X y después usaremos (6.7) con mx := EX. Para calcular E(X?)
recuérdese que

- 1
d k= s+ 1)(2n+1),
k=1

Por lo tanto,

n

E(X?) =) K fx(k) = %Zk@ = é(n+ 1)(2n +1).

k=1

Asi pues, de (6.7),

Var(X) = é(n F1)2n+1) - i(n +1)? = 1—12(n2 _).

(b) Esto se sigue del hecho de que la serie

EX =Y kfx(k) = Z%—i—l =
k=1

k=1

NE
| =

>
Il

2
no converge. (Nota. La serie Y 1/kP converge si p > 1y diverge si p < 1.)
k=1

Teorema 6.5. La familia Ly = Li(Q2,F,P) de las vv.aa. con momento de
orden k finito (k > 1) es un espacio vectorial; es decir, sia € R y X,Y € Ly
entonces aX y X + Y estan en L. Mds generalmente, si ay,...,a, son
numeros reales y Xy, ..., X, estan en L, entonces

X+ +a, X, € L.
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Demostracién. La v.a. aX estd en Ly porque E|aX|* = |a|*E|X|* < .
Ademds, E(aX)k = a*E(X").
Para ver que X + Y esta en L; notese primero que
lz+ylF <2%(|z|F + |y[F) Va,yeR, k>0. (6.8)
En efecto, como |z + y| < |z| + |y| < 2 - max{|z|, |y|}, se sigue que
o+ y* < 2% (max{Ja], [ylH)" < 2" (2" + [y[").
Por lo tanto, usando el hecho de que
E(X, +Xo) = EX; + BXy si Xy, X € Ly,
vemos de (6.8) que
EIX+Y|" <2EX* + E|Y*) < c0.
[

Teorema 6.6. (Desigualdad de Chebyshev.) Sea X € Ly una v.a. no
negativa, y g : [0,00) — [0,00) una funcion no decreciente, con g(x) > 0 si
x>0, y tal que g(X) € L1. Entonces para cada € > 0

P{X > e} < Eg(X)/g(e). (6.9)
Casos especiales: (a) Con X € Ly, y g(x) = 2% (k > 1)
P{|X| > e} < E|X|*/e".

(b) En (a) témese k = 2, X € Ly, g(z) = 2% ademés témese X — mx en
lugar de X. Entonces

P{|X —mx| > e} < E(X — mx)?/&%,

ie.
P{|X —mx| > ¢} < 0% /¢? (6.10)

o equivalentemente

P{|X —mx| <&} >1— 0%/ (6.11)
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Demostracién. Considere la v.a. discreta

Ve 0 siX<e
T gle) siX>e

Entonces (como X > ¢ = ¢(X) > g(¢))
Eg(X) = EY =g(e) - P{Y = g(e)} = g(e)P{X = e}. O

O
Ejemplo 6.7. (a) Sea X una v.a. discreta con densidad
flz) = 1/18 si z=1,3,
= 16/18 si z=2.
Entonces mx = 2y 0% = 1/9. Luego, de (6.10),
P{|IX —2|>¢c} <1/9* Ve>0. (6.12)

En particular, si ¢ = 1 se tiene igualdad en (6.12), porque
P{X-2/>1}=P{X=1 6 X=3}=1/9,

de modo que, en general, la desigualdad de Chebyshev no se puede mejorar.

(b) A pesar de la conclusion en el inciso (a), en algunos casos la estimacién
que se obtiene de la desigualdad de Chebyshev (6.10) puede ser muy “pobre”.
Por ejemplo, supéngase que X ~ Exp(A), con A = 1/2. Entonces, por el
Ejercicio 6.2(b), mx = 1/A =2y 6% = 1/A* = 4 de modo que con € = 4, la
desigualdad (6.10) da

P{|X — mx| > 4} < 0%/16 = 0.25.

Sin embargo, si usamos la distribucién exponencial Fx(x) = 1 — e (para
x > 0) vemos que
P{X —mx| >4} = P{X>mx+4 6 X<mx—4}
P{X > 6}
1 — Fx(6)
= e =0.0494 << 0.25.

En otras palabras, usando la distribuciéon ezacta de X se obtiene una pro-
babilidad mucho menor que la que se obtiene usando (6.10) como una apro-
ximacion.
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Ejercicios § 6

6.1. En cada uno de los siguientes casos verifique que se cumple el valor dado
de EX y Var(X).

(a) Distribucién binomial: X ~ Bin(n,p), f(k) = ( Z )pk gk
para k=0,1,...,n,con q:=1—p.
EX=np y Var(X)=npq.

(b) Distribucién geométrica: X ~ Geo(p), f(k) := pq* para k =
0,1,...,con qg:=1—p.

EX=q/p y Var(X)=q/p”

(c) Distribucién de Poisson: X ~ Poi()\), f(k) := e *\¥/k! para
k=0,1,...
EX = Var(X) = A.

6.2. Repita el problema anterior para cada una de las siguientes distribu-
ciones continuas.

(a) Distribucién uniforme: X ~ Unila,b|, f(z) := 1/(b — a) para
a<x<hb.

a+b (b—a)?
X) = )
5 y Var(X) 1

(b) Distribucién exponencial: X ~ Exp()\), f(z) := Ae ™ parazx > 0,

EX =

EX=1/A y Var(X)=1/)\.

(c) Distribucién normal: X ~ N(m,c?), f(x) := (27r02)—1/2e—(f—m)2/2”2

para todo x € RR.
EX=m y Var(X)=o>
(d) Distribucién gama: X ~ I'(p,\), f(z) := MaP~le™**/T(p) para
x>0y f(x) := 0 parax < 0 (py A son pardmetros positivos; vea el
Ejercicio 2.6).
EX=p/\ vy Var(X)=p/)\.

6.3. Demuestre que si X € Ly, entonces la funcién f(a) := E(X —a)? alcanza
su minimo en a = EX, es decir

min E(X —a)* = f(EX) = Var(X).
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6.4. Sea M un entero positivo y X ~ Geo(p). Calcule la media de YV :=
min{X, M}.

6.5. Calcule la esperanza de Y := 1/(1 + X), en donde X ~ Poi(\).

6.6. Sea N un entero positivo, y sea f(k) :=2k/N(N+1) parak =1,...,N,
y f(k) := 0 en caso contrario. Demuestre que f es una densidad discreta y
calcule su media.

6.7. Sea X ~ N(0,1). Calcule la media y la varianza de |X|,X? y e* para
t € R fijo.

6.8. Sean k < r dos enteros positivos. Demuestre que
(a) |z <|z|"+1 VzeR.

(b) Si X € Ly y X > 0, entonces EX > 0. (Por lo tanto, si X,Y € Ly y
X >Y, entonces EX > EY.)

(c) Si X € L, entonces X € Ly; en otras palabras, si 1 < k < r entonces
L, C Lg. (Sugerencia: use (a) y (b).)

6.9. Sea X una v.a. y M una constante tal que P{|X| < M} = 1. Demuestre
que
|EX| < E|X| < M.

(Sugerencia: para obtener la primera desigualdad use el Ejercicio 6.8(b).)

6.10. Sea X una v.a. no negativa. Demuestre:

(a) Si X es discreta con valores en {0, 1, ...}, entonces EX = Y P{X > n}.
n=1

(b) Si X es absolutamente continua, entonces EX = [~ P{X > z}dx.
6.11. Sea X ~ Geo(p), y sea ¢ := 1 — p.

(a) Demuestre que P(X > n) = ¢" para todon =0,1,....

(b) Use el Ejercicio 6.10(a) para demostrar que EX = ¢/p.

6.12. Sea X ~ Exp()).

(a) Demuestre que P(X > x) = e~* para todo z > 0.
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(b) Use el Ejercicio 8(b) para demostrar que EX = 1/\.

6.13. Se dice que una v.a. X es simétrica si X y —X tienen la misma f.d.
Por otra parte, una funcién de densidad f es simétrica si f es “par” (o
simétrica con respecto al origen), i.e. f(—x) = f(x) para todo = € R.

(a) Demuestre que X es simétrica ssi P{X < z} = P{X > —z} para todo
z € R.

(b) Si X es una v.a. continua con densidad fx, demuestre que X es simétrica
ssi fx es simétrica.

(c) Dé al menos dos ejemplos de vv.aa. simétricas.

6.14. Demuestre que si X ~ N(m,0?) y b # 0, entonces
a+bX ~ N(a+ bm, b’c?).
6.15. Demuestre que X ~ N(m,o?) ssi (X —m)/o ~ N(0,1).

6.16. Demuestre que si X ~ N(0,0?), entonces X? tiene distribucién gama
con parametros p = 1/2 y A = 1/202. (Vea Ejercicio 6.2(d).)

6.17. Si X ~ N(m,o?), calcule la densidad de Y := eX. La densidad de Y
se conoce como densidad lognormal con pardmetros m y o2.

66



7 La integral de Lebesgue

Contenido: La integral de Lebesgue, la integral de Lebesgue—Stieltjes
(LS), la esperanza de una v.a.

En esta seccion definimos las integrales de Lebesgue y de Lebesgue—
Stieltjes (LS) y vemos su relacién con la esperanza de una v.a.

Sea (€, F, u) un espacio de medida y X : 2 — R una funcién F-medible.
Si X = I4 es la funcién indicadora de un conjunto A € F definimos la
integral de Lebesgue (o simplemente la integral) de X con respecto a u
como

/Qx dp = p(A). (7.1)

Supongase ahora que X es una funcién simple, es decir, X toma tinicamente
un numero finito de valores (distintos) z1,...,z, en R. Sea

A={we Q| X(w) =2} Vi=1,...,n,

de modo que podemos escribir X en la forma

i=1

Entonces definimos la integral de X con respecto a y como

/QX dp = le w(A;). (7.2)

Si X es no negativa definimos su integral con respecto a p como

/ Xdu = sup{/ hdp|h essimpley 0<h <X} (7.3)
Q Q

Notese que este supremo siempre existe pero puede ser +00; ademas, se puede
mostrar que es unico.

Para el caso de variables aleatorias considérese la siguiente definicién
basada en (7.3). Si X es una v.a. no negativa, se define la esperanza de

X como
E(X):= lim E(X,),

n—o0
donde X,, son vv.aa. simples tales que X,, T X. En la siguiente proposicion
vemos que (7.3) es en verdad unico.
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Proposicién 7.1. Si X,, T X y Y, T X para vv.aa. simples X,,,Y,,n =
1,2..., entonces
lim E(X,) = lim E(Y,).

n—00 n—oo

Demostracién. Para m entero fijo y € > 0 arbitrario, sea
A, ={w: X, > Y, — €}
Como X, T X y X >Y,,, entonces Un21 A, = Q. Ademas
Xn = Xoda, + Xplye > Xply, > (Vi — €)14,.
Asi
B(X,) > B((Yy — €)1s,) = E(Ynls,) — €P(A,)
= E(Yn) = EVinlag) — eP(An) = E(Yyn) — aP(A}) — eP(A,),
donde « := max,cq Yy, (w). Tomando n — oo llegamos a

lim F(X,) > E(Y,,) —¢,

n— o0
y como € es arbitrario

lim E(X,) > E(Y,).

n—0o0

Tomando ahora m — oo,

lim E(X,)> lim E(Y,,).

n—oo m—00

Aplicando el mismo procedimiento intercambiando las variables llegamos a
la desigualdad inversa, luego a la igualdad. O]
Ahora sea X una funcién medible arbitraria y considérese su parte positiva

Xt (w) := max{X(w),0} VweN
y su parte negativa
X (w) := —min{X(w), 0} = max{—X(w),0} Vw e Q.

Noétese que X = Xt — X~y |X| = XT + X7, y que ambas funciones X y X~
son no negativas. Por lo tanto, por (7.3), sus integrales

/X+d,u y /X_d,u
Q Q
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estan bien definidas. Si, ademés, ambas integrales son finitas, entonces dec-
imos que X es integrable con respecto a i y su integral es

/Xd,u ::/XJr du—/X‘ dpu. (7.4)
Q Q Q

Denotaremos por L;(2,F, i), o simplemente Li(u) 6 Ly, la familia de fun-
ciones integrables con respecto a pu. Ndétese que X € Ly ssi |X| € Ly, es

decir,
/|X|du:/X+du—l—/X_d,u<oo.
Q Q Q

El espacio L; es un espacio vectorial (vea el Teorema 6.5), y la integral
es un operador lineal y “positivo” sobre L; (es decir, X > 0 implica que

JXdu>0).

Definicién 7.2. Supéngase que p = P es una m.p. y que X es una v.a.
integrable con respecto a P. Entonces la integral de X con respecto a P se
llama la esperanza de X y escribimos

EX ::/XdP. (7.5)
Q

Esta definicién coincide con la definicién de esperanza para vv.aa. dis-
cretas y continuas que vimos en la § 6.

Ejemplo 7.3. Sea X una v.a. discreta con valores z,...,x, y funciéon de
densidad
fx(z;)) =P{X=2x;} para i=1,...,n.

Sea A; := {w € QX(w) = x;} parai =1,...,n. Entonces, de (7.5) y (7.2),
EX = / X dP =Y P(4A)
Q i=1
i=1

= Z i fx (@),
=1

que coincide con nuestra definicién de EX en (6.2). De hecho, un argumento
similar muestra que (7.5) y (6.2) coinciden para cualquier v.a. discreta X,
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aunque tenga un numero infinito numerable de valores. La condicién (6.1)
asegura que ambas esperanzas EXt = [ X*dP y EX~ = [ X~ dP son finitas,
porque (6.1) es equivalente a

HM:/WW+/XW<M
Q Q

Sea F' una funcién de distribucién de probabilidad (f.d.p.) y sea pp la
correspondiente medida de LS; vea (4.9). Si h: R — R es una funcién de
Borel integrable con respecto a g, escribimos

Am@ﬂmm:/hwp (7.6)

R

y decimos que (7.6) es la integral de LS de h con respecto a ur (o con
respecto a F'). En particular, si F' = Fx es la f.d. de una v.a. X, se puede
demostrar que la esperanza de h(X) existe ssi

/ Ih()|dFx(z) < oo,
R
en Cuyo caso
Emmzzﬁ@MP:AﬁMd&u) (7.7)

De aqui se puede ver que, por ejemplo, si X es (absolutamente) continua con
densidad fx, entonces la esperanza de h(X) coincide con la definicién en la

Seccién 6, i.e.
o0

Eh(X):/ h(z) fx(z)dz.

oo

Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.4. Sea X una v.a. sobre (0, F,P) y h: R — R una funcién de
Borel. Sea Fx la f.d. de X, y Px(B) := P[X7Y(B)], para B € B(R), la m.p.
inducida por X sobre (R, B(R)). Entonces

(a) h(X) € Li(Q,F,P) ssi h € Li(R,B(R),Px). Ademds,

(b) Si se satisface una de las dos condiciones en (a), entonces

‘Ammmwum:/ﬁ@wﬂmy (7.8)

R
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(Recuerde que el lado izquierdo de (7.8) coincide con Eh(X); vea (7.7).)
Demostraciéon. Supoéngase primero que h = Ig, la funciéon indicadora
de un conjunto de Borel B. Entonces, como

Ip(X(w)) =1 ssi weXHB),

el lado izquierdo de (7.8) resulta

jézg<x«u»fwdw>—-ch—%zﬂ>-PX<B>-/;IB@ﬂPXam». (7.9)

Es decir, (8) se cumple para funciones indicadoras. Luego, por linealidad,
también se cumple para funciones simples. Ahora supdéngase que h es una
funcion de Borel arbitraria pero no negativa. Entonces existe una sucesion
no—decreciente de funciones simples h,, tal que h,, T h. Por lo tanto,

Eh(X) = hm Eh,(X)

- lim / )Py (dz)
_ / h(z)Px(dx).

De aqui se siguen (a) y (b) para h > 0. Para h arbitraria, aplicamos el
argumento anterior a h™ y h™. O

Si X es una v.a. absolutamente continua con densidad fx, entonces para
cualquier intervalo (a, b] tenemos

Px(a,b] = P{a < X < b} = Fx(b /fX

En general, para cualquier conjunto de Borel B C IR tenemos

:Lh@m:/k@bmw

Comparando esta igualdad con (7.9) vemos que el mismo argumento de la
demostracion anterior da lo siguiente.

Corolario 7.5. Sea X una v.a. continua con densidad fx, y sea h una
funcion de Borel. Si E|h(X)] < oo, entonces

Euxw:[fh@nxqu

[e.9]
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Observacién 7.6. Si (€2, F, i) es un espacio de medida arbitraria y & > 1,
la familia de funciones F—medibles X : 2 — R tales que

/ IX|*du < oo
R

se denota por Li (€, F, u). Como en el Teorema 6.5, se puede demostrar que
dicha familia es un espacio vectorial. De aqui se sigue, en particular, que si
XY e Li(,F,u) =Ly y a,b e R, entonces aX + bY estd en Ly y

/(aX—i—bY)duza/Xd,u—i—b/Ydu.
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Ejercicios § 7

7.1. Sea (92, F, 1) un espacio de probabilidad en donde p = §, es la medida
de Dirac concentrada en el punto x € ). Demuestre que si X : 2 — R es
una v.a. no negativa, entonces [, X dy = X(z).

7.2. Sea Q = {1,2,...}, F = 22 el conjunto potencia de 2, y X : @ - R
una funcién no negativa. Sea p la medida de conteo (definida en el Ejemplo
1.8) sobre F. Demuestre que [, X du= > X(n).

En los ejercicios siguientes (€2, F, i) es un espacio de medida arbitraria y
X es una funcién F-medible.

7.3. Demuestre:

(a) Si X =0 pc.d.q., entonces [, X du = 0.

(b) Si Xy Y son vv.aa. tales que X =Y c.s., entonces EX = EY.
(c) SiX>0y [,Xdu=0, entonces X = 0 p—c.d.q.

7.4. Si [, [X[|dp < oo, entonces X es finita p-c.d.q.; es decir, el conjunto
A:={we Q| |X(w)|] = oo} tiene medida pu(A) = 0.

7.5. Si X estd en L1(Q2,F, ) y X > 0, demuestre que entonces

/Xd,uZO.
Q

Por lo tanto, si X y Y son ambas funciones integrables y X > Y, entonces

/XduZ/Ydu.
Q Q

/Xd,u::/X-IAdu VAeT,
A Q

Ademas, definiendo

vemos que si X > 0y A, B € F son tales que A C B, entonces

/Xd,ug/Xd,u.
A B
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7.6. Demuestre: si X es integrable, entonces | [, X du| < [, [X|dpu.

7.7. Sea X > 0 una v.a. sobre (2,5, P) con EX = 1. Defina
Q(A):=EXIy) VAed.

Demuestre:

(a) @ es una m.p. sobre (2, F).

(b) Si P(A) = 0 entonces Q(A) = 0. Dé un ejemplo mostrando que el
reciproco es falso en general, es decir, Q(A) = 0 no implica P(A4) = 0.

(c) SiP(X > 0) =1, entonces la esperanza con respecto a @, que denotamos
por Eq(-), satisface que Eg(Y) = Ep(YX), i.e.

/YdQ:/YXdP.

Ademés, la m.p. R definida como R(A) := Eg(l4/X) para A € F
coincide con P, i.e. R(-) = P(+).

7.8. Demuestre el Teorema de Convergencia Monétona: Sea {X,} una
sucesion creciente de funciones de Borel, no—negativas, tales que X, 1 X.

Entonces
/ X, dut / X du.
Q Q

7.9. Sean p y A dos medidas sobre un espacio medible (€2, F), ysea f : Q@ — R
una funciéon de Borel, no—negativa, tal que

1(B) = /B F@\(dw) YBeF

(En este caso se dice que f es la densidad (o derivada de Radon—Nikodym)
de p con respecto a A.) Demuestre que para cualquier funcién de Borel
g:Q2—=R
[ st = [ g)5wrw),
Q Q

en el sentido de que si una de las dos integrales existe, entonces también
existe la otra y, ademds, sus valores coinciden. (Sugerencia: Use el mismo
argumento que se usé en la demostracién de (7.8).)
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8 Covarianza e independencia

Contenido: Covarianza, varianza de una suma, leyes débiles de grandes

nuimeros.
En la Seccién 5 estudiamos el concepto de independencia de vv.aa. En

la siguiente proposicion se muestra que la esperanza del producto de vv.aa.
independientes tiene una forma particularmente simple.

Proposicién 8.1. Sean X, ..., X, vv.aa. independientes.

(a) Si ademés las vv.aa. Xi,...,X, estdn en L;, entonces su producto
Xy - X, también estd en L; y

B(Xy--X,) = (EX)) - (EX,). (8.1)

(b) Asimismo, si para cada k = 1,...,n, se tiene que hy : R — R es
una funcién de Borel tal que hi(Xy) estd en Ly, entonces el producto
hy(Xy) -+ he(X,) estd en Ly y

E[h(X1) - ha(Xp)] = Ehy(X1) - - Ehp(X,).

Demostracién. Es claro que (a) y (b) son equivalentes. En efecto, (a) es
un caso especial de (b) y, reciprocamente, (b) se sigue de (a) y del Teorema
5.2 (d). Por lo tanto, basta demostrar (por ejemplo) (b) en el caso n = 2
y después usar induccién para el caso general. (Explique.) Ademés, para
simplicar la notacién escribiremos h(X;) = f(X), he(Xs) = g(Y).

Con esta convencién, se obtiene (b) si f y ¢ son funciones indicadoras y
también, por linealidad, para funciones simples. Supongamos ahora que f y
g son funciones medibles no negativas. Entonces existen funciones simples

fa >0y gy > 0 tales que f,, T fy g, T g Porlo tanto, f,(X)g.(Y) T
f(X)g(Y) y se sigue que,

ElfX)g(Y)] = lim E[f,(X)gn(Y)]
= lim E[f,(X)] Elgn(Yn)]
= [ (X)]Elg(Y)].
Finalmente, en el caso general tomamos f = fT— f~yg=g"—g~ y (b) se
obtiene por linealidad. O
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Observacion 8.2. La conclusién en 8.1(a) no es vélida si las vv.aa. Xy,...,X,
no son independientes. En otras palabras, si X y Y estan en L, en general
no se cumple que el producto XY estd en L;. Por ejemplo, sea X =Y una
v.a. discreta con densidad f(k) := ¢/k? para k = 1,2,..., en donde c es una
constante para la cual ) f(k) = 1. (Recuerde la Nota al final del Ejemplo
6.4(b).) Entonces X =Y estd en L; porque

EX =Y kf(k)=c) k* <o,
k=1 k=1
pero el producto XY = X2 no estd en L, pues

EX*) =) K f(k)=c) k' #oo.
k=1 k=1

Si X y Y son vv.aa. en Lo, entonces XY € Ly porque [XY| < (X2 +Y?).
En este caso, definimos la covarianza de X y Y como
Cov(X,Y) := E[(X — mx)(Y —my)], (8.2)

en donde mx := EX y my := EY. Noétese que Cov(X, X) = Var(X) y, por
otra parte,

Cov(X,Y) = E(XY) — mxmy. (8.3)

Si Cov(X,Y) = 0 se dice que X y Y no estan correlacionadas. De (8.3) y
de la Proposicién 8.1(a) se deduce lo siguiente.

Proposicién 8.3. Si X, Y € L, son independientes, entonces no estan cor-
relacionadas.

Observacién 8.4. (a) El reciproco de 8.3 es falso; es decir, hay vv.aa. que
no estan correlacionadas y que, sin embargo, no son independientes. Como
ejemplo de lo anterior vea el Ejercicio 8.1. Otro ejemplo es el siguiente: sean
X y Y vv.aa. que tienen densidad conjunta f(x,y) uniforme sobre el disco
unitario D := {(7,y) € R*2? + ¢ < 1}, es decir

fley):=1/r si (a,y) €D,
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y f(z,y) :== 0 para (z,y) ¢ D. Entonces la densidad marginal de X y su
esperanza son

fx(x):%\/l—x2 si —1<x<1, EX=0

y similarmente para Y. En particular, f(z,y) # fx(z) - fy(y) de modo que
X y Y no son independientes. Sin embargo, un cédlculo directo demuestra
que X y Y no estan correlacionadas porque E(XY)=0= EX- EY.

(b) Una excepcién al inciso (a) es cuando la distribucién conjunta de
X y Y es la distribucién normal bivariada del Ejemplo 5.4. En tal caso
se puede ver que la covariancia de X y Y es el pardmetro p que aparece en
(5.11), es decir Cov(X,Y) = p. Por lo tanto, del inciso (b) de dicho ejercicio
concluimos que X y Y son independientes ssi no estén correlacionadas (i.e.

p=0).

Si {X,,} es una coleccién de vv.aa. que tienen la misma distribucién, di-
remos que las vv.aa. son identicamente distribuidas. Asimismo, la abre-
viacién i.i.d. significa que son independientes e identicamente distribuidas.
Ademads, diremos que las vv.aa. Xi,...,X, no estin correlacionadas si
Cov(X;,X;) = 0 para i # j.

Proposicién 8.5. Sean Xy,...,X, vv.aa. en Ly. Entonces
Var(Xy 4 -+ +X,) = > Var(Xy) +2)  Cov(X, X;). (8.4)
k=1 k<j

Por lo tanto, si las vv.aa. no estdn correlacionadas (en particular, si son
independientes)

Var(X; + -+ X,,) = »_ Var(Xy). (8.5)
k=1
Si ademds las vv.aa. tienen la misma varianza, digamos Var(X;) = o2,
entonces
Var(X; + -+ + X,,) = no. (8.6)
Nétese que (8.6) se cumple, en particular, si Xy, ..., X, sonii.d. con varianza
comtn o2.
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Demostracion. Sea S := X; + --- + X,, v my := EX, la media de
Xy (k=1,...,n). Entonces

ES=mi+---+m, (8.7)

Var(S) = E(S — ES)* = E[) (X — my)]*.

k=1

De aqui se sigue que (8.4) es consecuencia de la férmula general
k=1 k<j

para nimeros reales 1, ..., T,. O

En el Ejercicio 8.2 se pide calcular una férmula un poco mas general que

(8.4).

Definicién 8.6. Si las vv.aa. Xy,...,X,, son i.i.d. decimos que forman una
muestra aleatoria de tamano n. En este caso se dice que 5, := X;+---+X,,
es una suma muestral.

Ejemplo 8.7. Sea X;,...,X, una muestra aleatoria de vv.aa. en Lo cada
una con media u y varianza o2. Sea S, := S, /n el promedio muestral, i.e.

— 1
Spi=—(Xy+ -+ X,).
n
Demuestre que cuando n — 0o
Var(S,,) — 0 (8.8)
y, ademas, para cualquier € > 0
P{[S, —ul > e} = 0. (8.9)
Demostracién. Por (8.7) y (8.6), ES, = nu y Var(S,) = no?. Por lo

tanto,

1 — 1 1
ES,=—-ES,=p y Var(S,)=— Var(s,) = e
n n

n
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Esta ultima relacién implica (8.8). Por otra parte, de la desigualdad de
Chebyshev (6.9) vemos que

P{|S, — u| > &} < Var(S,)/e* = 0?/ne?, (8.10)
de lo cual se sigue (8.9). O

Debido a (8.9), en una seccién posterior diremos que, cuando n — oo,

Sn, — 1 “en probabilidad”. (8.11)
Asimismo, como Var(S,) = E(S, — u)? — 0, por (8), diremos que

Sp— 1 7en Ly” (o “en la media de orden 27). (8.12)

Los resultados en (8.11) y (8.12) se conocen como leyes débiles de los grandes
nimeros en probabilidad y en Lo, respectivamente. Nétese que, por (8.10),
la convergencia en (8.12) implica (8.11).
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Ejercicios § 8

8.1. Sea 2 = {1,2,3} un espacio equiprobable, i.e. P(w) = 1/3 para w =
1,2,3. Sean X y Y las vv.aa.

X(w) =1 siw=1, Y(w)=0 si w=1063,
= 0 si w=2, =1 si w=2.

= —1 si w=3,
Demuestre que X y Y no estan correlacionadas y que no son independientes.

8.2. Sean Xi,...,X, vv.aa. en Ly, y sean b,ay,...,a, nimeros reales. De-
muestre que

Var(a; Xy + -+ a, X, + b) = Z a; Var(Xy) + 2 Z aia; Cov(Xy, X;).

k=1 k<j

8.3. Sean X y Y vv.aa. en Ly con desviaciones estandar ox y oy, respecti-
vamente. Definimos el coeficiente de correlacion de X y Y como

(X, v = ST

Ox * Oy
a) Sea a un numero real v verifique que
(a) y que q
0< EX+aY)?=E(X?) +a*E(Y?) +2aE(XY).

(b) Tomando a := —FE(XY)/E(Y?) deduzca la desigualdad de Cauchy—
Schwarz:

[EXY)| < VEX?) VE(Y?). (%)

(c) Sustituyendo X y Y en (*) por X — EX y Y — EY, respectivamente,
concluya que
-1 <pX,Y)<1.

(d) Demuestre que en (*) se cumple la igualdad ssi se satisface alguna de las
siguientes dos condiciones:

(d)) P{IX=0}=1 6 P{Y =0} = 1
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(d2) Xy Y son “linealmente dependientes” con probabilidad 1, en el sentido
de que P{X = ¢Y'} = 1 para alguna constante c.

8.4. Calcule Var(X?Y), en donde X y Y son vv.aa. independientes con
EXY=2 EX*)=1, E(Y?)=1y EY)=0.

8.5. Sean X1, ..., X, i.i.d. Calcule la media y la varianza de S,, := X;+---+
X, en cada uno de los siguientes casos.

(a) X; ~ Geo(p).

(c) Xy ~ Exp(}).

(d) Xy ~ N(m,d?).

8.6. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de vv.aa. Bernoulli con dis-
tribucion

y sea S, el correspondiente promedio muestral. Demuestre que si n = 100,
entonces _
P{|S, —0.5] > 0.1} < 0.25.

(Sugerencia: use (8.10).)

8.7. Sean X y Y i.i.d. con distribucién P(X = i) = P(Y = i) = 1/2 para
1 =1,—1. Sea Z := XY. Demuestre que X,Y y Z no son independientes,
pero si son independientes de dos en dos.

8.8. Sea X = (Xy,...,X,) € R" un vector aleatorio. La matriz de cova-
rianza de X es la matriz Cx n X n que tiene componentes

Cij -= COV(XZ',XJ‘> VZ,j S {1,,71}

Demuestre que Cx es semidefinida positiva, es decir, es simétrica (¢;; = ¢j;
para todo i, ) y, ademaés, Zij a;ajc;; > 0 para todo (ag,...,a,) € R™.

8.9. Sea X € R" un vector aleatorio con matriz de covarianza C, y sea A
una matriz m x n. Demuestre que Y := AX € R™ tiene matriz de covarianza
ACA*, en donde A* es la transpuesta de A.
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9 Convergencia de vv.aa.

Contenido: Convergencia puntual, c.d.q., en medida, en Ly, en distribu-
cion, teoremas de convergencia mondtona, convergencia dominada, leyes de
grandes nuimeros, convergencia débil de medidas.

Sea (2, F, 1) un espacio de medida y X, X,, : @ - R (paran = 1,2,...)
funciones F-medibles.

Definicién 9.1. Decimos que la sucesion {X,, }
(a) converge puntualmente a X si X,,(w) — X(w) para todo w € €;

(b) converge p—casi donde quiera (c.d.q.) si X,, — X excepto en un
conjunto de medida cero; es decir, si

A={weQ|X,(w) A Xw)}, (9.1)

entonces u(A) = 0. En particular, si 4 = P entonces el conjunto
en donde X,, si converge a X tiene probabilidad 1, porque P(A°) =
1 —P(A) = 1. Por lo tanto, en lugar de X,, = X p—c.d.q. se dice que
X, — X con probabilidad 1 (c.p. 1) o casi seguramente (c.s.).

Es evidente que en 9.1, (a) = (b). Por otra parte, los tipos de conver-
gencia en 9.1 estan relacionados, en particular, con la siguiente pregunta:
;Cudndo se cumple que lim [ X,, du = [(limX,,)du? Un resultado de este
tipo es el Teorema de Convergencia Mondtona que aparece en el Ejercicio 7.8
y que repetimos aqui:

Proposicién 9.2. Si X,, > 0 para todo n y X,, T X, entonces

/Xn dp 1 /X dp. (9.2)

Teorema 9.3. Convergencia monotona “extendida’.

(a) Si X, >Y para todo n, en donde [Y dp > —oo, y X,, 1 X, entonces se
cumple (9.2).

(b) Si X, <Y para todo n, en donde [Y dp < oo, y X, | X, entonces

/Xndu¢/Xdu.
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Demostracién. (a) Si [Ydu = +oo, entonces [ X,dpu = +oo para
todo n y por lo tanto (9.2) se cumple trivialmente. Supongamos ahora que
[ Ydu < 0o, en cuyo caso |Y] < 0o p—c.d.q. Redefinimos Y como Y (w) := 0
si Y(w) = +00. Entonces

0<X,-Y1tX-Y

y se sigue del Ejercicio 7.8 (=Proposicién 9.2) que [(X,, —Y) 1T [(X =Y,
lo cual implica (9.2).
El inciso (b) se demuestra aplicando (a) a la sucesién —X,, > —Y. O
Como aplicaciones de 9.2 y 9.3 tenemos lo siguiente.

Ejemplo 9.4. Demuestre que si X,, > 0 para todo n, entonces

/ (i:: xn> dp = i:: / X, dp. 9.3)

En particular, si 4 = P es una m.p.,
E <2Xn> =Y EX, si X,>0 Vn

k
Solucién. Para cada k = 1,2,..., sea Y}, := > X,. Luego, como las
=1

n—=
funciones X,, son no—negativas, la sucesién {Y;} es no—decreciente y Y, 1

Y := > X,. Por lo tanto (9.3) se sigue de (9.2). (Explique.)
n=1

Ejemplo 9.5. Sea X € L;(Q,F, 1) una funcién no-negativa y definase

V(A)::/Xd,u:/X-IAdu VAeT. (9.4)
A Q

Demuestre que v es una medida finita. En particular, si 4 = P es una m.p.
y 0 < EX < 00, entonces v(A) := E(X-14)/EX define una m.p. (Supéngase
que X € Ly, pero no satisface la condicién X > 0. Entonces la funcién v(-)
en (9.4) es una medida con signo.)

Solucién. Es evidente que v satisface las condiciones (a) y (b) de la
Definicién 1.7, i.e., v(¢) = 0y v(A) > 0 para todo A € F. Para demostrar
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la condicién de o—aditividad en 1.7(c), considere una sucesion {A4,,} C F de

)
conjuntos ajenos, Yy sea A= U An Deseamos probar que
n=1

v(A) = v(A,). (9.5)

Para probar (9.5), sea I, la funcién indicadora de A,, (n = 1,2,...) y ndtese
que

Iy = Z I, (explique).
n=1

Por lo tanto

X-[A:iX-IAn

n=1

y de (9.4) y (9.3) se sigue que

V(A):/X-IAdM:iO:/X-IAnduziy(An).

Por tltimo, nétese que v es finita porque v(Q) = [, X du < co.

La demostracién del siguiente resultado usa el Lema de Fatou (caso gen-
eral del Ejercicio 9.10).

Teorema 9.6. Convergencia dominada. Si |X,| <Y para todo n, con
[1Y]du < oo, y ademds X, — X p—c.d.q., entonces

/]X\du <00 Yy /Xn dp — /X djs. (9.6)

Demostracion. Por el Lema de Fatou,

/(lim inf X,,) < lim inf/Xn < lim sup/Xn < /(lim sup X,,).

Esto implica (9.6) porque X,, — X, es decir, liminf X,, = limsup X,, = X.
m

Caso especial: Teorema de convergencia acotada. Supdngase que

i = P es una m.p. y que existe una constante M tal que |X,| < M para

todo n. Si ademds X,, — X c.s., entonces se cumple (9.6), i.e. E|X| < ooy
EX, — EX.
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Ejemplo 9.7. Sea (Q,F, 1) = (R,B(R),\) en donde A es la medida de

Lebesgue. Para cadan =1,2,... sea X, la funcién indicadora del intervalo
[n,00), y X = 0. Demuestre:
(a) Xp L X,y

(b) 0 <X, <1 para todo n, pero
(¢) [Xnd\# [ X dA. (Es ésto una contradiccion al Teorema 9.3 o al 9.67

Definicién 9.8. Sea (Q,F, 1) un espacio de medida y sean X,X,, : Q@ —
R (n=1,2,...) funciones F—medibles. Decimos que la sucesién {X,,}

(a) converge en medida a X si

lim p{|X, = X|>e}=0 Ve>0; (9.7)
n—oQ
(b) converge en Lj a X (1 <k < 00) si X, X,, estan en Ly (2, F, 1) y

lim [ X, — X|*du = 0. (9.8)

n—o0

Si =P es una m.p. y se cumple (9.7), i.e.
P{X, - X| >} >0 Ye>0, (9.9)

se dice que X,, converge a X en probabilidad. Asimismo, si se cumple (9.8),
ie.

E|X, —X[F =0, (9.10)
se dice que X,, converge a X en L; o en la media de orden k.

Para vv.aa. tenemos un tipo més de convergencia.

Definicién 9.9. Sea {X,} una sucesién de vv.aa. Se dice que X,, - X en
distribucién (o que X,, — X débilmente) si

FXH(ZL’) — Fx<I> Vze C(Fx),
en donde C(Fx) := {z € R|Fx es continua en z}.

Los distintos tipos de convergencia de vv.aa. estan relacionados como
sigue
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Proposicién 9.10. Para vv.aa.:

c.s. = Prob. = Distribucién

i
Ly

La demostracion de las implicaciones c.s. = Prob. = Distribucion se
puede ver en el Corolario 9.17 y la Proposicion 9.18. La demostracion de
“Lj = Prob.” se sigue de la desigualdad de Chebyshev (6.9) sustituyendo X
y g(z) por |X, — X| y g(z) = 2%, lo cual da

P{|X, — X| > ¢} < E|X,, — X|F/e".

De esta desigualdad se ve que (9.10) = (9.9).
Un hecho importante es que, en general, los reciprocos de las implicaciones
en 9.10 no se cumplen, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.11. Sea (Q,F,P) = ([0, 1], B0, 1], A), con A restringida al inter-
valo [0, 1].

(a) Sea X, :=n Ijinom paran =1,2,..., y X = 0. Entonces X,, = X
en probabilidad porque, digamos para 0 < e < 1,

P{X,| > e} =A[1/n,2/n] =1/n — 0.
Sin embargo,
E|X,|F =nFAl/n,2/n] =n*t A0 VE>1

de modo que X,, no converge en L. Luego, convergencia en probabilidad
no implica convergencia en L.

Notese, ademas, que X,, — X c.s., asi que convergencia c.s. no implica
convergencia en Ly.

(b) Sea X =0y sea X,, = I4, en donde A, :=[0,1/2] y Ay := (1/2,1];
Az = 10,1/4], Ay == (1/4,1/2], A5 := (1/2,3/4], As := (3/4,1]; etc. En-
tonces

Xp(w) A X(w) Vw,

pero X,, — X en probabilidad porque P{|X,| > ¢} — 0 para cualquier
0 < e < 1. Es decir, convergencia en probabilidad no implica convergencia
c.s. También se tiene convergencia en Lj,.
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(c¢) Primero definiremos dos vv.aa. X y Y que no coinciden en ningin
punto pero que tienen la misma distribucion, i.e.

X(w)#Y(w) YweQ, pero Fx(z)=Fy(z) YVzel. (9.11)

En efecto, tomando (por ejemplo) X := Iio1/2 y Y := I(1/2,1], es evidente que
se cumplen las condiciones en (9.11).

Ahora considere la sucesién {Y,} con Y,, = X para todo n. Entonces se
tiene Iy, = Fx = Fy para todo n y, por lo tanto,

Y, —>Y en distribucién.

Sin embargo, Y,, no converge a Y en probabilidad porque, para cualquier
0<e<l,
P{Y,-Y|>e} =P{IX-Y|>e}=1+4A0.

Sea {X,,} una sucesién de vv.aa. i.i.d. Para cadan=1,2,..., sean S, y
S, la suma muestral y el promedio muestral, respectivamente, i.e.

— 1
Sp =X+ +X, vy Sn::ESn.

En (8.11) y (8.12) vimos dos leyes débiles de grandes ntiimeros para el caso
en el que las X,, estdan en Lo, a saber

Sp—p en Ly y (por lo tanto) en probabilidad,

donde p := E(X;). La ley fuerte de los grandes niimeros se refiere a con-
vergencia c.s. y se enuncia como sigue,

Teorema 9.12. Ley fuerte de los grandes nimeros.
Si Xy, Xs, ... son vv.aa. i.i.d. con media p finita, entonces

lim S, =pu c.s.
n—00

Si E|X1| = oo, entonces limsup |S,,/n| = oo c.s.

Maés adelante se da una demostracion de 9.12.
Los dos ejemplos siguientes ilustran el método Monte Carlo, que en esen-
cia es una aplicacion de la ley fuerte de los grandes ntimeros 9.12.
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Ejemplo 9.13. Se desea calcular o estimar el area de una regién S contenida
en el cuadrado unitario C' := [0, 1] x [0, 1]. Selecciénense al azar n puntos en
C'y sea n’ el nimero de puntos que estan en S. Afirmamos que

n'/n~«a:= dreade S (9.12)

y que la estimacion es mejor cuando n crece.
En efecto, sea (£2,F,P) un espacio de probabilidad que soporta vv.aa.
iid. pg,k =1,2.... uniformes sobre C'. Sean X;, X, ... vv.aa. i.i.d. defini-

das como
1 si pr(w) €8,
0 en c.c.

Xp(w) = {
Notese que las Xj, son vv.aa. Bernoulli con pardmetro «a, pues
P{X) =1} = P{w|pr(w) € S} = A(S) = a,

donde A es la medida de Lebesgue. Luego, EX; = a y o? :=Var(X;) =
a(l — a); ademés, del Teorema 9.12:

1

—(Xy4+--+X,) 2 a cs,

n

que es el enunciado preciso de (9.12). Note que cada w € €2 hace que todas las
vv.aa. py tomen un valor en C, por lo que X;(w), X3(w), ... es una sucesién

de ceros y unos. Ademds, el error de la estimacion se puede precisar usando
la desigualdad de Chebyshev:

1 n
P { > Xi—a
"=
Ejemplo 9.14. Sea g : [a,b] — R una funcién medible. Se desea calcular la

integral
b
I:/ g(x)dz.

Para tal fin, considérese una v.a. X arbitraria pero con densidad fx(:) > 0
sobre [a,b] y sea Y := g(X)/ fx(X). Luego,

EY = /ab ch)fz)} - fx(@)da = /abg(x)dx ~ 1.

o2
e <— Vex>0,n=12....
ne
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Por lo tanto, para calcular I consideremos vv.aa. Xi, Xo,... i.i.d. con den-
sidad comtun fx, de modo que las vv.aa. Yy := ¢(X)/fx(Xy) son i.i.d. con
media finita FY = I. Luego, por el Teorema 9.12,

1 n
=3 Vi =1 cpl (9.13)
n

Noétese que el error de la estimacién en (9.13), usando la desigualdad de

Chebyshev, es
1 n
P { — 5} < 0% /ne?
n g—

2 V-
depende de la variancia 0? =Var(Y) = E(Y?) — I?, i

Q?

fx ) d —I? (9.14)

la cual es minima si fx(-) es proporcional a |g(-)|. En efecto, considérese la
desigualdad de Cauchy-Shwartz

( / lu(z |dx) < / buz(m)dm- / bv2(m)dx (9.15)

con u(x) := g(x)/\/ fx(x) y v(z) := /fx(x). Entonces (9.15) resulta

( |g<ar>|dm)2 S, / f(a

= 02—|—12 [por (9.14)]

2> (/b \g(x)|dx>2 —~I? (9.16)

Finalmente, si tomamos fx(x) := |g(x)|/C, con C := f lg(x)|dz, vemos que

[ £~ ([ o)

y se sigue de (9.14) que 02 =Var(Y) coincide con el lado derecho de (9.16).

IN

y por lo tanto
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El siguiente resultado se demuestra usando el hecho de que la funcién
exponencial e” satisface que

n—o0

lim <1 + &>n =e" s oz, >z (9.17)
n

En algunos textos de célculo el limite (17) aparece en la forma

lim [1+%+0(l)]n:e‘”, (9.18)

n—oo n

en donde o(1/n) es cualquier sucesién tal que n-o(1/n) — 0 cuando n — oc.
A continuacién tenemos una aproximacion de Poisson a la distribucién
binomial.

Teorema 9.15. Teorema limite de Poisson.
Sea b(k;n,p) la densidad binomial con pardmetros n y p, i.e.

b(k;n,p) = ( Z )pk(l —p)" " VEk=0,1,...,n. (9.19)

Supdngase que p = p(n) es una funcién de n y que p(n) — 0 en forma tal
que
np(n) = A cuando n — oo, (9.20)

donde X\ > 0. Entonces, cuando n — o0,
b(k;n,p(n)) — e N /kl VE=0,1,.... (9.21)

Demostracion. Primero observe que
( Z ) =n-(n—1)---(n—k+1)/k, p*=nFp"/nk

1=p)" " =Q0-p)"/(1—-p"
Por lo tanto, podemos expresar (9.19) como

en donde

An):=n-(n—1)---(n—k+1)/n* =1
B(n) := (np)*/k! — \F/E! (por (9.20))

C(n):=(1-p)"/1-p)*" = e
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porque (1 —p)" = (1 —np/n)" — e (por (9.20) y (9.17)) y (1 —p)k — 1
(pues p = p(n) — 0). Combinando estos resultados se obtiene (9.21). O

El limite en (9.21) se usa para aproximar b(k;n,p) cuando n es “grande”
y el pardmetro p es “pequeno”, tomando A = np, i.e.

b(k;n,p) ~ e " (np)*/k! (9.22)

Por ejemplo, suponga que la v.a. X ~ Bin(n,p), con n = 10* y p = 1074,
representa el nimero de accidentes automovilisticos en una cierta interseccion
de calles, durante algiin periodo dado de tiempo (e.g. entre 4 y 6 p.m.) Se
desea calcular la probabilidad de que ocurran dos o més accidentes. Usando
directamente la distribuciéon binomial obtenemos

P{X>2} = 1-P{X<2}
— 1 [P{X =0} +P{X =1}
= 1—(¢" +npg"™")

conn =103 p=10"%y g=1—p = 0.9999. Por otra parte, si usamos (9.22)
con A =np = 10%-107* = 0.1 tenemos

P{X =k} e N/l = 0.0 k! VE=0,1,....
Luego,

P{X>2} = 1-[P{X=0}+P{X=1}]
~ 1—e " (1+0.1)=0.0045

El siguiente resultado es muy util para verificar convergencia c.s.; vea,
por ejemplo el Ejercicio 9.5.

Proposicién 9.16. X,, — X c.s. ssi para cada e > 0

P(limsup{|X,, — X| > ¢}) = lim P
n—o0

J{Xe = X] > 5}] =0.

Demostracién. Sea B(e) := limsup B, (g), en donde

Bu(e) = {[Xo = X[ = e} = {w] [Xn(w) = X(w)[ = €}.
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Notese que

{wiXa(w) A X} = |JB)

= |J B1/m)

m=1
porque B(e) C B(¢') para € > ¢’. Por lo tanto,
X,—=X cs ssi P(B(g)=0 Ve>0.

De la Proposicién 9.16 trivialmente se obtiene lo siguiente.
Corolario 9.17. Convergencia c.s. implica convergencia en probabilidad.

En la siguiente demostracion usaremos el Ejercicio 1.9:
[P(A) — P(B)| < P(AAB).
para cualquiera dos eventos A, B.

Proposicién 9.18. Convergencia en probabilidad implica convergencia en
distribucion.

Demostracion. Supongase que X,, — X en probabilidad, es decir, para
cada € > 0,
P(|X, = X| >¢) = 0.

Sea A, = {X,, < z} y B := {X < z}. Entonces, usando F' y F,, para
denotar la distribucion de X y de X,,, respectivamente,
|Fn(z) = F(z)] = [P(An) = P(B)|
< P(A,AB)
= P(A,NB°)+P(BNAY). (9.23)

Supéngase que x estd en C(F'). Deseamos demostrar que cada término en
(9.23) converge a cero. Témese € > 0 arbitrario. Entonces

P(A,NB°) = PX,<z,X>z,|X,—X|<e¢)

+ PX, <z, X>z,|X,—-X|>¢)

< Plzx<X<z+e)+P(X,—X|>¢)
= Flr+¢e)—F(x)+P(X, —X]| >¢)
— F(x+¢)— F(z) cuando n — oo.
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Finalmente, tomando € | 0 se obtiene que el primer término en (9.23) tiende

a 0. Analogamente se demuestra que también el segundo término tiende a 0.

m

Demostraciéon. Ahora deseamos demostrar la ley fuerte de los grandes

numeros, Teorema 9.12. Primero veremos un caso sencillo bajo la hipotesis
adicional de que existe una constante ¢ > 0 tal que

EX;,—w*<ec (9.24)

Sea S, :=n S, = X; + ---X,,. Por la hipétesis de independencia junto
con g1 = 0, todos los términos de la esperanza E(S?) se anulan, excepto los
n términos de la forma E(X?), y los

(3)(3) e

términos de la forma E(XZQXJZ) = E(Xf)E(XJQ) — (6?)? = o*. Luego, por
(9.24),
E(SYH <nc+3n(n—1)o* < (c+30")n* Vn,

y por la desigualdad de Chebyshev, para cualquier € > 0,

P{|S,| >} < e *n*E(S)
< (c+30he*n 2

Esta desigualdad y la Proposicién 9.16 dan que S,, — 0 c.s. [

Para demostrar el Teorema 9.12 en el caso general requerimos algunos
resultados preliminares que son importantes es si mismos. Empezaremos con
el siguiente.

Teorema 9.19. Desigualdad de Kolmogorov. Sean X1, X5, ..., X, vv.aa.
independientes con media cero y varianza finita. Entonces

B(S?)

n
)
62

(9.25)

-----

donde Sy, == 3% | X;.
Demostracién. Sea A := {maxy_1 ., |Sk| > €},

Av={|S1 > e}y A ={|S1] <€ ..., |S-1]| < €&|Sk| > €}, k=2,...,n.
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Note que los conjuntos A son ajenos y la union de todos es A, por lo que
E(5?) > E(S%1,) = ZE (S214,).

Pero como E (Si(31 .1 Xi)1a,) = 0 ( diga porqué),

i=k+1

E(S214,) = E((Sk + Xpp1 + ... + X,,)°1a,)

= E(Sila,) +2E (Sk( En: Xi)lAk> +F (( En: XZ-)QIAk) > E(SPy,).

i=k+1 i=k+1

Entonces
n

E(S2) > Y E(SHa,) > Y P(A) = EP(A).
k=1 k=1
De donde surge (9.25). O

El siguiente resultado se conoce como Teorema de Kolmogorov-Kinchin.

Teorema 9.20. Sean X1, Xs,... vv.aa. independientes con media cero y
varianza finita, y sea S, ==Y, _; Xj.
Siy 2 E(X?) < oo, entonces S, converge c.s. cuando n — 0o.

Demostracion. Sea ¢ > 0 arbitrario. Vemos que

{w : {Sk(w)}32; no es de Cauchy} = U B(e),

0<e<eg
donde
B(e) := {w : lim sup |Sk(w) — Sy (w)] > e} :
n—o0 ]CZTZ
Ademds, si € > €1, B(ez) C B(er). Entonces U, .., B(€) = U,,>n B(1/m)
con €y < 1/N. Veamos que P(B(e)) = 0. -
> 6} .

Notemos primero que

Z Xi(w)

i=n-+1

b0 - U {-

n>1k>n
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Luego, usando la desigualdad de Kolmogorov tenemos que para cualquier n

£
)

i=n-+1
k
> X
= lim P( max | X, + ...+ Xk >e)

N
= lim P U
N—o0
1=n+1
N—oo k=n+1,..,.N

P(B(e))

VAN

k=n+1

1
< lim B (| X + ...+ Xn[?)

N—oo 62
1 Y 1 &
_ : 2y _ 2\ _
- ]\}1_{{1)06_22 E(X7) —6_2'2 E(X7) =0.
1=n+1 i=n+1
Tomando el limite cuando n — oo obtenemos el resultado. O

Los resultados (i) y (ii) en el siguiente lema se conocen como Lema
de Toeplitz y Lema de Kronecker, respectivamente, y dejaremos su de-
mostracion al lector (ver Ejercicio 9.20).

Lema 9.21. i) Sean {a,};2; C [0,00) y b, := > ., a;. Suponga que b, —
00, n — oo. Sea también {x,}22, C R tal que z,, = x, n — co. Entonces

n

1
—ZCLZ‘I‘Z‘ — T, N — O0.
bn i=1

ii) Sea {bx}32; C (0,00) creciente y tal que b, — 00, n — co. Sea también
{x,}22, tal que > | x; converge cuando n — co. Entonces

1 n
i=1
Lema 9.22. Sea X > 0 v.a. Entonces

iP(in) < B(X) < 1+§:p(xzn).

n=1 n=1
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Demostracion. Sabemos que

B(X) = /0 " P (de) = nf:l /[n_m) 2F(dz),

donde F es la f.d.p. de X. Podemos pues acontar f[nq n) xF(dzx) por debajo
o por arriba, con n — 1 o n, respectivamente. O

Podemos ahora demostrar el Teorema 9.12.
Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que F(X;) = 0.
Tenemos que

P(|X,| > n para una infinidad de valores n = 1,2,...)

= P(timsup{[X,| > n}) = lim P((J{[X,] > n})
n=~k

o0

< Jim > P(X.| 2n) = ,gngPaXl\ >n) =0,

pues del lema anterior sabemos que Y~ P(|X1| > n) < E(|X4]) < oc.
Entonces se tiene que

1 n
E ZXkI{|Xk|Zk} — 0 c.s.
k=1

Considere la v.a. truncada X,, := XoIx,)<ny- Si %22:1 X, 22 0 entonces
L1 Xk Z3 0 pues

1 — 1 e— - ] —
N X ==Y X, +2D X, I .
n}; k n; H”; k(| X4 >k}

Como E(X,) — 0, por el Lema de Toeplitz * >}, E(X};) — 0; entonces

n
para mostrar % ooy Xk %% 0 basta mostrar que

k=1
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A su vez, por el Lema de Kronecker, esto queda demostrado si se prueba que

" X, — E(Xy)
Z k - k

converge C.S.
k=1

Asi, para demostrar esto ultimo, por el Teorema de Kolmogorov-Khinchin,

verificamos que
L\ 2
= X, — B(X
Sk <— : k>> <.

k=1

En efecto, primero vemos que

ZE <Xk — B(Xy)

De donde obtenemos que

N——
IA
Mg

R

BE(Xy) _ Z E (X3 ;{2Xk<’“} Z % Z E (X7 Igo1<xy<iy)
k=1 k=1 k=1 =1

> 1 =1
= ZE(XfI{i—Kqu} Zk_ 2Z—E (XTLim1<ixy)<it)
i=1 k=1 i=1

8

~.

< ZZE (|X1|[{i—1<\X1|§i}) = 2E(|X1D < 0
=1

Donde usamos que > .7 1/k* =1/ +> 77 | 1/k* < 1/i+1/i. O
Por tultimo presentamos un ejemplo de convergencia c.s. usando el Lema
de Borel-Cantelli.

Ejemplo 9.23. Sean X, X5, ... vv.aa i.i.d. ~ exp(1l). Entonces

lim sup
n—oo E>n log

=1c.p.l

Demostracion. Sea ¢ > 0 arbitrario. Vemos que

P infinidad de & X,
p;:p( ara uga infinidad de ) p(hmsup_>1+e).

10gk21+6 logk —
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Si definimos A,, = { X > 14 e}, entonces

logn —

1

— _ _—(14+e)logn __
P(A,) = P(X, > (14+¢)logn) =e s =

De aqui se sigue que >~ | P(A,) < co. Luego por el Lemma 3.11, P(limsup A4,,) =
1, lo cual implica que p = 0. Tomando € — 0, tenemos que

n

lim sup <1ecp.l

ogn

Por otro lado, sea

g P ( Para una infinidad de & ) _p (limsup X o1 e) .

X >
gk = L —€ log k

Ahora definimos B,, = {ﬁ >1— e}. Por lo tanto P(B,) = #, lo que

logn
implica > ° | P(B,) = 00, lo cual también se cumple para ¢ = 0. Luego, de
la independencia de las vv.aa. resulta que los B,, son eventos independientes
(vea Definicién 5.1). Asi, de nuevo por el Lema 3.11, se obtiene ¢ = 1.
Tomando € — 0, tenemos que

n

lim sup >1cp.l.

ogn

De aqui concluimos el resultado. O]

Convergencia débil
Sean p y i, (n = 1,2,...) medidas de probabilidad sobre (R, B(R)), y
sea Cp(R) = Gy, el conjunto de las funciones continuas y acotadas de R en si
mismo.

Definicién 9.24. La sucesién {1, } converge débilmente a i si

/hdun%/hdu V h € Gy
R R

Supdngase que i v p,, €s la m.p. inducida por X y X,,, respectivamente,
n=1,2,.... A continuacién demostraremos, en particular, lo siguiente:
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Teorema 9.25. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) p, — p débilmente.

(b) X,, = X en distribucion.

(¢) Eh(X,) — Eh(X) para toda funcion h € Cy,.

La equivalencia de (a) y (c) se obtiene observando que

Eh(X,) = /Q h(X,)dP = / h(@) pin(dz). (9.26)

R

Por otra parte, la equivalencia de (a) y (b) se obtendré de los siguientes dos
resultados. (Compare el siguiente lema con la Proposicién 4.10.)

Lema 9.26. Sea F' una f.d.p. Sea Y una v.a. con distribucién Uni[0,1] y
definase la funcién ¢(y) := inf{z|F(z) > y} para 0 < y < 1. Entonces F' es
la f.d.p. de ¢(Y), es decir,

P{o(Y)<z}=F(z) VzeR.
Demostracion. Puesto que F' es continua por la derecha, se tiene que
inf{z|F(z) > y} = min{z|F(z) > y},

es decir, el infimo se alcanza en algin punto. Por lo tanto, F'(z) > y si y sélo
si p(y) < z. Luego, como 0 < F(z) <1y Y ~ Unil0, 1],

P{p(Y) < 2} = PY < F(2)} = F(x).

Denotaremos por 0A la frontera de un conjunto A C R, i.e.,
0A:={zeR|Ve>0, AN(x—¢c,z+e)# ¢y AN(x—e,x+¢) # ¢}

Lema 9.27. Las siguientes proposiciones son equivalentes para una sucesion
de m.p.’s p, sobre B(RR):

(a) pn, — p débilmente.
(b) pn(A) = u(A) para todo conjunto de Borel A C R con p(0A) = 0.
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(¢) pn((—00,x]) = pu((—o0,z]) para todo = € R tal que u({z}) =0.

(d) Existen vv.aa. Y,Y},Ys, ... definidas sobre algiin espacio de probabili-
dad, con Y ~ py Y, ~ u, para todo n, y tales que ¥,, = Y c.s.

La equivalencia de los incisos (a) y (d) se conoce como Teorema de
Skorokhod.

Demostracién. (b) = (c): Esto es obvio porque la frontera de (—oo, z]
es {x}.

(a) = (c): Fijese z € R y € > 0 arbitrarios, y sea f la funcién in C,
definida como

1 si t<u,
ft):=¢0 si t>x+e,
l1—(t—xa)/e si z<t<z+e.

Entonces, como [(_w 2] < f < I(—oopte]s

i sup p (~0c,2)) < limsup [ f dpn = [ f dp < (=04 <)

es decir, lim sup p, ((—o0, z]) < p((—o0, z]) porque € > 0 era arbitrario.
Andlogamente, sea g € Cj, la funcién definida como

1 si t<x—c¢g,
g(t):=<2 0 si t>ux,
l—(t—xz+e))e si v—e<t<u.

Entonces, como [(_oz—c] < g < I(—o04], S€ SigUE que

i inf o (—o0,)) > it [ g dp = [ g > p((~o0.2 ~ <)

es decir, liminf y, ((—oo, z]) > pu((—o0, z)).
Finalmente, si u({z}) = 0, entonces u((—oo, z]) = u((—o0,z)), de modo
que
lim inf p,, ((—00, z]) = lim sup((—oo, x]) = u((—o0, z]),

como se deseaba demostrar.
(c) = (d): Sean F'y F, (n = 1,2,...) funciones de distribucién aso-
cladas a p y fu,, respectivamente, es decir, F(x) := p((—oo,z|) v F,(z) ==
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tn((—00, z]) para todo x € R. Sea (£2,F, P) el espacio de probabilidad uni-
tario ([0, 1], B[0, 1], ), con A = medida de Lebesgue, y sean

Y(w) :=inf{z|F(z) > w}, Y,(w):=inf{z|F,(z)>w}

vv.aa. definidas como en el Lema 9.26 con w € (0,1). Luego, Y ~ uy
Y, ~ pu, para todo n.

Noétese que las gréaficas de las funciones Y,, y Y son las inversas de las
graficas de F,, y F. Ademas, por hipétesis, F,(z) — F(x) en cada punto x
en el que F es continua. Por lo tanto, Y,,(w) — Y (w) en cada punto w € (0, 1)
correspondiente a un punto en el que F' es estrictamente creciente, es decir,
para cada w en donde Y es continua. De aqui se sigue que Y, — Y c.s.
porque, como Y es no—decreciente, el conjunto en donde Y es discontinua es
a lo mas numerable.

(d) = (a), (b): Sea h una funcién en Cj. En particular, h es continua,
y como Y, — Y c.s., se sigue que h(Y,) — h(Y) c.s. Ademads, h es acotada
asi que Eh(Y,) — Eh(Y) y se obtiene (a).

Para demostrar (b), supéngase que h es una funcién medible y acotada
con u(Dy) = 0, donde Dy, := {puntos de discontinuidad de h}. Entonces c.p.1
Y ¢ Dy, y por lo tanto, h(Y,) — h(Y) c.p.1 y, de nuevo, por convergencia
acotada se obtiene que Fh(Y,) — ERh(Y). Finalmente, para obtener (b),
sea A un conjunto de Borel con u(0A) = 0y témese h = I4. Luego, como
Dy, = 0A, se obtiene (b). O

Demostracién del Teorema 9.25. Este teorema se obtiene de (9.26)
y de la equivalencia de (a) y (c) en el Lema 9.27. O

Para concluir, observe que el Teorema 9.25(b),(c), combinado con los
Ejercicios 9.13 y 9.14, da una nueva demostracion de la Proposicién 9.18, es
decir, convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion.
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Ejercicios § 9

9.1. Sea c una constante. Demuestre que si X,, — ¢ en distribucién, entonces
X, — ¢ en probabilidad.

9.2. Sea {X,,} una sucesién de vv.aa. que converge uniformemente a X, i.e.
sup,, | X, (w) — X(w)| — 0 cuando n — co. Demuestre que EX,, — EX.

9.3. Sea (,F, 1) = (R,B(R),A) en donde A es la medida de Lebesgue.
Ademas, para cadan =1,2,..., sea X,, := %I[O,n] y X = 0. Demuestre que

(a) X,, = X uniformemente y
(b) 0 <X, <1 para todo n, pero

(¢) [X, d\ /4 [X dX\. (Es ésto una contradiccién al Teorema 9.6 ¢ al
Ejercicio 9.17

9.4. Sea (2,3, 1) como en el Ejercicio 9.2, y sean X, := Ijp o) v X = 0.
Demuestre:

(a) Xp I X,y
(b) 0 <X, <1 para todo n, pero

(¢) [X,d\ 4 [XdA. (Es ésto una contradiccién a la Proposicién 9.2 o al
Teorema 9.67

9.5. Sean Xi, Xo, ... vv.aa. independientes en Ly, con E(X;) = m; y Var(X,) =
aj2-. Supongase que existe una constante M tal que 0]2 < M para todo j. Sea

n

Yo=Y (X5 —my).
j=1
Demuestre que
(a) Var(Y,) <nM,
(b) %Yn — 0 en Ly y, por lo tanto, en probabilidad.

Al resultado en (b) se le conoce como ley débil de los grandes nimeros de
Chebyshev.

102



o0
9.6. Demuestre que si Y P{|X,, — X| > ¢} < oo para cada € > 0, entonces
n=1

X, = X c.s. (Sugerencia: use la Proposicién 9.16.)

9.7. Demuestre:

(a) Si X,X, (n=1,2,...) son vv.aa. en Ly tales que i E(X, —X)? < oo,
entonces X,, — X c.s. (Sugerencia: use el Ejercic?gl9.6.)
(b) Si{X,} es una sucesion de vv.aa. discretas con
P{X,=1/n} =P{X,=-1/n}=1/2 ¥n=1,2,...,

entonces X,, — 0 c.s.

9.8. Demuestre que si X,, — X c.s., entonces X,, — X en probabilidad.
(Sugerencia: use la Proposicién 9.16.)

9.9. Supdngase que el 0.005% de la poblacién muere anualmente debido a
un cierto tipo de accidente de trabajo, y que una compania de seguros tiene
entre sus clientes 10,000 que estan asegurados contra ese tipo de accidente.

(a) Calcule la probabilidad de que la compania deba pagar més de 3 pdlizas
en un ano dado.

(b) Repita (a) usando la aproximacién de Poisson (9.22).
9.10. Demuestre el Lema de Fatou: sean X, X,,..., X vv.aa.

(a) Si X,, > X para todo n, donde E(X) > —oo, entonces

liminf F(X,,) > E(liminf X,,).

n—0o0 n—oo

(b) Si X,, < X para todo n, donde E(X) < oo, entonces

limsup F(X,) < E(limsup X,,).

n—oo n—oo
(Sugerencia: Sea Y, := infy>, X) y YV := liminf X,, = limY,,, y obsérvese
que Y, 1 Y. Ahora, para demostrar (a) use el Teorema de convergencia
monotona. Para demostrar (b) use el hecho de que limsup X,, = — lim inf(—X,,)

y aplique el inciso (a).).
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9.11. Sea f : [0,00) — [0,1] la funcién definida como f(z) :=
x > 0. Demuestre que X,, — X en probabilidad ssi

X
Ti; para

lim E[f(|X, — X|)] = 0.

n—oo

9.12. Demuestre que si X,, — X en probabilidad y X,, € [—¢, ¢] para todo
n, entonces X,, — X en L, para todo r > 1.

9.13. Si X,, = X en L, o en probabilidad, entonces existe una subsucesién
ny tal que X,,, — X c¢.s. cuando k& — oo.

9.14. (Extensién del Teorema de Convergencia Dominada.) Supdngase que
X,, = X en probabilidad y que existe Y € L, tal que |X,,| <Y para todo n.
Entonces X esta en L, y X,, = X en L,,.

9.15. Sea f una funcién continua. Si X,, — X c.s. 0 en probabilidad,
entonces f(X,) = f(X) c.s. o en probabilidad, respectivamente.

9.16. Sea p la medida de Lebesgue sobre el intervalo unitario, y sea pu, la
medida uniforme sobre {0,1,...,n}, es decir u,({i/n}) = 1/(n + 1) para
i €{0,1,...,n}. Demuestre que p, converge débilmente a p.

9.17. Supéngase que X,, — X en distribucion, donde X,, > 0. Demuestre
que
EX <liminf EX,,.

9.18. Sea X =0y X, tal que P{X,, =n} =1/ny P{X, =0} =1—-1/n.
Decir en que sentido X,, converge a X.

9.19. Sea i, la distribucién normal N (0, 1/n). Digasi {y, } converge débilmente.
En caso afirmativo, diga a qué medida converge {/u,}.

9.20. Demuestre el Lema 9.21.
Sugerencia: Para i), se usa que

(Ve > 0)(3N)(n > N)|x, —z| <,

para después acotar

n
-y
— aQ;x; — T
by, “

=1
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usando la desigualdad del triangulo. Para ii) se puede usar i) reescribiendo

i=1 i=1

donde S; := 37, _, T
9.21. Demuestre que F(X?) < co siy solosi Y o7 nP(|X| > n) < oc.

9.22. Sean X, Xy, ... vv.aa. ii.d. tales que P(X,, = —1) = P(X,, =1) =
1/2. Demuestre que
X +...+ X,

Vnlog(n)

Sugerencia: Vea la técnica de la ley fuerte de los grandes niimeros usando
el Lema de Kronecker y el Teorema de Kolmogorov-Khinchin. También use
que

— 0 c.s.

> 1
— < .
2 Klog?(k) ~

k=1
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10 Funciones caracteristicas y el TLC

Contenido. Funcién generadora de momentos, funcién caracteristica, teo-
rema de continuidad, teorema limite central, funcién generadora de pro-

babilidad.

En este capitulo introducimos dos herramientas muy ttiles en la teoria
de la probabilidad y sus aplicaciones: la funcién generadora de momentos
(f.g.m.) y la funcién caracteristica (f.c.) de una variable aleatoria.

La funcion generadora de momentos
Sea X una v.a. sobre un espacio de probabilidad (2, F, P). La funcién
generadora de momentos (f.g.m.) de X se define como

Mx(t) := E(e™) (10.1)

para todo t € R para el cual la esperanza en (10.1) es finita. Para tales
valores de ¢, por (7.7) podemos escribir

Mx(t) = /Q e *dpP = /R e"dFy(z), (10.2)

donde Fx esla f.d. de X. Debido al lado derecho de (10.2), la f.g.m. de X
también se conoce como la transformada de Laplace de Fx.

Noétese que si X es una v.a. discreta con valores xj, y funcion de densidad
fx, entonces

My (t) =) e fx (). (10.3)

k
Por otra parte, si X es (absolutamente) continua con densidad fx, entonces
My(t) = / ¢ o (x)dx, (10.4)

Como ejemplo, supéngase que X tiene densidad binomial B(n, p), es decir
(como en el Ejemplo 2.2(b)),

fx(k) = c(n, k)p"(1 —p)"™*
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para k = 0,1,...,n, donde ¢(n, k) es el coeficiente binomial en (2.7). Luego,
por (10.3), la f.g.m. de X es

n

Mx(t) = > elnk)(e'p)*(1—p)" "

k=0
= (pe' +1—p)".

Analogamente, si X tiene densidad exponencial con parametro A > 0 como
en el Ejemplo 2.11(b), entonces de (10.4) tenemos que

Mx(t) = )\/ e M dxy
0

A
A—t

para t < \.

El nombre funcion generadora de momentos de X se debe a que, bajo
ciertas condiciones, los momentos my, := E(X¥) para k = 0,1, ... se obtienen
derivando la f.g.m. y evaluando las derivadas en ¢ = 0, es decir,

d

%E(etx)\tzo =EB(X"=my, k=12 .. (10.5)

Esto se debe a la definicion de la funcion exponencial,
¢ = a¥/kl VzeR, (10.6)
k=0

y al siguiente teorema.

Teorema 10.1. Sea X una v.a. tal que, para algun a > 0,

|Mx (t)] < 0o V|t| < a. (10.7)
Then -
Mx(t) =Y EX*)tF/kl V|t| < a.
k=0
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Demostracion. Para cualquier n = 0,1, ...,

|zn:(tX)’f/k:!| < zn: 1tX|*/k! (10.8)

X (por (10.6))
X e X,

IA A

Por otra parte, para [t| < a,
B + e ) = Mx(t) + Mx(—t) < c0.

Luego, por (10.6), (10.8) y el Teorema de Convergencia Dominada,

Mx(t) = E(e") = E (Z (tX) /k') Z o E(X%).
k=0
O
La funcién caracteristica
La funcién caracteristica (f.c.) de X se define como
Cx(t) := E(e"™) Vt € R, (10.9)

donde 7 = v/—1 es la unidad imaginaria. Observe que la f.c. se puede escribir
en terminos de la f.g.m. como Cx(t) = Mx(it) y que, en lugar de (10.2),
tenemos

Cx(t) = /Q e *dp = /R e dFx(x). (10.10)

En vista del lado derecho de esta igualdad, la f.c. de X es la transformada
de Fourier de Fx. Por otra parte, si X es discreta o continua, entonces su
f.c. se puede obtener de (10.3) y (10.4), respectivamente, sustituyendo ¢ por
it.
Nota 10.2. Para cualquier x € R se tiene que

e =cosx +isenx

1/2

y, por lo tanto, |e®®| = (cos’z+sen®z)Y/? = 1. De aqui se sigue que

|ICx(t)] < / le™|dFx(z) =1 para todo t € R.
R
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Esto significa que la f.c. Cx(t) esta definida y es uniformemente acotada para
todo t € R. Observese que la f.g.m. Mx(t) puede no estar definida para
algunos valores de t. (Vea Ejercicios 10.1 (b) y 10.2 (a).) También se puede
ver que la f.c. es uniformemente continua. En efecto, para todo t y h en R,

Cx(t+h) = Cx(t)] = [Ble™ (™ — 1)
< Ele"™ —1] =0,

cuando h — 0, por el Teorema de Convergencia Acotada.

Nota 10.3. En el siguiente Teorema 10.4 se obtiene para la f.c. el andlogo
de (10.5), i.e.,
d

dtk
En la demostracién del teorema se usa la desigualdad

Cx(t)]i=o = i*E(XF). (10.11)

|€z’m(t+h) . eimt| < |ZEh’ \V/ZL’,t7h cR.

En particular e — 1| < |z|, y que se obtiene como sigue. Si f(z) = €',
entonces para todo a y b,

1)~ f@] = | [ Fada

< |b—al sup |f'(z)] =[b—al

a<z<b

Teorema 10.4. Sea n un entero positivo y X una v.a. en L, (i.e. E|X|" <
o0 ). Entonces la f.c. de X es n veces diferenciable con derivadas

c¥(t) = B[(iX)* "] para k =0,1,...,n. (10.12)
En particular, cont =0 se tiene (10.11) para k = 0,1, ..., n.

Demostracién. Para k = 0 (10.12) se cumple trivialmente. Para k = 1,
se sigue de la nota anterior y del Teorema de Convergencia Dominada que la
f.c. Cx es diferenciable bajo el signo de integral y asi se obtiene (10.12) para
k = 1. Tterando este argumento se obtiene (10.12) para k = 2, ..., n. O

Nota 10.5. Una pregunta importante es: dada una funciéon C' : R — C,
;como sabemos si C' es la funcién caracteristica de una v.a.? La respuesta
se conoce como Teorema de Bochner (o de Bochner-Khinchin) que dice lo
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siguiente: La funcion C' es una funcion caracteristica si y sélo si C' es continua,
C(0) =1y C es positiva semi-definida, es decir, para cualquier entero n > 1
y cualesquiera dos conjuntos {ti,...,t,} C Ry {z,...,2,} C C se tiene que

Z C(tl — tj)Zl'Zj 2 0.
3,j=1

La demostracién de este teorema se puede ver, por ejemplo, en el libro de
Laha & Rohatgi [?], Teorema 3.6.1.

El siguiente teorema establece una propiedad fundamental de las fun-
ciones caracteristicas. Sin embargo, como la demostraciéon es muy técnica
(basada en la férmula de inversién de la transformada de Fourier), la pospon-
dremos para mds adelante (ver Lema 10.16).

Teorema 10.6. (Propiedad de unicidad de la f.c.)
Dos vv. aa. tienen la misma f.d. ssi tienen la misma f.c. En otras palabras,
X ~Y ssi Cx(t) = Cy(t) para todo t € R.

Las siguientes propiedades son faciles de demostrar.
Proposicién 10.7. (a) Si Y = aX + b, entonces
Cy (t) = e® Cx(at). (10.13)

(b) Si Xy, ...,X, son vv.aa. independientes y S := X; + - - - + X,,, entonces

Cs(t) = Cx, (t)---Cx, (1) VteR. (10.14)
En particular, si Xq,...,X,, son i.i.d., entonces
Cs(t) = [Cx, (t)]". (10.15)

Ejemplo 10.8. Sean Xy, ..., X, vv.aa. independientesy sea S := Xy +---+
X,. Demuestre:

(a) Si Xg ~ Poi(A\;) para k =1,...,r, entonces S ~ Poi(A\; + -+ \,.).

(b) Si Xy ~ N(ug,02) parak =1,...,r, entonces S ~ N (g +- -+ pt, 03+
st a2,
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Solucién. (a) Por la Proposicién 10.7(b),

Cs(t) = H Cx, () = H M=
k=1 k=1

de modo que _
Cs(t) = ePrt =1,

Es decir, la f.c. Cg coincide con la de una variable Poisson con parametro
A=A + -4+ A\.. Por lo tanto, el resultado se sigue de la propiedad de
unicidad en el Teorema 10.6. La demostracién de (b) es similar. O

En el resto de esta seccién veremos varios resultados relacionados con el
concepto de convergencia en distribucién de vv.aa. Recuerde que segin la
Definicién 9.9, X,, — X en distribucién si Fx, (z) — Fx(x) para todo z € R
en el que la f.d. Fx es continua. Un criterio relativamente sencillo de usar
para este tipo de convergencia es el siguiente, que ya vimos en el Teorema
9.25.

Proposicién 10.9. X,, — X en distribucién ssi Eh(X,,) — Eh(X) para toda
funcién h : IR — R continua y acotada.

De hecho, aqui usaremos el siguiente criterio de convergencia en dis-
tribucion basado en funciones caracteristicas, llamado el Teorema de con-
tinuidad.

Teorema 10.10. Sean X y X,, (n = 1,2,...) vv.aa. con funciones carac-
teristicas Cx y C,, respectivamente. Entonces X,, — X en distribucion ssi
Cy(t) — Cx(t) para todo t en R.

De hecho, una parte del Teorema 10.10 se sigue directamente de la Proposicion
10.9. En efecto, tomando hy(z) = cosxz y he(z) = senz, de la Proposicion
10.9 se sigue que si X,, — X en distribucion, entonces Eh;(X,,) — Eh;(X)
para i = 1,2. Esto implica que C,(-) converge a Cx(-). El reciproco de esta
proposicion se obtiene de la formula de inversion que veremos en el Lema
10.16.

Ejemplo 10.11. Supéngase que X,, — X en Lo. Demuestre que:
(a) EX, — EX, E(X?) — E(X?) y Var(X,,) = Var(X);
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(b) Si ademds X,, ~ N(u,,02) para cada n, con p, — py o2 — o2 > 0,
entonces X tiene distribucién N(u,o?) y X,, — X en distribucién.

Solucidn. (a) Por definicién de convergencia en Lo, F(X,, —X)? — 0 cuando
n — oo. Por la desigualdad de Jensen o la desigualdad de Cauchy—Schwarz
(Ejercicio 8.3)

(EX, — EX)? = [E(X, - X)]? < BE(X,, — X)? =0,
esto implica que FX,, — EX. Otra vez usando la desigualdad de Cauchy—
Schwarz, E[X - (X,, — X)] — 0 pues
(B[X- (X, - X)])?*< EX?) - EB(X,—X)? 0.
Por lo tanto, como
X2 - X = (X, - X)*+2X - (X, — X),

se sigue F(X?) — E(X?). Finalmente,

Var(X,,) = E(X2) — (EX,)? = E(X?) — (EX)? = Var(X).

(b) La f.c. de X,, converge a la f.c. de X pues
Cx, (t) = exp(ipint — 02t%/2) — exp(iut — o*t*/2) = Cx(t)

para todo t € R. Es decir, X ~ N(u,0?) y del Teorema 10.10 concluimos
que X,, — X en distribucién. (Observe que esta tltima conclusién también
se podria haber obtenido de la Proposicién 9.10.) O

En la Nota 10.2(b) se vi6 que si E|X|" < oo, entonces las derivadas
de Cx(t) en t = 0 satisfacen que C;k)(O) = i*E(X*) para k = 0,1,...,n.
Ademas, aplicando la férmula de Taylor a Cx(t) podemos ver que

Cx(t) =Y _()*EX") /Kl +o(t") VEER, n=1.2,..,
k=0
o(t™)

tn

0.

donde o(t") es una funcién tal que lim;_,q
En efecto, se sabe que

" = cos(z) + isin(z) = (cos(bhz) + isin(fax))



con z € Ry 60,0, € [-1,1]. Asi que, sustituyendo ¢tX por x y tomando
esperanzas, se obtiene

] = 3 W gy + O mx + eu)y
donde
€n(t) := E[X"(cos(0:tX) +isin(6:tX) — 1)].

Sin embargo, como |e,(t)| < 3E[|X|"], por el teorema de convergencia dom-
inada €,(t) — 0 cuando t — 0.
En particular, para n = 2 tenemos

Cx(t) = 14 (it)EX — t*E(X?) /2 + o(t?). (10.16)

Usaremos esta expresion para demostrar a continuacion el célebre Teorema
del Limite Central (TLC).

Teorema 10.12. Sea {X,,} una sucesion de vv.aa. i.i.d. con media p y
variancia o® > 0 finita. Para cadan = 1,2,..., sean S, y S, la suma y el
promedio muestral, respectivamente, i.e.

— 1
S, =Xy +---+X, y S,:=-=-5,
n

Asimismo, sea

Sn— ES,  Sp—nu

= — : 10.17
Var(S,) ay/n ( )
notese que _
Sn —H
Y, = )
a/\v/n
Entonces
Y, — Z en distribucion, (10.18)
en donde Z ~ N(0,1). Equivalentemente, como
Fy(x) =P{Z <z} = L r eV 2dy
V2T ) o
es continua en todo x € R, se tiene que
P{Y, <z} = Fz(z) VzeR. (10.19)
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Demostracién. Sea C,(t) la f.c. de Y,,. Por el Teorema de Continuidad
10.10, para demostrar (10.19) basta verificar que

Co(t) = Cy(t) = ¥? ViteR. (10.20)

Con este fin, nétese primero que
Y, = Zik/\/ﬁ, (10.21)
k=1

en donde X}, := (X, —_,u)/cr es una v.a. con media 0 y varianza 1; ademas,
por (10.16), la f.c. de Xy satisface que

Cg. () =1—1/2+0(t*) = h(t) Vk=1,2,...

k
Por lo tanto, como las X; son i.i.d., se sigue que
Cut) = [h(t/Vn)]"
= [1—#*/2n+ o(t*/n)]™.

Finalmente, tomando el limite cuando n — oo y usando (9.18) obtenemos
(10.20). O

Nota 10.13. (a) La desigualdad de Berry—Essen da una estimacién de
la rapidez de convergencia en (10.19) bajo las siguientes condiciones. Si las
vv.aa. Xi,Xs,...sonii.d. con media cero, varianza o? > 0 y tercer momento
p:= E|X;|]> < oo, entonces

IP{Y, <} — Fy(x)| <3p/o’Vn VzeR

(b) Reescribase (10.17) como

Yn = Xn: Zn,k
k=1

en donde Z, 5 := (Xy — u)/ov/n, para k = 1,...,n, es una v.a. con media
cero y varianza 1/n — 0 cuando n — co. En este caso se dice que las vv.aa.
Zn i son “asintéticamente despreciables”.
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(c) Se llama Teorema de De Moivre—Laplace al caso especial del TLC
en el que las vv.aa. X; son Bernoulli con parametro p, i.e.

P{X;=1}=p, P{X;=0}=1-p=:¢q.
En tal caso, la suma muestral S,, ~ Bin(n, p) de modo que (10.17) resulta

Y, = (S, —np)//npg. (10.22)

(d) Una pregunta natural es si en el TLC se puede tener convergencia
en un sentido mas fuerte que convergencia en distribucion. La respuesta es
no. En efecto, sea Y, como en (10.17) pero con p = 0 (para simplificar la
notacion), es decir Y, := S,,/o+/n, y supéngase que

Y, = X en probabilidad. (%)

Esto implica que Y,, — X en distribucién y, por el TLC, X = Z ~ N(0, 1).

Ahora, de nuevo por (x),

Son .
Yo, := —2 X en probabilidad,
ov?2n
y, por lo tanto,
Xn+1 + -+ X2n S2n Sn

U, = = —
ov2n oVv22n  ovV2n

1 1
Yo, — —=Y, - |1 — — ) X en probabilidad.
RV ( V2 ) P

Esto tltimo se obtiene viendo que

PG ) - Gl

(S5 e () )

ov?2n
De aqui se sigue que la sucesion

- X

X 4 X
Vo= 2l o B (V2 1)X en probabilidad. (+)

o\v/n
Para concluir, nétese que V,, ~ Y, para todo n, de modo que, por el TLC,

V, — N(0,1) en distribucion.
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Por otra parte, por (+),
V, = (vV2—=1)N(0,1) en distribucién,
lo cual es una contradiccién. Luego, (*) no puede ocurrir.

Ejemplo 10.14. En una encuesta preelectoral se encuentra que el 44% de
la poblacion esta a favor de un cierto candidato. Calcule la probabilidad de
que en una muestra de 400 personas escogidas al azar més de la mitad estén
a favor de dicho candidato.

Solucion. Sean Xi,...,X,, con n = 400, vv.aa. i.i.d. de Bernoulli con
pardmetro p = 0.44. Para cada k =1,...,n, X =1 (“éxito”) si la k—ésima
persona esta a favor del candidato. Se pide calcular la probabilidad de que

Sp =Xy + -+ + X, > 200.
Si usamos directamente la distribucién de S,, ~ Bin(n, p), debemos calcular
200
k=0

con ¢ = 1—p = 0.56, que obviamente es un calculo complicado. Sin embargo,
usando el TLC con Y,, como en (10.22), en donde

E(S,) =np = (400)(0.44) =176 y Var(S,) = npq = 98.56,
vemos que

P{S, <200} = P{Y, < (200 — 176)/v/98.56}
F7(2.42) [por (10.18)]
0.9922 [de la “tabla normal”].

Q

Por lo tanto P{S,, > 200} ~ 1 — 0.9922 = 0.0078 = 0.78%.

Ejemplo 10.15. Sean Xy,...,X,, con n = 50, vv.aa. i.i.d. de Poisson con
pardmetro A = 0.03. Calcule P{S,, > 3}.
Solucién. Noétese que S, ~ Poi(nA) de modo que

E(S,) = Var(S,) = nA = (50)(0.03) = 1.5.
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Por lo tanto, el calculo exacto seria P{S,, > 3} =1 — P{S, <2} con
2
P{S, <2} = P{S, =k} = [l + 15+ (1.5)*/2].
k=0

Por otra parte, usando el TLC con Y,, = (S,, — nA)/vnA obtenemos

P{S, <2} = P{Y,<(2-15)/V15}
~ F;(0.5/v/15)
— 0.6591.

Luego, P{S,, > 3} ~ 0.3409.

Lema 10.16. (Férmula de inversién de Fourier) Sea F' una fd.p. y

F(a,b] := F(b) — F(a) para a < b. Si h es la funcién caracteristica de
F, es decir, h(t) := [7_e"™dF(z), entonces
1 T _—ita _ ,—itd
F(a,b] = lim —/ £ T hdt (10.23)
T—o0 27T _T 1t

para todo a y b que sean puntos de continuidad de F. Si ademas h es
integrable sobre R con respecto a la medida de Lebesgue, entonces la funcion

() 1‘/me4mMﬂﬁ

:% N

es una densidad para F', es decir, f es no—negativa y
F(x):/ fu)du ¥z e R.

Demostracién. Como |h(t)]| <1,

e—zta - e—ztb

1t




de modo que

e—ita o e—itb

it

[,

Por lo tanto, si Jr es la integral en (10.23), i.e.

-h(t)’ dt <2T(b—a) < oc.

1 T e*it(l _ efl'tb

Jr - h(t)dt,

2 J_p 1t
usando el Teorema de Fubini vemos que
1 T e—ita _ ,—ith

Jpo= — [ & —°¢ . / ¢ dF (z)dt

2T T it
B 1 /oo /T eit(x—a)_
2n) ) it

I Y A T sen t(z — a) — sen t(z — b)
- & /_ } /_ ) : dt dF(z)  (10.24)

67,15(

o)
dt dF(z)

porque la funcién ¢~!cos(ct) es impar asi que su integral sobre [T, 7] es
cero.

Sea sgn(r) la funcion signo, definida como

1 si r>0,
sgn(r) = 0 si r=0,
-1 st r<0.

Entonces, usando la formula

t t o0
/ Sen xdx = / sen x </ e”dr) dz
0 T 0 0

e intercambiando el orden de integracion, se obtiene que

T
lim / wm& = 7 sgn(r);

T—oo J_p

dicho intercambio surge de las férmulas
e—ua:

/e_“” sin(rz)dr = —W(u sin(rx) + rcos(rx))
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/d—“ _ %tan_l(x/r).

r2 4+ u?

Por lo tanto, de (10.24), usando el Teorema de Convergencia Acotada
tenemos:

lim Jr = 1/_00 [sgn(z — a) — sgn(x — b)|dF(z)

T—o0 2 00
= —[-1x (F(a—)— F(=00))+ 1 x (F(o0) — F(a+))]

[=1 % (F(b=) = F(=00)) + 1 x (F(o0) — F(b+))],

N~ DN~

lo cual da F(b) — F(a) si F es continua en a y b. Esto completa la de-
mostracién de (10.23).

Supdngase ahora que h es integrable y sea

F@) = / T ethdl Vo e R

:% N

Como h es integrable, la funcién f estd bien definida, es continua (por el
teorema de convergencia dominada) y acotada. Ademads, por el teorema de

Fubini,
/bf(x)dx L h h(t) [/b e_it"”dx} dt
a 21 Jooo a
= g, [0
ie.,

b
/ f(x)dx = F(a,b] = F(b) — F(a)

por (10.23), si F' es continua en a y b, y por lo tanto para todo a,b en
R (porque F' tiene a lo mas un conjunto numerable de discontinuidades, y
cualquier punto en R es el limite por la derecha de puntos de continuidad de
F). m

A continuacion se tiene la prueba de la Proposicion 10.7(c): Unicidad de
la f.c.
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Demostracién. Por la férmula de inversién (10.23), la f.c. h determina

F' en todos los puntos de continuidad. Pero, ademas, cada punto en R es

limite por la derecha de puntos de continuidad, asi que h determina F' en

todo punto. O
La distribucién normal multivariada

Notacién 10.17. Un vector siempre se interpretara como matriz columna,
aunque ocasionalmente en el texto lo escribiremos como fila. Luego (de
acuerdo con la definicién de producto de matrices) el producto escalar de dos
n—vectores u = (U1, ...,U,) y v = (V1,...,0,) €8

n
/
Uy = E UjV; = UV + -+ + UpUp.
Jj=1

donde ’ es la transpuesta de u. Si X = (Xy,...,X,,) es un n—vector aleatorio
denotamos por EX y Cov(X) := E[(X — EX)(X — EX)'] su vector medio y
su matriz de covarianza, respectivamente. Es decir, EX es el n—vector con
coordenadas EX; (7 =1,...,n)y Cov(X) es la matriz n xn con componentes.

Cov(X)jr = Cov(X,,Xy) para j k=1,...,n.
O

De acuerdo con la Definiciéon 5.6, se dice que un n-vector aleatorio X =
(X1,...,X,) es gaussiano (o que tiene distribucion normal multivariada o
que las vv.aa. Xy,...,X, son conjuntamente gaussianas) si

adX=auX;+ -+ a,X, (10.25)

tiene distribucién normal (univariada) para todo vector a = (a4, ...,a,) en
IR". Ahora tenemos la siguiente caracterizacion de la distribucion normal
multivariada en base a la definiciéon de funcién caracteristica de un n—
vector X:

COx(t) == E(e®™) Yit=(t,...,t,) € R" (10.26)

Teorema 10.18. Un n-vector aleatorio X es gaussiano ssi su funcion car-
acteristica es de la forma

1
Cx(t) = exp(it'y — §t’Qt) VteR", (10.27)

donde 1 es un n—vector y () es una matriz n X n simétrica y no—negativa
definida. En este caso = EX es el vector medio de X y Q =Cov(X) es la
matriz de covarianza.
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Demostraciéon. Supdéngamos que el vector aleatorio X tiene f.c. dada
por (10.27). Sea a € R" un n-vector arbitrario y sea Y := a’X = a;X; +
-+ a,X,. Para demostrar que X es gaussiano basta verificar que la f.c. de
Y corresponde a la f.c. de una variable normal, vea el Ejercicio 10.2. Para
este fin, témese u € R y observe que

Cy (u) := E(e™) = B! = Cx (ua),

es decir, por (10.27),

Cy () = explin(a'y) — Ju*(d'Qa)].

Esto significa de Y = a/X es una v.a. normal N(a'u,d'Qa).

Reciprocamente, supdéngase que X es un vector gaussiano con vector
medio g = EX y matriz de covariancia () := Cov(X). Luego (por la
Definicién 5.6), para cada n—vector a, la v.a. Y := ¢’X es una v.a. nor-
mal con media y varianza

EY =dEX=dpu y Var(Y)=dQa,

respectivamente. De aqui se sigue que (por (10.28)) la funcién caracteristica
de Y es

1
Cy (u) = expliu(a’p) — §u2(a'Qa)] VueR.
En particular, tomando u = 1 vemos que
Oy (1) = Cux(1) = B(¢X) = Ox(a)

y se tiene (10.27) con t = a. O
Como consecuencia inmediata del Teorema 10.18 se obtiene lo siguiente
(que se pide demostrar en el Ejercicio 10.10.)

Corolario 10.19. 5i Xy,...,X, son vv.aa. N(p;03)(j = 1,...,n) inde-
pendientes, entonces el vector X = (Xi,...,X,) es gaussiano con vector
medio p = (pt1, ..., ftn) y matriz de covarianza Cou(X) = diag(o?, ..., c2).
Reciprocamente, si X es un vector gaussiano cuya matriz de covarianza es
diagonal, entonces las componentes de X son variables normales independi-

entes.
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Ejercicios § 10

10.1. En cada uno de los casos siguientes verifique que la f.g.m. y la f.c. de
X tienen el valor que se indica.

(a) X ~ Bin(n,p), ¢ :=1 — p. Para todo t € R:
Mx(t) = (pe" + )", Cx(t) = (pe" +q)".
(b) X ~ Geo(p), ¢:=1—p.
Mx(t) =p/(1 —qe') si qe' <1,
Cx(t) =p/(1 —qe") VteR.
(c) X ~ Poi(A). Para todo t € R:
Mx(t) = X0 Cx(t) = X7,
10.2. Repita el problema 10.1 para los casos siguientes:
(a) X ~ Exp(A).
Mx(t) =A/(A—=1t) sit<A,
Cx(t) =A/(A—it) VteR.
(b) X ~ N(u,0?). Para todo t € R:
Mx(t) = exp(ut + o*t?/2), Ox(t) = exp(iut — o*t*/2).  (10.28)
En particular, si X ~ N(0,1) entonces

Mx(t)=e"? y Ox(t)=e"? VieR. (10.29)

10.3. Sea X una v.a. discreta con valores en un subconjunto de los enteros no
negativos, {0,1,...}, y densidad f(k) := P(X = k). La funcién generadora
de probabilidad (f.g.p.) de X es la funcién

Gx(t) = E(t*) =Y t* f(k) para [t <1.

En cada uno de los casos siguientes demuestre que la f.g.p. tiene el valor
indicado:
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(a) X ~ Bin(n,p). Gx(t) = (pt +¢)* con ¢:=1—p.
(b) X ~ Geo(p). Gx(t) =p/(1 —tq) con q:=1—p
(c) X ~ Poi()\). Gx(t) = M=,

Observe que Mx(t) = Gx(e!) y Ox(t) = Mx(it) = Gx(e™).

10.4. Sean X y Y dos vv.aa. discretas como el Ejercicio 10.3. Demuestre
que X y Y tienen la misma distribucién ssi Gx () = Gy (+).

10.5. Sean X;,...,X, vv.aa. discretas como en el Ejercicio 10.3 y, ademaés,
son independientes. Sea S := X; 4 - - - X,,. Demuestre:

(a) Gs(t) = Gx, (1) - - Gx. (1),

(b) Si X, ~ Bin(ny, p) para k =1,...,r entonces S ~ Bin(n; + - - - + n,, p).
(Sugerencia: use el inciso (a) y los Ejercicios 10.3(b) y 10.4.)

10.6. Supéngase que X ~ N(0,0?). Use (10.28) para verificar que

E(X¥) = 0 si k esimpar,
klo® j2¥/2(k/2)! si k es par.

10.7. Sea X una v.a. continua con densidad f(x) = %e’m para todo =z € R.
(a) Demuestre que la f.g.m. de X es M (t) =1/(1 — t?) para —1 <t < 1.

(b) Use M(t) para demostrar que E(X") = 0 si n es un entero positivo
impar, y para encontrar una expresién de F(X") cuando n es par.

10.8. Paracadan =1,2,..., sea X, una v.a. con f.c. C,(t). Demuestre que
los siguientes tres enunciados son equivalentes:

(a) X,, — 0 en probabilidad.
(b) X,, = 0 en distribucién.
(¢) C,(t) — 1 para todo t € R.

10.9. Se sabe que el 5% de las computadoras fabricadas por una cierta em-
presa son defectuosas. Si se seleccionan al azar 100 computadoras de dicha
empresa, calcule la probabilidad de que a lo méas una sea defectuosa usando:
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(a) la distribucién binomial,

(b) la aproximacién de Poisson a la distribucién binomial (ver 9.15), y
(c) el TLC.

10.10. Demuestre el Corolario 10.19.

10.11. Sea X un n—vector gaussiano y Y un m-vector gaussiano. Demuestre
que si X y Y son independientes, entonces (X,Y) es un (n + m)-vector
gaussiano.

10.12. (Ejemplo de una distribucién bivariada que no es gaussiana bivariada
pero cuyas marginales si son gaussianas — vea también el Ejemplo 5.7.) Sea
X una v.a. N(0,1) y sea Y la v.a. definida, para algin a > 0, como

Y =X Ijxi<ap — X I{x)>a}-

Demuestre que Y ~ N(0,1), pero X + Y no es normal. Por lo tanto, cada
v.a. Xy Y es gaussiana, pero el vector (X,Y') no es gaussiano.
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11 Esperanza condicional

Contenido. Densidad y distribucién condicional, esperanza condicional
dada una o-algebra, estimador en la media cuadratica, estimador lineal.

Sean X y Y vv.aa. discretas con densidad conjunta f(z,y), i.e

flz,y) =P{X=u1zY =y},

y sean

fx@)=PX=2)=) f(z,y) v f)=PY =y => flxy

las densidades marginales de X y Y, respectivamente. Definimos la densidad
condicional de Y dado que X = x como

flyle) = flz,y)/fx(x) si fx(z) >0

=0 si fx(z) =0. (11.1)
Asimismo, la distribuciéon condicional de Y dado que X = = es
F(ylr) =P(Y <ylX=2)=>_ f(/|). (11.2)
/<y

Si ademés Y estd en L, definimos la esperanza condicional de Y dado
que X = x como

EY|X=x):= ny ylx). (11.3)

Observamos que h(z) := E(Y|X = z) como funcién de x cumple dos cosas:
1) h: R — R es medible, y
2) para todo A € o{X} se tiene que

E[YId = ZyIA =3 yflyl)f

€A y

= th z) = BE(h(X)1,).

z€EA

Asi, vemos entonces que se cumple que
(a) E(Y|X) := h(X) es medible cr.a o{X}, y
(b) para todo A € o{X}

E[Y I = E[E(Y|X)I4]. (11.4)

La abreviacion c.r.a se referiere a con respecto a.
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Ejemplo 11.1. Sean X;, X, ... i.i.d. con valores en {0,1,...}. Sea Sy :=0
y Sp =Xy +---+X, paran > 1. Sea N una v.a. con valores en {0,1,...} e
independiente de {X,}. Considere la suma aleatoria Sy := X; +--- + Xx.
Demuestre que:

() P{Sy = 2} = g:oP{N — 1} P{S, = z}.

b) Si ademads las X; y IV tienen medias finitas ¢ y E'N, respectivamente,
j
entonces Sy = - EN.

Solucién. (a) Nétese que
P{Sy = z|N =n} = P{S, = z|N =n} =P{S, = x}. (11.5)
Ademas, por la ley de probabilidad total,

P{Sy =z} = iP{SN:x, N =n}

= ) P{N =n}P{Sy =z|N =n}

n=0

= ZP{N =n}P{S, =z} [por (11.5)].

Esto completa la demostracién de (a).

(b) Primero observe que
E(S,) ZZx P{S, =z} =nu, y EN:Zn P{N =n}. (11.6)

Ademaés, por definicién de esperanza,

ESy = Zx P{SN = .CL'}
— TPV nP{S, = a}  [por (o)
= ZP{NZH}ZIP{Sn:x}

= M-Zn P{N =n} [por (11.6)]

= p-EN [por (11.6)].
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Para vv.aa. continuas tenemos definiciones andlogas. Es decir, sean X y
Y vv.aa. continuas con densidad conjunta f(x,y) y sea

fx(z) = / " )y

la densidad marginal de X. Entonces definimos la densidad condicional
de Y dado que X = x como

fylz) == fz,y)/fx(x) st fx(z)>0 (11.7)

y f(y|lz) :=0si fx(x) = 0. Ademads, tenemos la distribucién condicional

y
Flylo)i= PO < yX =) = [ f(/Jo)dy (119
y, para Y en L;, la esperanza condicional

mymzxw:/myﬂmww. (11.9)

oo

Asi como en el caso discreto, podemos también verificar que h(z) := E(Y|X =
x) es medible, en cuyo caso, tomando A € 0{X}, se llega a la identidad

E(Y1a) = E(h(X)14).

Asi, definiendo E(Y|X) := h(X) se cumpliria que
(a) E(Y|X) es medible c.r.a o{X}, v
(b) para todo A € o{X}

E[YI4 = E[E(Y|X)L4). (11.10)

En ambos casos, discreto y continuo, se puede ver que la densidad condi-
cional f(-|z) es una densidad de probabilidad si fx(z) > 0. Por ejemplo, en
el caso discreto (1) tenemos f(-|x) > 0y, ademas,

1 1
;f(ym = fx—(x)gf(%y) = fX—(x)fx(a:) = 1.

También tenemos el siguiente resultado cuyo inciso (a) se puede interpretar
como una version de la ley de la probabilidad total en el Teorema 3.5(a).
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Proposicién 11.2. (a) Si X y Y son vv.aa. discretas, entonces

= flyle) fx(@), (11.11)
y si son continuas, entonces

_ / " fle) fx(o)de. (11.12)

(b) Si X'y Y son independientes, entonces
(b1) flyle) = fy(y), vy (b)) E(Y[X=2)=FEY (paraY € Ly). (11.13)

Demostracién. (a) Por (11.1), el lado derecho de (11.11) resulta
Zf ylz) fx(x Z f(a,y) = fr(y).

Anélogamente, (11.12) se obtiene de (11.7).
(b) Por el Teorema 5.2, si X y Y son independientes, entonces

f(z,y) = fx(@)fy(y).

Por lo tanto, de (11.1) se obtiene la condicién (b;) en (11.13). Asimismo (bs)
se sigue de (by) y de la definicién de esperanza condicional. En efecto, en el
caso discreto (11.3) obtenemos

E(Y|X =ux): ny ylo) =Dy fr(y) =

En forma similar, en el caso continuo (by) se obtiene de (by) y (11.9). O
Ejemplo 11.3. Sean X y Y las vv.aa. en el Ejemplo 5.4; es decir, el vector

(X,Y) tiene densidad conjunta (normal bivariada estdndar)

1 (22— 2y /9p2
f($>y) = %6 ( 2pryty7)/2 v ($7y> € ]RQ:

con |p| < 1y 7 :=(1-p?)"2. Por el inciso (a) de dicho ejemplo, cada una de
las vv.aa. X y Y tiene densidad normal estandar. En particular, la densidad
marginal de X es

fx(x) = (27T)_1/2€_””2/2 Yz e R.
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Por lo tanto, por (11.7), la densidad condicional de Y dado que X = z es

Flylz) = f(x,9)/ fx(x) = (2mr?) 7 2eWmom? /2 (11.14)

la cual es una densidad normal N(pz,r?). En otras palabras, la densidad
marginal fy(y) es N(0,1), pero la densidad condicional de' Y dado X = x es
N(pz,r?). De aqui se sigue que

EYX=xz)=pr VzeR (11.15)
y, en consecuencia, la esperanza condicional F(Y|X) es la v.a.
E(Y|X) = pX. (11.16)

Del inciso (b) del Ejemplo 5.4 recuérdese que X y Y son independientes ssi
p =0, en cuyo caso r = 1. Por lo tanto, cuando X y Y son independientes
(11.14) se reduce a la densidad normal estdndar N (0, 1), tal como se indica en
la Proposicién 11.2(b), mientras que [como en (11.14) 6 (11.11) (b2)] (11.15)
y (11.16) se reducen a

EY|X)=FEY =0

Por analogia con la ley de la probabilidad total en el Teorema 3.5(a),
a la expresién (11.17) en el siguiente teorema se le conoce como ley de
la esperanza total — en algunos textos se le llama la propiedad de la
esperanza iterada.

Teorema 11.4. Sean X yY € Ly vv.aa. discreta o absolutamente continua.
Entonces

(a)

EY = E[E(Y|X)]. (11.17)

En particular,
EY = ZE(Y|X =x)fx(x) si X es discreta, (11.18)
EY = / EY|X=2x)fx(x)dr si X es continua. (11.19)
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(b) Supdngase que, ademds, X es una v.a. y g : R — R una funcion de Borel
tal que Y y Y - g(X) estdn en Ly. Entonces

EYgX)X=2z|=g@)E(Y|X=1x) (11.20)

y, por lo tanto,
E[Y g(X)|X] = g(X) E(Y|X). (11.21)

En particular, siY =1 se sigue de (11.20) y (11.21) que
ElgX)X =] =g(z) y ElgX)X]=g(X) (11.22)

Demostracién. (a) Supdéngase que X es una v.a. discreta. Luego,
usando (11.11) y la definicién de esperanza obtenemos que

BY =) yfy@) =)y Y flyl)fx()

Luego, intercambiando las sumatorias (lo cual es vélido porque Y estd en

Ly),
EY = Znyylfc Jx(x ZE Y[X =) fx(z).

Esto da (11.18) y, por lo tanto, (11.17) si X es discreta. Cuando X es continua,
la demostracién de (11.19) es similar, usando ahora (11.12).
(b) En el caso discreto, usando (11.3) el lado derecho de (11.20) resulta

g@)EY|X=2) = Q(I)ny(mﬂ?)
= Zyg fylz)

= BV g@X=1]  [por (113)
— EY g(X)X =],

lo cual demuestra (11.20). El caso continuo se demuestra en forma similar.

[]

Ejemplo 11.5. Una maquina produce un nimero aleatorio N de articulos,
en donde N ~ Poi(\). Cada articulo puede ser defectuoso con probabilidad
p (0 < p < 1) independientemente de los otros articulos e independiente de
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N. Si X es el nimero total de articulos defectuosos, calcule EX.
Solucién. Por (11.17) 6 (11.18).

EX = E[E(X|N)] = i E(X|N =n)P(N =n),

en donde P(N = n) = e *\"/n! paran =0, 1,.... Por otra parte, como
P(X = k|N =n) = ( Z )pkq"_k Vk=01,...,n,
en donde ¢ := 1 — p, vemos que

E(X|N=n)=> kP(X=FKN=n)=np (explique).
k=0

Por lo tanto, E(X|N) = Np de manera que EX =p-EN =p- A\ a

Ejemplo 11.6. Sean X y Y vv.aa. independientes que tienen distribucion
Geo(p1) v Geo(ps), respectivamente. Calcule P{X > Y'}.
Solucion. Por probabilidad total

P{X>Y]}= ip{x > Y|Y =n}P{Y =n},

n=0

en donde P{Y = n} = pyq} paratodon =0,1,..., con g := 1 —ps. Ademas,

P{X>Y|Y =n} = P{X>n|Y =n}
= P{X >n} (por independencia)

= ) P{X=k}
k=n
= ¢  con q:=1-p.

Por lo tanto

P{X >V} => qipags =po/(1 — ). O
n=0
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Tomando A := {X > Y} en el Ejemplo 11.6, vemos que se hizo un calculo
del siguiente tipo (ver (22)—(24) més adelante)

P(A) = E(E(14]X)).

Para establecer una definicion general de esperanza condicional, tenemos
el siguiente lema con respecto a la propiedad (b) mencionada en (11.4) y en
(11.10); dejamos la demostracién como ejercicio.

Lema 11.7. Sea (Q2,F, P) un espacio de probabilidad y § una o—algebra
contenida en F. Si X es medible c.r.a Gy

(VA € 9)/XdP:O,
A

entonces X = 0 c.s.

Nos gustaria pues definir la esperanza condicional en el caso genera, para
lo cual el siguiente resultado es clave.

Teorema 11.8. (Esperanza condicional dada una o—dlgebra (Radon—
Nikodym))

Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad y § C F una sub-o—dlgebra de F. Si
X:Q —= R esuna v.a. en Ly, entonces existe una unica v.a. X tal que

(a) X es medible con respecto a G, y
(b) E(XIp) = E(XIg) VBE€S.

Esta v.a. es tnica c.s., en el sentido de que si Z es otra v.a. que satisface
(a) y (b), entonces X = Z c.s., es decir, P{X = Z} = 1.

Nota 11.9. El Teorema 11.8 se obtiene directamente del Teorema de Radon—
Nikodym. Este ultimo afima lo siguiente. Sean p y v dos medidas o—finitas
sobre un mismo espacio medible (€2, F). Si v es absolutamente continua con
respecto a pu, es decir, v(A) = 0 cuando (A) = 0. Entonces existe una unica
funcién medible f tal que para todo A € F

v(A) = d.
(A) /Am
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Asi, construyendo la medida

v(B) = E(XIp) = / XdP, Be§,

B

se llega al teorema anterior.

En vista de lo comentado para variables discretas y absolutamente con-
tinuas, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 11.10. Sean Y una v.a. sobre (0, F,P), con Y en Ly y sea § o—
algebra contenida en JF. Definimos la esperanza condicional de Y dada
G como la v.a. E(Y|9)

(a) E(Y|9) es medible con respecto a G, y
(b) E[E(Y|G)-14] = E(Y - 14) para todo A € G.
A continuacion veremos algunos casos particulares de la Definicion 11.10.

Nota 11.11. Identificaremos vv.aa. que son iguales c.s. En otras palabras,
si X =Y c.s. entonces escribiremos simplemente X =Y.

Nota 11.12. Casos particulares.
(a) Si G = {¢,Q} es la o-dlgebra trivial, entonces
E(X|9) = EX.
(b) Sea o{Y} = Y~Y(B) := {Y!(B)|B € B} la 0-4lgebra generada por
la v.a. Y, en donde B = B(R); vea el Ejercicio 4.6. Entonces, si § = o{Y'},
en lugar de escribir E(X|G) escribimos E(X]Y), i.e.
E(X|o{Y}) = EX]|Y). (11.23)

(c) La o—élgebra generada (o inducida) por una familia {Y;, i € I} de
vv.aa. se define como la minima o—&lgebra que contiene a U;c;0{Y;}, es decir,

o{Y;, i € I} = of| Jo{¥i}}.

el
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Si G =o{X;, i € I} entonces [como en (11.23)] escribimos
E(X|o{Y;, i €i}) = E(X]Y,, i € I).

Por ejemplo, E(X|o{Y1,...,Y,}) = E(X|Y1,...,Y,).
(d) Dado un evento A € F y una v.a. X, definimos la probabilidad
condicional de A dado que X = x como

P(AX = z) := E(I4X = 2), (11.24)

en donde I, es la funcién indicadora de A. Asimismo, la probabilidad
condicional de A dada la v.a. X es la v.a.

P(A|X) := B(I4[X). (11.25)

Por supuesto, los resultados para esperanzas condicionales también son validos
para probabilidades condicionales. Por ejemplo, como P(A) = El4, tenemos
que

P(A) = E[P(A|X)] (11.26)

para cualquier v.a. X. También podemos definir F(X|A) := E(X|I4). Esto
se us6 en el Ejemplo 11.6.

Mas generalmente, la probabilidad condicional de un evento A € &F
dada la sub—o—dlgebra G de F es

P(A|S) := E(14S).

El siguiente teorema establece, en particular, que E(X]|Y") es una funcién

de Y.
Teorema 11.13. Sean X y Y wvv.aa.

(a) Si h : R — R es una funcidn de Borel tal que X = h(Y'), entonces
o{X} co{Y}.

(b) Reciprocamente, si c{X} C o{Y}, entonces existe una funcion de Borel
h tal que X = h(Y).

(c) Si X € Ly, entonces existe una funcion de Borel h tal que E(X|Y) =
h(Y).
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Demostracién. El inciso (a) se vié en el Ejercicio 4.7.

(b) Supdngase que X es una funcién indicadora, digamos X = I, entonces
C pertenece a o{Y}. Asi, C = Y~1(A) para algiin conjunto de Borel A.
Sea h := I4. Entonces hoY = Iiycay = Ic = X. Andlogamente, si
X =3, z1le, con Cy € o(Y) es una funcién simple y tomamos I, = hyoY
como antes, entonces X = hoY con h = ), x,hg. En general, sean
Xy, Xg, ... funciones simples medibles c.r.a o{ X} tales que X,, — X, y tdmese
X, = h,oY. Sea h := limh, donde este limite existe y h := 0 en caso
contrario. Entonces

X(w) = lim X, (w) = lim hy (Y (w)) = h(Y (w)).

Esto demuestra (b).
La parte (c) del teorema se sigue de (b) y del hecho de que, por el Teorema
11.8(a), la esperanza condicional X = E(X|Y) es medible con respecto a

= o{Y}; luego, o{X} C o{V}. O

Teorema 11.14. Sean X y Y w.aa. en Ly y G una sub-o—dlgebra de J.
Entonces:

(a) E(aX +bY|9) = aE(X|G) + bE(Y]S) Va,be R.

(b) Propiedad de la esperanza iterada: E[E(X|9)] = EX. (Compare
con (11.17).)

(c) Si X es G-medible, entonces E(XY|G) = X - E(Y|9). (Compare con
(11.21).)

(d) SiX es G-medible, entonces E(X|G) = X; tomeY =1 en (c¢). (Compare
con (11.22).)

(e) Si X es independiente de G, entonces F(X|G) = EX.
(f) Si Gy C Go C F, entonces

E(X[S1) = E[E(X[S1)|92] = E[E(X]92)[S1]. (11.27)

(g) Desigualdad de Jensen. Sih : R — R es conveza y h(X) € Ly,
entonces h|E(X|9)] < E[h(X)|S]. En particular, [E(X|9)]? < E(X2|9)
st X € LQ,
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La demostracién de los incisos (a)—(f) del Teorema 11.14 se sigue directa-
mente de la definicién de esperanza condicional. La demostracién de (g) se
obtiene del Teorema de la linea de soporte que dice lo siguiente (vea el libro de
Ash (1972), Teorema 7.3.4): si h: R — R es una funcién convexa, entonces
existen sucesiones de nimeros reales a,, b, tales que h(x) = sup,,(a,x + by,)
para todo x € R. Esto significa que h(X) > a,X + b, para todo n, de modo
que

ER(X)|Y] > a, E(X|G) + b, c.s.

Tomando el sup sobre n se obtiene (g).
Por otra parte, usando el Teorema 11.14 es facil dar una interpretacion
de E(X|G) como el “mejor estimador” de X en el siguiente sentido.

Definicién 11.15. Considérese el espacio vectorial Ly := Lo(S2, F, P) con la
funcién de distancia

| X =Y |l=[EX=-Y)]Y? VX, Y € L,

(Vea el Ejercicio 11.6, y recuerde la Nota 11.11.) Sea L° un subespacio de Ly
y X € Ly. Decimos que una v.a. Z € L° es la proyeccién de X sobre L° si

(a) Ze L’y
(b) | X=Z ||l=min{]| X =Y || |Y € L°}.

En este caso también se dice que Z es el mejor estimador (o predictor)
de X en L°, o que Z es el estimador en la media cuadratica de X.

Proposicién 11.16. (Interpretacion de E(X|9))

Sea G una sub—o—dlgebra de F y sea L° C Ly el subespacio que consiste de
las vv.aa. en Ly que son G—medible, es decir, L° := Ly(£2, G, P). Si X estd en
Lo, entonces X := E(X|S) es la proyeccién de X sobre L°.

Demostracién. Por el Teorema 11.8(a), la esperanza condicional X es G-
medible, mientras que por la desigualdad de Jensen en el Teorema 11.14(g),
X estd en Ly (explique). Por lo tanto, X satisface la condicién (a) en la
Definicion 11.15, es decir, X estd en L° = Ly(€2,G,P). Ahora demostraremos
que R

| X =X |[[=min{| X-Y || |V € L°.} (11.28)
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En efecto, para cualquier Y € L°,
EX-Y)* = B(X-X)+ (X -Y)P

[
- BE(X - f() +2EB[(X - X)X =Y)]+ BE(X -Y)11.29
> E(X-X)?+2E[(X - X)(X=Y)]
Pero E[(X — X)(X — Y)] = 0 porque
B(X=X)X-Y)] = B{EX-X)X-Y)S}  [por 11.14(b)]
= B{X-Y)EX-X[9)} [por 11.14(c)]
= B{X-X-X)} [por 11.14(d))
— 0.

Esto significa que
EX-Y)?>EX-X)? VY €L,

es decir, || X =Y || > || X = X || para todo Y € L°. Esto demuestra (11.28).
[l
Tomando Y = EX en (11.29) se obtiene lo siguiente.

Corolario 11.17. Para cualquier v.a. X € Lo
Var(X) > Var[E(X|9)],
con igualdad ssi X = E(X|9) c.s.

En lugar del “mejor estimador” de una v.a. X, en el sentido de la
Definicién 11.15, podemos considerar el mejor estimador lineal de X como
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.18. Sean X,Y7,...,Y, vv.aa. en Ly. Supdngase que Y,...,Y,
son independientes, con media cero y varianzas positivas O'JQ-. Sea L* C Ly
el subespacio vectorial que consiste de todas las combinaciones lineales de
Yi,....Y,, es decir,

Y=aY1+ - +a,Y, con ay...,a, €R.

Demuestre que la proyeccién de X sobre L* es la v.a.
Z =Y Y, (11.30)
j=1
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con coeficientes a; = E(XY;)/o7 para j =1,...,n.

Solucién. Sea Y =} " | a;Y; una v.a. en L*. Entonces
BX =Y = BX =Y %) = BX + (Y a¥,)? — 230X,
J J J

=E(X*)+ Y dE(Y})—-2) a;E(XY)).

J

Calculando las derivadas parciales de la expresion anterior con respecto a
a;j(j =1,...,n) vemos que
0 :
5 X = Y)? =2, E(Y2) —2E(XY;) Vi=1,..n.
Como estas derivadas son cero si a; = E(XY;)/E(Y}) y, ademés, las segundas
derivadas son no-negativas, obtenemos (11.30).

Alav.a. Z en (11.30) se le llama también el mejor estimador lineal de
X en términos de las vv.aa. Y7,...,Y,.

Ejercicios § 11

11.1. Sean X y Y vv.aa. discretas o continuas, y sea F(y|z) la distribucién
condicional de Y dado X = x. Demuestre que si X y Y son independientes,
entonces F(y|z) = Fy(y). (Compare con la Proposicién 11.2(b).)

11.2. SiY estd en Lo, definimos la varianza condicional de'Y dado que X = x
como

Var(Y|X = z) := E[(Y — E(Y|X = 2))*|X = 7]
y la varianza condicional de Y dada la v.a. X como la v.a.
Var(Y[X) == E[(Y — E(Y[X))*[X]. ()
Demuestre que
Var(Y) = E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)]. (%)

Sugerencia: Escriba Var(Y) := E(Y —EY)? = E[(Y — E(Y|X))+(E(Y|X) —
EY))?. Expanda el lado derecho de esta expresiéon y después use (*) y la
propiedad de la esperanza iterada (11.17).
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11.3. Sean Xy, Xy, ...,5, v N como en el Ejemplo 11.1. Suponga que p :=
EX; y EN son finitas. Demuestre que

() B(SxIN) = i- N,
(b) E(Sy)=p-EN.

Si ademas X; y N estan en Lo, entonces

(¢) VarlE(Sx|V)] = u2 Var(N),

(d) Var(Sy|N =n) = no?, en donde o2 := Var(X;),

(¢) E[Var(Sx|N)] = 0?EN, y

(f) Var(Sy) = 0?EN +p? Var(N). (Sugerencia: use (**) del Ejercicio 11.2.)

11.4. Sea X ~ Poi(A;) y Y ~ Poi()\2) vv.aa. independientes [de modo que
X +Y ~ Poi(A; + A\2)]. Dado un entero positivo n, demuestre que

PY=kX+Y=n) Vk=0,1,...,n
es una distribucién Bin(n, p) con p := Ay /(A1 + \2).
11.5. Sean X y Y vv.aa. continuas con densidad conjunta

flz,y) = 1/z si 0<y<a<l,

= 0 en c.c.

Demuestre que dado el evento {X = x}, con z > 0, la v.a. Y tiene densidad
uniforme sobre el intervalo [0, x].

11.6. Demuestre que || X ||:= /F(X?) define una norma sobre Lo, es decir,
(a) | X[[= 0y [ X [=0ssiX=0;(b)| aX[|=]a| || X | Va € R; (c)
| X+Y ||I<|| X ||+ || Y| (Nota: la demostraciéon de “|| X [|=0 = X = 0"
requiere la Nota 11.11.)

11.7. Sean X y Y vv.aa. con densidad conjunta
(1) f(z,y) = A2e™ para 0 < z < y,

(2) f(z,y) = pe~2Wtl) para z,y > 0.
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En cada caso calcule (1) las densidades marginales de X y Y, y (2) la densidad
condicional y la esperanza condicional de Y dada X.

11.8. Sean X y Y vv.aa. discretas con densidades fx y fy respectivamente.
Definimos la convolucién de fx y fy como la funcién fx * fy dada por

(fx* fy)(y fo —x).

(a) Demuestre que si X y Y son independientes, entonces la densidad de
X 4+Y es la convolucion de las densidades de X y Y, i.e.

fx+v(y) =PX+Y =y) = (fx* fr)(Y)
(b) Suponga que X y Y son i.i.d. con densidad comuin
fk) =p(l—pF "t Vk=12....

Demuestre que fxiy(y) = (y — 1)p*(1 — p)V 2 paray =2,3.. ..

11.9. Sean X y Y vv.aa. continuas con densidades fx y fy respectivamente.
La convolucién de fx y fy es la funciéon fx * fy definida como

(fx* fyr)(z / fx(@) fy(z — x)dx

Sea f(z,y) la densidad conjunta de X y Y, y f(y|x) la densidad condicional
de Y dado que X = x. Demuestre que

(a) PX+Y <z|[X=2x)= ffy|xdy,

() Feov(s) = PIX+Y <2h= [ [ fllo)dy fu(e)ds
(c) La densidad de X +Y es fxiv(z f f(x,z — x)d.

(d) Si ademdas X y Y son independientes, entonces fxiy = fx * fy.

11.10. Sean X y Y vv.aa. i.i.d. Calcule la densidad de X 4+ Y en cada uno
de los siguientes casos: (a) X ~ Exp(A), (b) X ~ N(0,1). (Sugerencia: use
los Ejercicios 11.8 y 11.9.)
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11.11. Suponga que los tiempos que requieren dos estudiantes para resolver
un mismo problema son independientes y tienen distribucién exponencial con
parametro A. Calcule la probabilidad de que el primer estudiante tome al
menos el doble del tiempo que requiere el segundo estudiante para resolver
el problema.

11.12. Sean X y Y vv.aa. continuas con densidad conjunta de la forma
fla,y) =ce @t )/2 gy c R.

(a) Calcule el valor de ¢ para el que f es efectivamente una densidad de
probabilidad.

(b) Calcule las densidades marginales de X y Y.
(c) Calcule E(Y|X) y E(X]Y).
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Parte 2: PROCESOS ESTOCASTICOS

12 Cadenas de Markov: conceptos basicos

Contenido: Clasificacién de procesos estocasticos, procesos de Markov,
cadenas de Markov, ecuacién de Chapman—Kolmogorov, distribucién in-
variante, cadenas de nacimiento y muerte.

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad, (.S,8) un espacio medible, y T
un conjunto arbitrario de “pardmetros” o “indices”.

Definicién 12.1. Una coleccion X, = {X;,t € T} de vv.aa. X; sobre
(Q,F,P) con valores en S se dice que es un proceso estocastico (PE),
también llamado proceso aleatorio, con espacio de estados S y con-
junto de indices T'.

Los PEs se pueden clasificar de varias maneras. En particular, en tér-
minos de 7"y S los casos tipicos son los siguientes.

e SiT C R es un conjunto a lo mas numerable, se dice que X, es un PE
a tiempo discreto.

Si T C R es un intervalo, X, es un PE a tiempo continuo.

SiT C R" conn > 2, X, es un campo aleatorio.

e Si S es un conjunto a lo mas numerable, se dice que X, es un PE
discreto.

e Si S es “continuo”, X, es un PE continuo.

Por supuesto, estas clasificaciones se pueden combinar en varias formas
posibles. Por ejemplo, X, puede ser un PE discreto a tiempo continuo o
discreto a tiempo discreto.

Por otra parte, un PE X, = {X;,t € T'} se puede ver como una coleccién
de funciones de dos variables (t,w) — X;(w) = X(t,w) de T' x Q2 — S tales
que:

e para cada t € T fijo, la funcién w — X;(w) es una v.a. de 2 en S;
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e para cada w € 2 fijo, t — X;(w) es una funcién de 7" en S que se llama
una trayectoria del PE.

En el siguiente ejemplo se ve una clase especial de PEs continuos a tiempo
continuo con el que se intenta motivar la condicién o propiedad de Markov.

Ejemplo 12.2. Sistemas deterministicos. Considere un proceso z(-) €
IR" definido por la ecuacién diferencial

(t) = F(z(t)) Yt>0, con x(0)=x. (12.1)

Bajo ciertas hipotesis, la ecuacién (1) tiene una solucién tinica dada por

() = 70 —i—/OtF(x(r))dr Vi 0.

Ademaés, para t > s > 0 tenemos

z(t) = z(s) +/ F(x(r))dr. (12.2)

Interpretando a s como el “tiempo presente” y a t > s como el “tiempo
futuro”, la ecuacién (2) dice que el estado presente z(s) “determina el futuro”
x(t), o bien que, dado el estado presente x(s), el futuro x(t) es “independiente
del pasado” z(r) para r < s. Por tal motivo se dice que (2) es una condicién
de causalidad (el presente determina el futuro); también se dice que el
sistema deterministico z(-) no tiene memoria o que satisface la condicién
de Markov (también llamada propiedad de Markov). O

Para PEs la condicién de Markov se expresa de manera analoga a (2).
Por ejemplo, si Xo = {X;,t > 0} es un PE a tiempo continuo, se dice que X,
satisface la propiedad de Markov o que X, es un proceso de Markov si

P(X; € BX, V0 <r < s)=P(X; € BIX,) (12.3)

para todo B € § y todo 0 < s < t. Andlogamente, para un PE X, =
{X,,n=0,1,...} atiempo discreto la propiedad de Markov se satisface si

P(X,n € BXo, ..., X,) = P(Xpm € BIX,) (12.4)
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para todo B € 8§ y todo m > n > 0. En el caso a tiempo discreto se dice que
X, es una cadena de Markov (CM). Ademas, veremos que basta verificar
(4) para m = n+1, es decir, la propiedad de Markov se puede expresar como

P(X,41 € B|Xy,...,X,) =P(X,11 € BIX,) VBeS§, n=0,1,....
(12.5)
En el resto de esta seccién estudiaremos algunos conceptos basicos sobre
CMs discretas y continuas, es decir, con espacio de estados S numerable
y no—numerable, respectivamente.
En el caso continuo supondremos que S es un conjunto de Borel en R y
que la o—dlgebra § = B(S). Entonces podemos escribir (5) como

P(Xn+1 € B‘XO = To, - - 7Xn = .fl','n) = P(Xn+1 S B’Xn = .fl','n) (126)

para todo B € B(S), xg,...,z, € S, yn =0,1,.... Tomando z, = z, la
probabilidad condicional en el lado derecho de (6) se llama la probabilidad
de transicion de x a B en un paso y escribimos

P(z, B) := P(X,41 € BIX, = z). (12.7)

En el caso discreto (S numerable), en (6) y (7) podemos sustituir el conjunto
B € B(S) por un estado arbitrario y € S, y obtenemos

P(Xps1 =y[Xo =20, ..., X = 2,) = P(Xpi1 = y|X,, = 2,), (12.8)

P.(z,y) == P(Xp11 = y|X,, = 2). (12.9)

Algunas veces escribiremos P, (z,y) como .

CMs discretas. Considérese el caso discreto (8), (9). A menos que se
diga lo contrario, siempre supondremos que la CM es homogénea (en el
tiempo), lo cual significa que la probabilidad de transicién (9) no depende
de n, es decir,

P(z,y) =PXyj1 =y X, =2)=PX;=y[Xg=2) Vn=0,1,....
(12.10)
La matriz P = [P(z,y)] = [P4,] se llama la matriz de transicién (en un
paso) de la CM X,. Es evidente que P es una matriz estocastica, i.e.

(a) P(z,y) >0 Va,yeS, (b)) Plx,y)=1Vazes. (12.11)

De hecho, cualquier matriz cuadrada de elementos no—negativos y cuyas filas
suman 1 se dice que es estocastica o aleatoria.
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Ejemplo 12.3. Una caminata aleatoria. Sea &, = {&, &, . . .} una sucesién
de vv.aa. i.i.d. con distribucién

P(=1)=p, Pl=-1)=q:=1-p. (12.12)
Sea X, ;=& + -+ &, paran=0,1,.... Nétese que
Xn+1 = X, +£n+1

y que &,41 es independiente de Xq, ..., X, para todo n. De aqui se sigue la
propiedad de Markov (8) porque
P(Xpt1= y[Xo =20,..., X1 = 251, X, = 2)
P(€n+1 =Y — x’XO =g, .- >Xn71 = ajnflen = Q?)

= P(gn—&-l =Yy—- $)

= PX,1 =ylX, =x). (12.13)
Es decir, X, = {X,,} es una CM con espacio de estados S = {0, £1,+2,...}.
Ademas, por (12) y (13), las probabilidades de transicién en un paso son

Pz, y) =PXnp1 =y[Xyy =2) =P(& =y — ),

1.e.

o si y=x+1,

Por lo tanto, la matriz de transicion de X, es una matriz infinita cuya fila x,
para cada x € 9, es de la forma

(+--0P(x,z—1)0P(z,z+1)0--+)

con P(z,x — 1) = ¢, P(z,x + 1) = p. (En el Ejercicio 6 se considera una
ligera generalizacion de este ejemplo.) O

Sea X, = {X, Xy, ...} una CM con espacio de estados S. A la v.a. X se
le llama el estado inicial de la CM y a su distribucién, digamos

m(x) =PXo=1xz) Vze€SI,

se le llama la distribucion inicial. Si ademas X, tiene matriz de transicion
P, entonces se dice que X, es una CM (7, P). La siguiente proposicion es-
tablece que 7 y P determinan la distribucién del vector (Xo,...,X,) para
todo n.

Nota. El nombre “cadena de Markov” surgio precisamente de expresiones
como (14).
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Proposicién 12.4. Un PE X, = {X,,,n = 0,1,...} es una CM (m,P) ssi
para cualquier n =0,1,...y zg,..., 2, € S

P(XO = xo,Xl =T1,... aXn = .’ﬂn) = ’/T(l'o)P(.on,.’L‘l) e P(ﬂfn,b .Z'n) (1214)

Demostracién. Si X, es una CM (7, P), entonces (14) se sigue trivial-
mente de la “regla de la multiplicacién” (Proposicién 3.2) y de la propiedad
de Markov (8). Reciprocamente, si se cumple (14), sumando sobre todo
T, € S se obtiene que

P(Xo = 70,...,Xp1 = 2n1) = 7(20)P (w0, 21) - - P29, Tpp1).

Repitiendo este argumento se llega a que P(Xy = zg) = m(zo) para todo
xo € S; es decir, 7 es la distribucién inicial de X,. Finalmente, usando (14)
y la definicién de probabilidad condicional (vea la ecuacién (1) en la seccion
3) se obtiene la propiedad de Markov (8) y que

P(Xyi1 =ylXo =20,..., X, = 2,) = P(z,y). O

m
La Proposicién 12.4 se puede extender como sigue.

Proposicién 12.5. Sea X, = {X,,,n = 0,1,...} un PE con espacio de
estados S numerable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X, es una CM (m, P).
(b) P(Xos1 =91, Xt = Um|Xo = 2o, .-, Xppo1 = 1, Xy = T)
= P(z,y)P(y1,¥2) - - P(Ym—1,Ym)
para todon > 0,m > 1, y estados xg, ..., ZTn_1,Z,Y1,...,Ym €n S.
(c) Si Ao,...,A, 1 son subconjuntos de S, entonces

P(Xn+1 =Y1,... ,Xn+m = ym|X0 & Ao, ... 7Xn—1 € An—laxn = l’)

= P(z,y1)P(y1,92) - P(Ym—1,Ym)
para todon > 1,m > 1, y estados x,y1,...,y, en S.
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B,,, son subconjuntos de S,

(d) Si Ao,...,An_l,Bl,...,
anl S Anflvxn = 1:)

P(X,41 € B1, ..., Xogm € Bnl|Xo € Ay, ...,
=Y Y Play)Plyr, )
y1€B1 YymEBm

La demostracién de 12.5 se deja al lector (Ejercicio 7)
Ademas de las probabilidades de transiciéon de un paso consideraremos
), definidas como

las probabilidades de transicién en n pasos P, (
P.(z,y) =P(X,=yXo=2) Vn=0,1,...

con Po(z,y) := 0(z,y) (la delta de Kronecker, que algunas veces escribimos
como 04y ), v P1(z,y) := P(x,y). Nétese que, como la CM es homogénea,
x) Vn,m>0. (12.15)

P(ym—l’ ym)

P.(z,y) = P(Xpim = Y| X =
Asimismo, definimos la matriz de transicién de n pasos
P, :=[Pn(z,y)] Yn=0,1,...,

con Py := I (la matriz identidad) y Py := P, la matriz de transicién de un
paso. El siguiente teorema establece, en particular, que P,, se puede calcular

multiplicando P consigo misma n veces, i.e
P,=P" Vn=01,.... (12.16)
Teorema 12.6. Para cualquier n,m = 0,1,
Poim =Pn- P, (12.17)
i.€.
Poim(z,y) ZP x,2)Pn(z,y) VYzx,yeSs. (12.18)
ze8

Nétese que (17) implica (16). A la ecuacién (17) o a (18) se le llama la
ecuacion de Chapman—Kolmogorov.
Demostracién. Calcularemos (18):

Pn—i—m(ma y) = P(Xn+m = leO = l’)
= ) P(Xy=2Xpm = y[Xo =2). (12.19)
z€S
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Pero, por el Ejercicio 2(a),
PX,=2Xim=y|Xo=12) =P(X,=2|Xo=2)P(X,1m=y|Xo=2,X,=2)

en donde hemos usado la Proposicién 12.5(d) y la ecuacién (15). Finalmente,
sustituyendo (20) en (19) se obtiene (18). O O

Ejemplo 12.7. Una caminata aleatoria restringida. Considérese la CM
X, =& + - + &, del Ejemplo 12.3, pero en lugar de (12) las vv.aa. &,
tienen distribucion

P(o=1)=p, P=0=1-p=:q

Entonces X, = {X,,} tiene espacio de estados S = {0, 1, ...} y probabilidades
de transiciéon

_ o) a si Y=,
P(z,y) = P(§n1 =y — 2) {p si y=x+1

para todo x € S. Es decir, la matriz de transicion P en un paso es de la
forma

0123
0 g p 00
1 0 g p O
2 00 gqgop
3 1000 ¢
Para calcular las probabilidades de transicién de n pasos (n = 2,3,...)

podemos calcular P" y usar (16) para obtener P,(x,y). Sin embargo, en
este ejemplo particular es mas facil observar que X,, = Xy + Y,,, en donde
Y, =& + -+ &, es una v.a. binomial con parametros n y p. Luego, como
Xo=¢& y Y, (n=1,2,...) son independientes vemos que

P.(z,y) =P(X, =ylXo=2) =PXo+ VY, =y|Xo=2) =PY,, =y —z).

Finalmente, usando el hecho de que Y,, ~ Bin (n, p) obtenemos

Pn(xay): ( yﬁx )pquner:r Vy:x,x+1,...,x+n,

para cualquier estado x € S. O
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Para cada n = 0,1,..., denotaremos por m, = {m,(z),z € S} la dis-
tribucién de X,,, i.e.
m(x) == P(X,, = x). (12.21)

En particular, 7 es la distribucién inicial de la CM X, = {X,,}. Interpretare-
mos 7, como un “vector fila”. Se tiene entonces que
T, = moP, = mP" Vn=0,1,..., (12.22)
o bien que
T = Tpn1 P Vn=12,.... (12.23)
En efecto, como

ma(y) =P(Xp =y) =Y P(Xo ==X, =y)

zeS

se sigue que
Ta(y) = > mo(x)Pul(z,y) VyeS,

zeS

lo cual da (22). Por otra parte, m, = mP" = mP"'P = 71,_,P y se obtiene
(23).

Ejemplo 12.8. CM con dos estados. Sea X, = {X,,} una CM con espacio
de estados S = {0, 1} y probabilidades de transicién

P(0,1)=:p y P(1,0) =:¢,

en donde p,q y A := 1—p—q son nimeros positivos. La matriz de transiciéon
P es

0 1
0 1-p p
1 ¢ l-—gq
Demuestre que m,(z) := P(X,, = z) y la matriz de transicién de n pasos

satisfacen:

q q
a) m,(0 :—+)\"(7T 0 ——),demodoque
@) 7(0) = = 3 (mo(0) -

ma(1) = 1= my(0) = 2 ar (%(1) . ]ﬁ)



n_ L (qp A" p —p
(b) P _m(q p)+qu(—q Q)'
Solucién. (a) Por (23):
Tn(0) = 71 (0)(1 = p) + M1 (1)g = 7,1 (0)(1 — p) + (1 — m,-1(0))g,
- T(0) = A1, 1(0)+qg Vn=12,....

[terando esta relacién se obtiene (a).

(b) Como (22) se cumple para cualquier distribucién inicial, tomando
= (1,0) vemos que P,(0,0) = 7,(0) y, por lo tanto, P,,(0,1) = 1—7,(0) =
Tn(1). Luego, por (a),

P,(0,0)= —L 4L po1)=-"L_ L

0

p+q — ptgq p+q p+q
Andélogamente, tomando my = (0, 1), de (a) y (22):
Po(1,1) = mo(1) = —L— 4 a1
ptq  ptg
P,(1,0)=1-P,(1,1)= 2 —»-L g

ptq  ptq

En la siguiente proposicion se identifica una familia muy grande de CMs.
Proposicién 12.9. Sean X, = {X,,,n=0,1,...} y Y, ={Y,,n=0,1,...}
dos PEs, y supdongase que Yy, Y7, ... son independientes. Si X es indepen-
diente de Y, y, ademads, existe una funciéon de Borel G : R x R — R tal

que
Xpp1 = G(X,,Y,) Vn=01,..., (12.24)

entonces X, es una CM.

Demostracion. Verificaremos que X, satisface la propiedad de Markov
(6). Para tal fin, primero ndtese que para cualquier n = 0,1, ..., las vv.aa.
{Xoy.- -, X} v {Ys, Yoi1, ...} son independientes. Por lo tanto, para cual-
quier conjunto de Borel B,

P(Xp1 € B[Xo = 20, .., Xn = )
= P[G(xn, Y,) € BlXo = zg,...,X, = x,]
PlG(xn,Y,) € B] (por independencia)
PIG(X,,Yn) € B|X,, = x,]
P(X,41 € BlX, =m,). O
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Ejemplo 12.10. Casos especiales de (24). En los ejemplos siguientes,
{Y,,} es una sucesién de vv.aa. i.i.d. y, ademés, X es independiente de {Y},}.

(a) Proceso autoregresivo de primer orden. Este tipo de procesos,
también conocidos como procesos con “ruido aditivo”, resulta cuando
(24) es de la forma

X = G(X,) + Y,

De hecho, el caso mas comin es el de los sistemas lineales, en los que
G(z) = az, es decir,
Xpi1 =aX, +Y, (12.25)

para alguna constante a. Si X es una v.a. gaussiana o una constante, y
ademés el “ruido” Y,, en (25) es gaussiano, entonces las vv.aa. X,, también
son gaussianas y por tal motivo se dice que X, = {X,,} es un proceso de
Gauss—Markov.

(b) Sistemas de produccién. Para cadan = 0,1,..., sea X,, el nivel
de inventario, o “stock”, de un cierto producto al inicio del periodo [n,n+1),
y sea Y, la demanda del producto en ese mismo periodo. Se supone que el
inventario inicial Xy es independiente de la demanda Y, para todo n > 0.
Ademads, supéngase que en el periodo [n,n + 1) se produce una cantidad
f(X,,) de articulos. Entonces el proceso X, = {X,,} de inventarios satisface
la ecuacién

y, por ser de la forma (24), es una CM. A la funcién f(x) se le llama una
estrategia de produccion. Por ejemplo, una estrategia muy usual es la regla
(s,9), con 0 < s < S, definida como
flx) = S—z si x<s,
=0 si x> s.
En otras palabras, si el nivel de inventario es x < s, entonces se produce la

cantidad f(z) = S — x con el fin de elevar el inventario del nivel x al nivel
x + f(z) = S. Por el contrario, si z > s, la regla (s,.S) es no producir, i.e.

flx)=0.

(c) Una presa con capacidad C. Para cadan = 0,1,..., sea X,, el
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volumen de agua en una presa al inicio del periodo [n,n 4 1) y sea Y,, la en-
trada de agua (por lluvia, escurrimientos, etc.) en dicho periodo. Asimismo,
supéngase que la descarga (por ejemplo, para irrigacién o para producir en-
ergia eléctrica) es f(X,,). Entonces la evolucién del volumen satisface

X1 = min(X, — f(X,) + Y,,C0),
en donde C' es la capacidad de la presa. O

Definicién 12.11. Sea X, = {X,,,n = 0,1,...} un PE y T una v.a. con
valores en el conjunto {0,1,...} U{4o00}. Decimos que T es un tiempo de
paro para X, si para cualquier n =0, 1,.. ., el evento {T' = n} depende sdlo
de Xo, X1,...,X,. Si T toma valores en {0, 1, ...} casi seguramente, es decir
P(T < o0) = 1, entonces decimos que 7" es un tiempo de paro finito.

Ejemplo 12.12. Sea X, = {X,,,n =0,1,...} un PE con espacio de estados
S, y sea A un subconjunto de S.

(a) El primer tiempo de llegada a A es la v.a.
Hy:=inf{n > 0| X, € A},

con Hy := oo si X,, ¢ A para todo n. (Esta tltima condicién es consistente
con la convencién inf () := 0o.) El primer tiempo de llegada es un tiempo de
paro para X, porque

(Hyi=n}={Xo ¢ A,....Xp_1 & A, X, € A}

(b) El tiempo del primer paso a A, definido como
Ty:=inf{n>1|X, € A},
también es un tiempo de paro para X,.
(c) El tiempo de la tltima salida de A,
Ly:=sup{n>0|X, € A},

en general no es un tiempo de paro porque el evento {L4 = n} depende de
que X, 1, param > 1 visitea A ono. O
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Teorema 12.13. (Propiedad fuerte de Markov). Sea X, = {X,,} una
CM y T un tiempo de paro finito para Xo. Entonces

PXrim=y|Xp =2 VO<E<T, Xp=2)=PXpym=9y|Xr=2)
(12.26)
para todo x,y € S;m =0,1,.... (Vea también el Ejercicio 11.)

Demostracion. Denotemos por I y II el lado izquierdo y el lado derecho
de (26), respectivamente. Para demostrar que I = II, nétese que si B es el
evento

B:{Xk:l‘k V0§k<T},

entonces

I = PXrym =y | BN{Xr =u2x})
= P(BN{Xr =2} N {Xrpm =y})/P(BN{Xr =2}). (12.27)

Pero

P(BN{Xr =2} {Xrsm=y})=) PUT=n}NBN{Xr= g {Xrsn = 1})

n=0

PHT =n}n BN {Xy =x})P(z,y)

WE

[en]

n=

= Puo(z,y)P(BN{Xy =z}),

y comparando con (27), vemos que I = P,,,(x,y). Andlogamente se demuestra
que
1= P(Xpum =y | Xy = 2) = Pr(z,y). O (12.28)

]

Observacién 12.14. Si X, = {X,,} es una CM con matriz de transicién
P = [P(z,y)] y T es un tiempo de paro finito para X,, entonces, condicionado
aque Xr =z,el PEY,, :== X7, (m =0,1,...) es una CM con estado inicial
Yy = x y matriz de transicién P. Esta conclusién se sigue de (26) y (28).

Ejemplo 12.15. Una CM “parcialmente observable”. Sea X, = {X,,}
una CM con espacio de estados S, un conjunto numerable, y sea A un sub-
conjunto de S. Si X, se puede observar sélo cuando toma valores en A,
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entonces obtenemos una nueva CM Y, = {Y;,k = 0,1,...} definida como

sigue. Sea
T(0) :=inf{n > 0| X, € A}

y para k =0,1,..., sea
T(k+1):=inf{n>T(k)| X, € A}.

En particular, si Xg € A, entonces T'(0) = 0 y para k > 1,T(k) es el tiempo
de la k—ésima visita de X, al conjunto A. Para cada k > 0,7 (k) es un tiempo
de paro el cual supondremos que es finito. En este caso, Y := Xpap (B =
0,1,...) define una CM con valores en A y probabilidades de transicién

P'(z,y) =P, (Xrq)=y) Va,yeA, (12.29)

en donde P, (+) := P(:|Xo = ). En efecto, por la propiedad fuerte de Markov,
para todo xg, ..., T, y en A,

PYis1 = yl|Yo=z0,..., Y =x)
= PXrgt) =y | Xpo) = o, -, Xpgw) = k)
= PXrpgn) =y | Xogy = o)
= PXrq) =y | Xr©) = 1)
= Pz, y),
es decir, se cumple (29). También se puede demostrar que la matriz de
transicion P’ = [P'(z,y)] de Y, estd relacionada con la matriz P = [P(z,y)]

de X, de la siguiente manera: para cada y € A, el vector {P'(z,y),x € A}
es solucién de la ecuacién

P'(z,y) = P(z,y) + ZP(SE, 2)P'(z,1). (12.30)
z2¢ A

(Ejercicio 9.) O

Definicién 12.16. (Distribucién invariante o estacionaria) Sea X, =
{X,} una CM (m, P) con espacio de estados S, y sea 7* = {rn*(x),z € S}
una distribucién de probabilidad sobre S, i.e.

(@) >0 Vzes, y Y m(x)=1 (12.31)

€S
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Decimos que 7* es una distribucién invariante (o distribucién estacio-
naria) para X, si
™ =7"P, (12.32)

es decir,
™ (y) = ZW*(x)P(x,y) Vyebs. (12.33)

zeS

El nombre de distribucién “invariante” se debe a que si la distribucion
inicial de X, es my = 7%, entonces la distribucion m, de X,, es ©* para todo
n=20,1,... En simbolos:

To=n" =>m, =71 VYn>0. (12.34)

Esto se sigue de (32) y (23). En general, una CM puede no admitir una
distribucién invariante.

Por ejemplo, es evidente que la CM definida como X,,.; := X,, + 1 para
todo n > 0, con X, := 0, no admite una distribucién invariante.

Ejemplo 12.17. CM con dos estados. Sea X, la CM del Ejemplo 12.8,
cuya matriz de transicion P es

0 1
0 l1—-p p
1 ¢ 1-q]
De (31) y (33) vemos que X, admite una distribucién invariante 7* = (7*(0), 7*(1))

m(0) =7 (0) 1 —p) + 7" (1)g, (1) =7 (O)p+7"(1)(1 —¢), (12.35)

con 7*(0),7*(1) > 0y 7*(0) + 7*(1) = 1. En este ejemplo, sustituyendo
(1) = 1 — 7*(0) en (35) se obtiene que ™ = (q¢/(p + q),p/(p + q)) es la
unica distribucién invariante de X, 0O.

Ejemplo 12.18. Sea X, = {X,,n = 0,1,...} una CM cuyo espacio de
estados S es un subconjunto de Z := {0,£+1,£2,...}. Decimos que X, es
una cadena de nacimiento y muerte (abreviado: cadena de NM) si

P(z,y) >0 sélosi |z —y| <1
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Por ejemplo, supongase que S = {0,1,...} y

¢ St y=x—1V x>1, con ¢qy:=0,
P(z,y) =< p. siy=axz+1V x>0,
re siy=x V x>0,

en donde ¢, (el pardmetro de “muerte”), p, (el pardmetro de “nacimiento”) y
7, SOn numeros no—negativos y tales que p,+q,+r, = 1. (Puesto quer, = 1—
Pz —qz, para especificar una cadena de NM basta especificar los pardmetros p,
¥ ¢..) Deseamos encontrar condiciones bajo las que X, tiene una distribucién
invariante, para lo cual supondremos que p, y ¢, son niimeros positivos para

todo x € S, excepto ¢y := 0.

Ahora, para y = 0, la ecuacion (33) resulta

O bien, como 7o + py = 1,
7 (1)q1 = 7 (0)po.
Para y > 1, de (33) obtenemos
T (y) = 7" (y — Dpy—1 + 7 (y + Dgys1 + 7" (y)ry.
Equivalentemente, como r, =1 — p, — gy,
(Y + Dy =7 W)y + 7 (Y)py =7 (y —)py—1 Yy =1
Por otra parte, de (36) y (37), un argumento de induccién da que
™(Y)ay =7y = Dpyr Yy =1,

es decir,
W*(y) = ﬂ-*(y - 1)py—1/Qy v ) Z 17

e iterando esta relaciéon vemos que
m(y) = 7 (0)aly) Yy =0,
donde «(0) :==1y
a(y) == (pop1 -+ py-1)/ (@2~ qy) st y=>1.
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Resumiendo, hemos demostrado que la ecuacién (33) implica (38) vy, re-
ciprocamente, se puede ver que (38) implica (33). Por lo tanto, para ver
que 7 = {7*(y), y € S} es una distribucién invariante sélo faltaria verificar
que 7* es una distribucién de probabilidad, i.e. 7*(y) > 0 para todo y € S,
y >, 7 (y) = 1. La primera de estas condiciones es obvia. Con respecto a la
segunda condicion nétese que

d o) =7 (0)@, con a:=» aly) =1+ oy (12.39)
y=0 y=0 y=1
Si @ = 00, es evidente que (usando la convencién 0 - co = 0)
> ... [0 s a(0)=0,
Z;ﬂ (y)—{ oo s 7(0) >0,
y:

de modo que 7* no es una distribucién de probabilidad. Por otra parte, si
a < 0o 0, equivalentemente,

Za(y) < 00, (12.40)

vemos de (39) que
o0
ZW*(y) =1 ssi 7°(0)=1/a.
y=0
Por lo tanto, concluimos que X, tiene una (tnica) distribucién invariante si

y solo si se cumple (40), en cuyo caso tal distribucién esta dada por (38), i.e.

™) =aly)/a Vy=>0. (12.41)

Caso especial: parametros de NM constantes. Supdngase que
Pe=pP V q=¢q VxS, excepto qo:=0. (12.42)

En este caso, a(y) = (p/q)¥ para todo y > 0; por lo tanto, (40) se cumple
ssi p < ¢. En otras palabras, para una cadena de NM que satisface (42),
la condiciéon p < ¢ es necesaria y suficiente para que la cadena tenga una
distribucion invariante. O
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Ejercicios § 12

12.1. Demuestre que si X € L; es una v.a. discreta con valores enteros
no—negativos, entonces

EX:iP(X>n) :iP(in).

12.2. Todos los eventos que se mencionan a continuacién pertenecen a la
misma o—algebra. Demuestre:

(a) P(A1N---NA,|B) = P(A1|B)P(Ay|BNAy)---P(A,|BNAIN---NA,_1).

(b) Si By, Ba, ... son eventos ajenos tales que P(A|B;) = p para todo i =
1,2,..., entonces P(A|U; B;) = p.

(c) Si Ay, As, ... son eventos ajenos, entonces P(U;4;|B) = >, P(4;|B).

(d) Si Ey, Es, ... forman una particién de €2, entonces

P(A|B) =Y P(E;|B)P(A|BN E;).

12.3. Sea X, = {X,,, n > 0} una CM con matriz de transicién P, y sea
Y, := X, para algun entero k£ > 0. Demuestre que Y, = {Y¥,,} es una CM
con matriz de transicién P¥.

12.4. Considere una CM finita o numerable con espacio de estados S y matriz
de transicion P. Demuestre que una distribucién de probabilidad 7 sobre S
es invariante para P ssi m(/ — P+ E) = e, en donde I es la matriz identidad,
E = (e;j) es la matriz con e;; = 1 para todo i,j € S, y e = (e;,1 € S) es el
vector con e; = 1 para todo i € S.

12.5. Sea P la matriz de transicion de una CM con espacio de estados S
numerable, y sea 7 una distribucion sobre S. Se dice que 7 y P estan en
balance (o que satisfacen las ecuaciones de balance) si

Demuestre que si m y P estan en balance, entonces 7 es invariante para P.
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12.6. Considérese la CM X,, = &+ - - - + &, del Ejemplo 12.3 excepto que la
densidad comun del “ruido” {¢,} es f(k) = P(§ = k) para cualquier entero
k. Calcule las probabilidades de transicién.

12.7. Demuestre la Proposicién 12.5. (Sugerencia: use el Ejercicio 12.2.)

12.8. Sea X, = {X,,n = 0,1,...} una CM con matriz de transicién P.
Sea n > 0 un entero arbitrario y defina Y, := X,1,, para m = 0,1,....
Demuestre: dado que X,, = z, el PE Y, = {V¥},} es una CM con estado
inicial Yy = x y matriz de transicion P y, ademas, Y, es independiente de las
v.a. Xog,...,X,; es decir, si A es cualquier evento determinado por las vv.aa.
Xo, ..., X,_1, entonces

PUXn =Yny s Xntm = Ynam} NA|X, 1 = 2)
=P(Xn =Un,- -, Xontm = Ynim|Xn = 2)P(A|X,—1 = 2).

12.9. En el Ejemplo 15, demuestre que se satisface la ecuacién (30).

12.10. Una cola a tiempo discreto. Considérese un sistema de espera
con un servidor. Los “clientes” o “trabajos” llegan al sistema de acuerdo con
un proceso de arribos {Yp, Yy, ...}, en donde Y,, es el nimero de arribos en
el periodo [n,n + 1) y los cuales empezardn a ser atendidos, si el servidor
estd disponible, a partir del siguiente periodo. Suponga que las vv.aa. Y,
son i.i.d. con distribucién

P(Yo=k)=a, para k=0,1,....

En cada periodo [n,n + 1), el servidor puede atender sélo un cliente a la vez
y la “completacién de servicio” es una v.a. Bernoulli .S,, con parametro p; es
decir, S, = 1 (con probabilidad p) si se completa el servicio, en cuyo caso el
cliente servido abandona el sistema, y S,, = 0 (con probabilidad ¢ := 1 — p)
si no se completa el servicio, en cuyo caso el cliente contintia su servicio en
el siguiente periodo. Supdngase que los PEs {Y,,} v {5,.} son independientes
entre si, y también independientes del nimero inicial, X, de clientes en el
sistema. Sea X,, el numero de clientes en el sistema al inicio del periodo
[n,n 4+ 1). Nétese que el PE X, = {X,,} satisface que

X Y, si X, =0,
T X, +Y, =S, si X, > 0.
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Demuestre que X, es una CM con valores en {0, 1,...} y probabilidades de
transicién
P(0,y) = a,

y para z > 0:

0 sioy<ax—1,
P(z,y) =< p-ao si y=x—1,
P-ay—zt1 +q- Ay—x s1 Yy > x.

12.11. En el contexto del Teorema 12.13, demuestre que condicionado a que
Xp=z,el PEY,, = Xrin(m=0,1,...) es una CM con estado inicial = y
la misma matriz de transiciéon P = [P(z,y)] de X,; ademads, Y, = {Yp, Y,...}
es independiente de X, ..., Xp. (Sugerencia: use (27) y (28).) Compare este
ejercicio con el Ejercicio 8.

12.12. Distribucién limite. Sea X, = {X,,} una CM (7, P) con espacio
de estados S numerable. Se dice que X, tiene una distribucién limite
7 ={n*(y),y € S} si 7 es una distribucién de probabilidad sobre S tal que
lim P,(z,y) =7"(y) Vz,y€s.
n—oo

(a) Demuestre que la CM definida como X,,,; = X,, + 1 para todo n, no
tiene una distribucion limite.

(b) Para cadan = 0,1,..., sea m, la distribucién de X,,. Demuestre que si
X, tiene una distribucién limite 7*, entonces
lim m,(y) =7"(y) VYyeS.
n—oo
(Sugerencia: use (22) y el Teorema de Convergencia Dominada.) Si,

ademas, X, es una CM finita, entonces 7* es una distribucion invariante
para X,.

(c) Calcule la distribucién limite de la CM en el Ejemplo 12.8 y compérela
con el resultado del Ejemplo 12.17.

12.13. La cadena de Ehrenfest. Se tienen d esferas numeradas 1,...,d,
distribuidas en dos cajas marcadas 1 y 2. Sea X, el nimero de esferas en la
caja 1 en el tiempo 0. En cada tiempo n = 1,2, ... se selecciona al azar un
ntimero del conjunto {1,...,d} y la esfera marcada con ese nimero se saca
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de la caja en que se encuentra y se coloca en la otra caja. Sea X,, el nimero
de esferas en la caja 1 al tiempo n. Demuestre que {X,} es una CM con
espacio de estados S = {0,1,...,d} y probabilidades de transicién

x/d sioy=x—1,
P(z,y) =< 1—z/d si y=x+1,
0 en c.c.

Ademads, demuestre que:
(a) B(Xp41|X,) =aX, + 1, cona=(d—2)/d,y

1

—

EX, =

+Oén(EX0—1 ) Vn:(),l,

1l -«

(b) Si X, ~ Bin(d,1/2), entonces X; tiene la misma distribucién que Xo.

Nota: La cadena de Ehrenfest es un modelo de difusién de un gas a través
de una membrana porosa.

12.14. Considere una CM con espacio de estados S = {0, 1,2} y matriz de
transiciéon
0O 10
P=|1-p 0 p
0O 10

(a) Encuentre Py. (b) Demuestre que P4 = Ps. (¢) Encuentre P,, para todo
n>1.

12.15. Considere una CM con probabilidades de transicion

B p st y=x+1,
P(x’w_{l—p si y=0

para todo x = 0,1,.... Demuestre que existe, y calcule, una distribucion
invariante.

12.16. Considere una CM con probabilidades de transicién P(z,y) = «,
para todo x,y. Demuestre que la CM tiene una tinica distribucion invariante
dada por 7*(y) = o, para todo y.
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12.17. Demuestre que una combinacién convexa de distribuciones invari-
antes es una distribucién invariante. Es decir, si 7 = {n(x),x € S} y
' = {n'(z),z € S} son distribuciones invariantes y « € [0, 1], entonces

To(2) == (1 —a)n(x) + an’(x) Vaxes,
es una distribucién invariante.

12.18. Considere la cadena de NM del Ejemplo 12.18 con parametros py = 1

y
Pe=p>0, ¢g=q=1—p Va>1

Encuentre la distribucién invariante, si es que existe.

12.19. Procesos de ramificacion. Un proceso de ramificacién es una CM
Xe ={X,, n=0,1,...} en donde X,, representa el nimero de individuos (o
“particulas”) de una cierta poblacién al tiempo n. Cada individuo da origen
a un numero aleatorio Y de individuos en la siguiente generacién, donde Y
es una v.a. discreta con densidad f(y) = P(Y =y) paray =0,1,.... Luego,
si X, = x, entonces X, ;1 = Y; + - +Y,, donde Y7,Y5,... son iid. con
densidad comtn f, y las probabilidades de transiciéon son

En general, dado el nimero inicial X, de individuos, el proceso de rami-
ficacién se puede describir como X, 43 = Y3 + Y, + .-+ + Yx, para todo
n=20,1,....

Supéngase que Y tiene media p y varianza o? finita. Demuestre:
() E(Xpi1]Xn) = pXy, y EX, = p" EXo.
(b) E(X}111Xn) = 0X, + X0, y EXG 4y = @0 EXo + p* EXG.
(c) Si Xy = z, entonces

EX%L _ .I‘O'2[/Ln_1 4. "u2(n—1)] + $2M2n Vn>1.

(d) SiXg=1yY,:=X,/E(X,), paran =0,1,..., entonces E[Y,1|Y,] =
Y.
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13 Clasificacion de estados de una CM

Contenido: Conjunto cerrado, estados comunicantes, estado absorbente,
cadena irreducible, estado transitorio, estado recurrente, recurrente posi-
tivo y recurrente nulo.

En esta seccién X, = {X,,,n = 0,1, ...} es una CM con espacio de estados
S a lo mas numerable.

Sean z,y dos estados. Decimos que xz se comunica con y (notacién:
x — y) si existe un entero n > 0 tal que P, (z,y) > 0. Six - yyy — x se
dice que z,y son estados comunicantes, y escribimos = <> y.

Proposicién 13.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para estados
distintos z, y:

(a) x —v.
(b) Existe n > 0y estados zy, ..., x,, con xg =z y =, = y tales que
P(zo,21)P(z1,22) -+ - P(xy_1,2,) > 0.
(¢) P.(X,, =y para algin n > 0) > 0. (Recuérdese que P,(A) := P(A|X, =
x) para cualquier evento A.)

Demostracion. Por la ecuacion de Chapman—Kolmogorov,

P, (z, ZP z,2)P" g,y ZZP z,21)P (21, 22)P" % (29, y);
1

1 T2

en general

Z Z P(z,z1)P(x1,22) - - - P(zp_1,9).

Tn—1

De aqui se sigue la equivalencia de (a) y (b). Por otra parte,
Po(z,y) < Po(X, =y paraalgin k> 0) <) Py(z,y),
k=0

lo cual implica la equivalencia de (b) y (c). O O
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Proposicién 13.2. La relacién <+ es de equivalencia, es decir, es reflexiva
(x <> x), simétrica (x <> y ssi y <> x) y transitiva (z <> y e y <> z, entonces
T 4 z).

Como la relaciéon < es de equivalencia, define una particién de S en
conjuntos ajenos llamados clases comunicantes: dos estados pertenecen a
la misma clase ssi son estados comunicantes. Decimos que una clase C' es
cerrada si

re(C, v —y implica yeC.

Equivalentemente, C' es una clase cerrada si P(z,y) = 0 para todo = €
C, y ¢ C. En particular, si z es un estado absorbente, es decir P(z,x) = 1,
entonces {x} es una clase cerrada.

Ejemplo 13.3. Considérese una CM con S = {1,2,3,4} y matriz de tran-
sicion

OO«H

0 0 O
VA
0V V
VAN

en donde 4/ representa niimeros positivos. Las clases comunicantes son Cy =
{1},Cy = {2} y C3 ={3,4}, y C; y C5 son cerradas. O

Una CM en la que S es la tnica clase comunicante se dice que es ir-
reducible. La CM en el ejemplo anterior no es irreducible. La CM con
dos estados y la cadena de NM en los Ejemplos 12.17 y 12.18, respectiva-
mente, si son irreducibles. Otra CM irreducible es aquella que tiene matriz
de transicion de la forma

o O«O
NG S
t—\«O ]

N
0
Vv
0

Definicién 13.4. Sea f,, la probabilidad de ir de  a y en un tiempo finito,
ie.
fay = Pu(X,, =y paraalgin n > 1). (13.1)

Decimos que x es recurrente (o persistente) si f,, = 1, y transitorio en
caso contrario, i.e. fp, < 1.
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La probabilidad f,, en (1) se puede escribir en varias formas equivalentes.
En efecto, como en el Ejemplo 12.12(b), sea T, el tiempo del primer paso
al estado y, i.e.

T, :=inf{n > 1|X,, = y}.

Entonces (1) se puede escribir como

foy = Pa(T, < 00) ZP (13.2)

Por otra parte, si N(y) es el nimero total de visitas al estado y, i.e.

)= 1,(Xa), (13.3)

en donde I,(z) := 0,y es la funcién indicadora de {y}, entonces
fry = Pa(N(y) = 1). (13.4)

También conviene considerar el nimero esperado de visitas a y, dado el
estado inicial x, definido como

V(x,y) = E;[N(y)].

Por (3),
=Y EL,(X)] =) Pulz.y). (13.5)

Teorema 13.5. (a) Las siguientes afirmaciones (a1) — (a4) son equivalentes:
a1) y es recurrente.
ag

)
)

ag) Py(N ()=OO)=
)

(
(
(
(a4) V(y,y) = oo.

ay

(b) Las afirmaciones (by)—(by) son equivalentes:

(b1) y es transitorio.
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(b2) Sy = Py(Ty <oo) <1,
(b3) Py(N(y) = o0) = 0.
(ba) V(y,y) < c0.

En particular, cualquier estado es transitorio o es recurrente.

La equivalencia de (a;)—(ag) y de (by)—(bs) se sigue de (2) y de la Defini-
cién 13.4. Para completar la demostracién del Teorema 13.5 necesitamos
varios resultados preliminares.

Lema 13.6. Para todon > 1:
(a) Po(N(y) >n) = fof27%; por lo tanto,

vy

(b) Po(N(y) =n) = Po(N(y) > n) = Po(N(y) > n+1) = fo (1 = fou) f1, ",

(c) V(z,y) = E[N(y)] = Z_Il nPo[N(y) = n] = foy/(1 = fyy).
Luego, si y es transitorio, entonces para todo = € S:
(@ Viey) = L2 <oy

1— fyy

(e) Po(N(y) <oo)=1.

Demostracién. Basta demostrar (a), lo cual haremos por induccién.
Por (4), (a) se cumple para n = 1. Supongamos que (a) se satisface para
algin n > 1. Sea

fay(k) =P (T, = k) (13.6)
y nétese que, por (2),
Fay =) Fuy(k). (13.7)
k=1
Por lo tanto,
P,(N(y) >n+1) = ZP:E(Ty =k, N(y) >n+1)
k=1
= Y Pu(T, =k)P(N(y) = n+1[Xg ==z, T, = k)
k=1
= Zfa:y<k)Py<N(y> >n)
k=1
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(por la propiedad fuerte de Markov)

= ;y Z fay(E) [por la hipétesis de induccién]
k=1

= JyySay [por (7)].
Esto demuestra (a) paran+ 1. O

Lema 13.7. Para todo |z| < 1, considere las “funciones generadoras”

Poy(2) = > 2"Pulw,y) = d(z,y)+ > 2"Pulz,y),

n=1
Foy(z) = Y 2" fuy(n),
n=1

con fyy(n) como en (6). Entonces para todo z,y € S'y |2| < 1:
Poy(2) = 0(x,y) + Fuy(2)Pyy(2).

Por lo tanto

(a) Pay(2) = Fuy(2)Pyy(2) stz # ,

(b) Pyy(2) =1+ Fy(2)Py,(2), ie. Pyy(2) =[1 — F,,(2)] "

Demostracién. Como
de la propiedad fuerte de Markov se sigue que

Pu(w,y) =Y fuy(k)Puily,y) Yn>1
k=1
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Por lo tanto,

[e.9]

Z ZnPn(ZL’, y) = Z 2" Z fmy(k>Pn—k<y7 y)

n=1 n=1
o0

- Z fxy(k> Z ZnPn—k<ya y)

n=k

= > (k)P k(v y)
k=1 n==k

= Fuy(2)Pyy(2). O

]

También usaremos el siguiente resultado de Analisis Matematico.

Lema 13.8. (Teorema de Abel) Sea {a,} una sucesién de nimeros no
negativos y sea

Az) = Zz”an para |z| < 1.
n=0
Entonces -
li = .
im A(z) Z an
n=0
Con estos preliminares podemos completar la demostracion del Teorema
13.5 como sigue.
Demostracion. Demostracién del Teorema 13.5
(a) Ya mencionamos que (a1) y (as) son equivalentes. Por otra parte, se
sigue del Lema 13.6(a) que
P,(N(y) = 00) = lim P,(N(y) > n) = fuy - lim ;y_l. (13.10)
n—oo n—oo
En particular, con z = y vemos que (ag) y (as) son equivalentes. Ahora,

considere las funciones generadoras P,,(z) y Fy,(z) del Lema 13.7. Por (5),
(7) v el Lema 4.8,

lim,41Pyy(2) = 0(x,y) + V(z,y) (13.11)
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En particular, tomando z = y y usando la igualdad P,,(z) = [1 — F,,(z)] "
en el Lema 13.7(b) obtenemos la equivalencia de (ag) y (a4).

(b) Ya mencionamos la equivalencia de (by) y (bsz), mientras que la de
(bg) v (by) se sigue de (11)—(12) con z = y. Finalmente, la equivalencia de
(ba) v (bs) se obtiene de (10). O O

Corolario 13.9. Siy es recurrente, entonces
(a) Pu(N(y) =00) = fo, =Pu(T, <00) Vz €S5.

(b) V(z,y) =0 si fuy =0,
=00 581 fzy > 0.

St ademds y <> x, entonces

( ) fa:y fyx—

(d) x es recurrente; esto implica, en particular, que si la CM es irreducible,
entonces todos los estados son recurrentes o todos son transitorios.

Demostracién. Supdéngase que y es recurrente. Entonces f,, = 1, asi
que (a) se sigue de (10).

Para demostrar (b) supéngase primero que f,, = 0. Luego, de (6) y
(7) vemos que f,,(k) = 0 para todo k& > 1, lo cual implica, por (9), que
P.(x,y) = 0 para todo n > 1. Por lo tanto, de (5) concluimos que V' (z,y) =
0. Por otra parte, si f,, > 0, vemos de (10) que P,(N(y) = oc0) > 0, que a
su vez implica

V(r,y) = E,[N(y)] = 0. (13.13)

(c) Siy < z, entonces f,, = P,(N(y) > 1) > 0. Ademds, P,(N(y) >
n) = 1. Con esto, podemos usar la demostracién del Lema 13.6 para mostrar
que fg, = 1.

(d) Sean n y m tales que P,(z,y) > 0y P,(y,x) > 0. Entonces para
cualquier entero r > 1, Py,ym(z,2) > Pu(z,y)P,(y,y)Pn(y, z) de modo
que

ZPn-‘rH—m(x {L‘) > P l’ y yv ZP y y (1314>

r=1

Esto implica que V(x,z) = oo y por el Teorema 13.5(a) concluimos que x es
recurrente. O 0
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Corolario 13.10. Sea C una clase comunicante. Entonces:

(a) Todos los estados en C' son recurrentes o todos son transitorios. En el
primer caso se dice que C' es una clase recurrente, y en el sequndo que
C es transitoria.

(b) Si C es recurrente entonces es cerrada.
(c) Si C es una clase cerrada finita, entonces C' es recurrente.

Demostracién. El inciso (a) es consecuencia del Corolario 13.9(d) o de
la desigualdad en (14) que se puede escribir como

o.@) 1 o
Pr U,y S Pn ram\ L, T).
; v:9) Pn(ﬂf,y)Pm(y,ﬂ:); #rem(,2)

(b) Supdngase que C' es recurrente pero no es cerrada. Entonces existen
xeC,yé¢Cym>1tales que P,(X,, =y) > 0. Entonces, como

Po({Xm =y} N {N(z) = 00}) = 0,

se obtiene que P, (/N (z) = c0) < 1y, por lo tanto, = no es recurrente, lo cual
implica que tampoco C' es recurrente.

(c) Si C' es una clase cerrada finita, entonces contiene al menos un estado
recurrente. Luego, por (a), C' es recurrente. O O

Definimos el tiempo medio de retorno al estado z (o tiempo medio
de recurrencia de x) como

My = F,(T,) = ian(Tx = n). (13.15)

Por el Teorema 13.5(by), si x es transitorio entonces f,, = P,(T, < o0) < 1
6, equivalentemente, P,(7, = oo) > 0. Por lo tanto, si x es transitorio,
necesariamente m, = oco. Sin embargo, si x es recurrente puede ocurrir que
(a) my; < 00, 6 (b) m, = co. En el caso (a) se dice que = es recurrente
positivo, y en el caso (b) que z es recurrente nulo.

El siguiente resultado es util para calcular m,, en particular.

Proposicién 13.11. Sean z,y estados arbitrarios. Entonces
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(a) Po(T, =1) = P(x,y), y paran > 2

Po(T, =n) =Y P(z,2)P.(T, =n - 1); (13.16)
2#Y
en particular,
P,(T, =n) =Y P(z,2)P.(T, =n—1). (13.17)
zF#x

(b) Ex(Ty) =P(x,y)+ .., P(x,2)[foy + E.(T})]; en particular, para x = y,

me =P(x,2) + > P(x,2)[fen + Eo(T,)]. (13.18)
z#x

Demostracién. (a) Para cualquier n > 2,

Po(T,=n)=Y Pu(X;=2zT,=n) (13.19)
2#Y

Pero, para z # y

P.(Xy=2T,=n) = P,(Xy=2)P(T,=nXy=2,X; =2)
= P(z,2)P(T, =n|X; =2)
= P(z,2)P.(T, =n—1).

Sustituyendo este resultado en (19) obtenemos (16).
(b) Nétese que

ZnPZ(Ty =n-—1) = Z(l +n)P.(T, =n)
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E.(Ty) = ZnP$(Ty:n)
= P(z,y) + anx(Ty =n)

= P(z,y)+ > nY Px,2)P.(T, =n—1) [por (16)]

n=2 z#y
= P(z,y)+ Z P(z, 2) ZnPZ(Ty =n-—1),
2#Y n=2
y usando (20) se obtiene (b). O O

Los ejemplos siguientes ilustran el uso de los resultados en la Proposicion
13.11.

Ejemplo 13.12. Caminata aleatoria. Considérese la caminata aleatoria
del Ejemplo 12.3, i.e.

X1 =X, +Y1 Vn=0,1,..., con Xq=1Yj,
en donde Y, = {Y,,} es una sucesién de vv.aa. i.i.d. con distribucién
PYo=1)=p, PYo=-1)=¢g=1-p, para 0<p<L

El espacio de estados S de X, es el conjunto de todos los ntimeros enteros y
las probabilidades de transicién son

_Jp st y=x+1,
P(fc,y)—{ ¢ s y—o—1 (13.21)

(Equivalentemente, X, es una cadena de NM con pardmetros p, = p, ¢, = ¢
y r. = 0; vea el Ejemplo 12.18). Como p y ¢ son ambos positivos, X,
es irreducible. Por lo tanto, por el Corolario 13.9(d) todos los estados son
recurrentes o todos son transitorios. Luego, para ver cudl de estos dos casos
ocurre basta considerar un estado cualquiera, digamos x = 0. Es decir, por
el Teorema 13.5 basta verificar (por ejemplo) si el niimero esperado de visitas

V(0,0) = iPn(0,0)
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es finito o infinito. Con este fin, obsérvese primero que P, (0,0) = 0 si n es
impar. Por otra parte, si Xg = 0, entonces X, esta de nuevo en el estado 0
en 2n pasos (0 sea, Xg, = 0) ssi la CM se mueve n veces “a la derecha” (con
probabilidad p en cada paso) y n veces “a la izquierda” (con probabilidad
q en cada paso). Luego, P2,(0,0) se puede escribir como la probabilidad

binomial
2n non
P2n(070)_( n >pQ7

asi que V(0,0) = > P5,(0,0). Ahora consideremos el limite
Pan+1)(0,0)/P2n(0,0) — 4pg

cuando n — oo y observe que 4pg = 4p(1 — p) < 1 con igualdad ssi p = 1/2.
Por lo tanto, si p # 1/2, entonces 4pg < 1 y por la “prueba del cociente”
para convergencia de series concluimos que V(0,0) < oo; es decir, la CM
es transitoria si p # 1/2. Sin embargo, si p = 1/2, entonces 4pg = 1 y no
podemos usar la prueba del cociente para ver si V' (0,0) converge o diverge.
Este caso se puede analizar usando la formula de Stirling

n! ~ (2rn)%(n/e)" cuando n — oo,

en donde x,, ~ v, significa que z,/y, — 1. Usando dicha formula se obtiene

que
< 2n ) - 4”(7m)_1/2

n

y por lo tanto
P2,(0,0) ~ (4pg)" (7n) /2.
De aqui se sigue que V(0,0) es finita o infinita cuando 4pg = 1 ssi la serie

Z(Wn)_l/z

n=1

converge o diverge, respectivamente. Luego, como es evidente que esta serie
diverge, concluimos que V(0,0) = oo cuando p = 1/2. En conclusién, la
caminata aleatoria X, es recurrente si p = 1/2 y transitoria si p # 1/2.
Cuando p = 1/2 se dice que la caminata aleatoria es simétrica.

Ahora deseamos ver si la caminata aleatoria simétrica (por lo tanto, re-
currente) es recurrente positiva o recurrente nula. Por el Ejercicio 4, basta
ver si uno de los estados, por ejemplo x = 0, es recurrente positivo o nulo.
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Anteriormente obtuvimos la identidad Pyy(z) = 14 Fyo(z) Poo(2), de donde
FOO =1- 1/P00<Z), pero

Poo(z) = N 2" P, (0,0) = i 2" (2:) " = i (2:) (pgz*)"

n=0 n=0 n=0
Pero de la expansién de Taylor (1 —2)~1/2 =" (*")(z/4)", cuando |z| <

1, llegamos a que

Foo(z) =1 — /1 —4pqz?, |z| < L.

De esto, como p = 1/2, tenemos que Py(Ty < o00) = Fpo(l) = 1, o sea
que la cadena es recurrente. Ahora bien, del Teorema de Abel concluimos
que la suma Fyo(z) es uniformente convergente en |z| < 1. Luego, podemos
intercambiar la suma con la derivada d%, para llegar a que

1 2z
n—1 _ =
an Joo(n) = SN

Al tomar el limite cuando z — 1 concluimos que

22

o0

E[)(To) = Z?’Lfgo(n) = OQ.

n=1
Por lo tanto, la cadena es recurrente nula. O

Ejemplo 13.13. Una cola en tiempo discreto. Para cadan =0,1,...,
sea X,, el nimero de trabajos en un sistema de espera con un servidor al inicio
del n—ésimo periodo, [n,n+ 1), y sea Y, el nimero de arribos en ese periodo.
Si el sistema no esta vacio (X,, > 0) se completa un y sélo un servicio (y el
trabajo servido sale del sistema) y, ademds, no se aceptan nuevos trabajos,
ie.

X1 =X,—1 si X,>0.

Por otra parte, si el sistema estd vacio (X,, = 0), se admite la entrada a todos
los arribos, Y;,, en el periodo [n,n + 1), i.e

Xp1 =Y, si X,=0.
Supdngase que las vv.aa. Y, son i.i.d. con distribucién

qiy) =PY,=y)>0 Vy=12,....
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Por lo tanto, las probabilidades de transicién de X, son
P0,y)=q(y) Yy>1, Plz,z—1)=1 Vz>1.

Es evidente que X, es irreducible. (Explique.) Por lo tanto, para verificar
que X, es una CM recurrente o transitoria basta analizar un estado, digamos
x = 0. Por la Proposicién 13.1(a), Po(7p = 1) = P(0,0) =0, y para n > 2

ZPOy J(To=n—1).

y7#0
Luego, como P(0,y) = q(y), y Py(ITp =n —1) =1 ssi y = n — 1, vemos que
Po(To =n)=q(n—1) Vn>2.

De aqui se sigue que

Joo := Po(Th < 00) = ZPO Ty =n) = Zq(n):
n=1

es decir, x = 0 es un estado recurrente, y por lo tanto X, es recurrente.
Ahora deseamos ver si X, es recurrente positiva o recurrente nula.

Por (18),

mo = Eo(Tp) = P(0,0) + Y P(0,)[fy0 + Ey(T0)].

y>1

Ademas [por el Corolario 13.9(c)|, f,o = 1, mientras que P(0,y) = q(y) vy
E,(Ty) = y para todo y > 1. Por lo tanto

Zq l+y)=1+7

donde 7 := E(Y,) = >_7%, yq(y) es el nimero esperado de arribos por peri-
odo. De aqui concluimos que el estado = = 0 (y por lo tanto X,) es recurrente
positivo si ¢ < 0oy nulo si g =o0. O

Del Corolario 13.10(b) podemos concluir lo siguiente.
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Corolario 13.14. El espacio de estados S se puede particionar en forma

unica como
S:TU01UCQU...,

en donde T es el conjunto de estados transitorios, y los Cy, son clases comu-
nicantes cerradas de estados recurrentes.

A este corolario se le conoce como el teorema de descomposicién (de
S).
Ejercicios § 13

13.1. Demuestre la Proposicion 14.2.

13.2. Encuentre las clases comunicantes de la CM con espacio de estados
S ={1,...,5} y matriz de transicién

QOOOQ

LLe e

0
0
1
\/
0
en donde 4/ representa nimeros positivos. Diga qué clases son cerradas.

13.3. Si y es un estado transitorio, entonces [por el Lema 13.6(d)] V (z,y)
< oo para todo x € S. De este hecho deduzca que si y es transitorio entonces

lim P,(z,y) =0 Vzxe€Ss.

n—oo
13.4. Supéngase que x <> y. Demuestre que si x es recurrente positivo
o recurrente nulo, entonces y es recurrente positivo o recurrente nulo, res-
pectivamente. (De aqui se sigue, en particular, que en una clase recurrente
todos los estados son recurrentes positivos o todos son recurrentes nulos.) (La
demostracion es complicada. Se sugiere que el lector consulte, por ejemplo,
el libro de D.P. Heyman and M.J. Sobel, Stochastic Models of Operations
Research, Volume I, p. 234, Theorem 7-7.)

13.5. Demuestre que en una CM irreducible y recurrente, P(7, < oo) =1
para todo estado y.
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13.6. Se dice que una CM es transitoria si todos sus estados son tran-
sitorios.  (Por ejemplo, la CM X, .; := X, + 1 con espacio de estados
S ={0,1,...} es transitoria.) Demuestre que una CM con espacio de estados
finito no puede ser transitoria, es decir tiene al menos un estado recurrente.
(Sugerencia: suponga que la CM es transitoria y use el Ejercicio 3.)

13.7. Sea y un estado absorbente, es decir, P(y,y) = 1. Demuestre que:
(a) y es recurrente, y (b) P, (z,y) = P,(T, < n) para todoxz € Sy n > 1.
[Sugerencia: en (b) use la férmula (9).]

13.8. Demuestre: (a) fu,, = P(z,y) + > P(z, 2) f.y.

2y
(b) P,(T, <n) =P(z,y)+ > P(z,y)P.(T, <n—1) para todo n > 1.
27y
(c) E,(T,) =1+ > P(x,2)E.(T,) si foy = 1.

2#Y
(Compare (b) y (¢) con (16) y la Proposicién 13.11(b), respectivamente.)

13.9. Sea F' un subconjunto no vacio del espacio de estados de una CM. Se
dice que F es un conjunto cerrado si P(z,y) =0 paratodoz € F'yy ¢ F.
Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) F' es un conjunto cerrado.
(b) Pp(z,y) =0 VexeF, y¢F n>1.
(¢) foy=0 Vo eF y¢F.

13.10. Considérese una CM con espacio de estados S = {0,1,...} y pro-
babilidades de transiciéon P(z,z + 1) = p (para algin 0 < p < 1) y P(z,0) =
1—p.

(a) Demuestre que la CM es irreducible.
(b) Encuentre Py(Ty = n) para todo n > 1.
(c¢) Demuestre que la CM es recurrente.

(d) Diga si la CM es recurrente positiva o recurrente nula — demuestre que
su respuesta es correcta.
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13.11. Considérese una CM X, = {X,,}. Para cadam =1,2,..., sea N,,(y)
el nimero de visitas de X, al estado y hasta el tiempo m, es decir

Ni(y) = Z Iy(Xn)'

[Né6tese que N,,,(y) — N(y) cuando m — oo, con N(y) como en (3).]
Asimismo, sea V,,(x,y) el numero esperado de tales visitas, dado que Xg = =,
i.e.

[Por (5), Viu(z,y) — V(x,y) cuando m — o00.] Demuestre que si y es un
estado transitorio de X,, entonces para cualquier estado inicial x:

(a) lim LV, (z,y) =0, (b) lim LN, (y)=0 cs.
m—0o0 m—0o0

13.12. Sea F' un conjunto cerrado de una CM (vea el Ejercicio 9) y suponga
que para cada x ¢ F existe y € F tal que + — y. Demuestre que todos los
estados = ¢ F son transitorios.

13.13. Considérese una CM con estados en {0, 1,...} y probabilidades de
transicion

P0,y)=a,>0 Vy>0;, P(z,z)=p, Plx,za—1)=1-p Va>1.
Clasifique los estados de la CM y calcule sus tiempos medios de retorno.

13.14. Una ley cero—uno. Demuestre que para cualquier estado x € S
(a) P.(N(z) =00) =0, 6 (b) P.(N(z) = 00) = 1.

[De hecho, (a) se cumple ssi f,, < 1,y (b) se cumple ssi f,, = 1. Sugerencia:
use el Lemma 13.6(a) o, mas directamente, la ecuacion (10).]

13.15. Demuestre: si x es un estado recurrente positivo y x <+ y, entonces
E,(T;) < co. [Sugerencia: itere la ecuacién en el Ejercicio 8(c) con y =z, y
use la Proposicién 13.1(b).]

13.16. Considere una CM que tiene una distribuciéon estacionaria 7* =

{m*(z), v € S}. Demuestre que

3=

T (y) =y " (x)

€S

> Pu(zy) Vyes.
n=1
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De esta expresion deduzca que si y es un estado transitorio, entonces
7™ (y) = 0. (Sugerencia: use el Ejercicio 11(a).)
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14 Distribucion limite de una cadena de Markov

Contenido: Convergencia de probabilidades de transicion, distribucién
limite, periodicidad.

En esta seccién, X, = {X,,, n = 0,1,...} es una CM definida sobre un
espacio de probabilidad (€2, &, P) y con espacio de estados S a lo mas numer-
able. Para cada par de estados z,y deseamos encontrar condiciones para la
existencia de limites de la forma

lim Py (z,y) (14.1)
(0]
RS
Jlim — ; Pi(z,y). (14.2)

Por el Lema de Toeplitz (Ejercicio 15.9 més adelante), la existencia del limite
en (1) implica la convergencia en (2). El problema es que (1) se cumple sélo
bajo condiciones muy restrictivas y, por lo tanto, conviene estudiar primero
el limite en (2), el cual siempre existe.

Ejemplo 14.1. Sea X, una CM con espacio de estados S = {0, 1} y matriz
de transicion

01

1 0|°
Siz =006 1, entonces

1 si n es par,
Pn(m,x)—{ 0 si n esimpar,

mientras que si x # y entonces

1 si n esimpar,
Pn(x,y)—{ 0 si n espar.

De aqui se sigue que el limite en (1) no existe, mientras que el limite en (2)
es 1/2 para cualquier z,y. (La no existencia del limite en (1) se debe a que
la CM es “periddica”, concepto que estudiaremos més adelante.) O
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Usaremos la notacion en el Ejercicio 13.11: para cadan =1,2,..., N,(y)
es el nimero de visitas de X, al estado y hasta el tiempo n, i.e.

Nn(y> = Z [y(Xk),

mientras que
n

Va(z,y) == E-[Nu(y)] = Zpk(%y)

k=1
es el nimero esperado de visitas al estado y hasta el tiempo n, dado que el
estado inicial es Xg = . Ademads, definimos

Naly) = 2 Nalu), Valoo) i= - Valog) =+ S Puley). (143)

A. Convergencia de promedios

El resultado principal en relacién con los promedios (o “sumas de
Cesaro”) en (3) es el siguiente.

Teorema 14.2. Para todo x,y € S los limites

nll_>n010 No(y) =7(z,y) cs., (14.4)
T}Lrgvn(x,y) =:m(x,y) (14.5)
existen y

Ademds, siy es recurrente se cumple que

(i) 7(2,y) = lizy<ory/my, (1) 7(2,y) = foy/my (14.7)

en donde my := E,(T,) es el tiempo medio de retorno a y. Por lo tanto, para
todo x € S:

(a) m(x,y) =0 siy es transitorio o recurrente nulo, y

(b) m(x,y) = fuy/my Siy es recurrente positivo.
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Nota 14.3. En la siguiente demostracion se usa el hecho de que la ley fuerte
de los grandes nimeros se cumple inclusive si la media es infinita, siempre y
cuando esté bien definida.

Demostracién. Por el teorema de convergencia acotada, si (4) se cumple
entonces también se cumplen (5) y (6). Por otra parte, si y es transitorio,
del Ejercicio 13.11 se tiene que 7(z,y) = 0 c.s. y w(x,y) = 0. Por lo tanto,
para demostrar el teorema basta suponer que y es recurrente y verificar (4)
y (7). Primero consideraremos el caso en el que Xy = v.

Sea T,(0) := 0,y parar = 1,2,...sea T,(r) el tiempo de la r—€ésima visita
al estado y, el cual se puede definir recursivamente como

T,(r) =inf{n>T,(r—1)+1|X,=y} Vr=12...
Como T,(0) := 0, el tiempo de la primera visita a y coincide con el tiempo
del primer paso a y, es decir, T,(1) = T, := inf{n > 1|X,, = y}. Alternati-
vamente, podemos escribir

Ty(r)=inf{n > 1| N,(y) =r} Vr=12.... (14.8)

(Notese que T, (r) < oo para todo r, porque Xy = y y y es recurrente.) Ahora
consideremos, para r =1,2,...,

Wy(r) :=Ty(r) =T,(r = 1) =inf{n > 1| Xg,(—1)4n = ¥} (14.9)
el tiempo de espera entre la (r — 1)—ésima visita a y y la r—ésima visita

(también llamado la longitud de la r—ésima excursién a y). Por el Ejercicio
4, las vv.aa. W, (r), parar =1,2,..., son i.i.d. con distribucién

P[W,(r) =n] =Py (T, =n),
de modo que E,[W,(1)] = E,(T,) = m,. Luego, como
Ty(r) = Wy(1) + -+ + W,y(r),

de la ley fuerte de los grandes ntiimeros (vea 9.12) se sigue que

1
lim -T,(r) =m, cs. (14.10)

r—oo 1
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Por otro lado, se sigue de (8) que si N,,(y) = r entonces T,,(r) < n < T,(r+1),
Le.

T,(Nu(y)) <n <T,(Nu(y) +1).

Luego, como N, (y) — N(y) = oo cuando n — oo, se obtiene que

TN 7 _ TNy +1)

< <
Nuy)  — Nu(y) Nu(y)
y tomando el limite cuando n — oo vemos de (10) que
, n
= c.S.

lim s =y s,
es decir o

lim N,(y) =1/m, cs. (14.11)

n—oo

De aqui se siguen (4) y (7) cuando Xy = y es recurrente.

Finalmente, suponga que el estado inicial es Xy = x arbitrario. Entonces,
por el Corolario 13.9, puede ocurrir que la CM alcance o no el estado y (i.e.
que estén o no comunicados), pero en cualquier caso N, (y) satisface (4) con
T(z,y) como en (7). O O

Corolario 14.4. Sila CM tiene una distribucion invariante 7™ = {n*(y), y €
S}, entonces:

(a) m*(y) = 0 si y es transitorio o recurrente nulo, y

(b) = Z () foy S1 Y es recurrente positivo.
Y zes
Demostracion. Como 7* es invariante,
Zw VPr(z,y) VE=0,1,...; y€S.
€S
Por lo tanto, sumando de k = 1 a k = n y multiplicando por 1/n, se sigue

de (3) que

=> 7 @)Valz,y) Vn=12..;y€S. (14.12)

€S
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Luego, como 0 < V,(z,y) < 1, del Teorema de Convergencia Dominada y
(5), al tomar n — oo en (12) concluimos que

T(y) =Y 7 (x)w(z,y) VyeS. (14.13)
zeS
Por lo tanto, (a) y (b) se siguen del Teorema 14.2. O O

Teorema 14.5. Si la CM es irreducible, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) La CM es recurrente positiva.

(b) La CM tiene una tnica distribucion invariante, digamos m*. Ademds,
en este caso T (x) = 1/m, > 0 para todo x € X.

Demostracién. (b) implica (a). Si 7* es una distribucién invariante,
necesariamente 7*(y) > 0 para algin estado y, y entonces, por el Corolario
14.4, y es recurrente positivo. De hecho, por la parte (b) de dicho corolario,

0<7(y) =1/my,

asi que m, < 0o. De aqui se obtiene (a), por la irreducibilidad de la CM.

(a) implica (b). Supéngase que la CM es recurrente positiva. Entonces
fzy = 1 para cualesquiera dos estados x,y de modo que si la CM tiene una
distribucién invariante, entonces, por (12) y el Teorema 14.2(b),

= lim E * (x,y)=1/m, Vyes. (14.14)
n—oo
x€S

Noétese que 7*(y) coincide con el limite 7 (x,y) en (5)—(7). Por lo tanto, si 7’
es alguna otra distribucién invariante, el argumento usado en (12) y (13) da
que

T(y) = w@)m(r,y) = @) y) =7"(y) YyeS  (14.15)
zE€S TES
En otras palabras, si la CM tiene una distribucién invariante 7*, entonces 7*

es unica y esta dada por (14).

Ahora demostraremos que, efectivamente, (14) define una distribucién
invariante. Con este fin probaremos primero que

) > T <1,y =Y ) VyesS.  (14.16)

yes €S
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Después, definiendo 7 := > 7*(y) (> 0) y #'(y) := 7*(y)/7 para todo y,
concluiremos que 7’ es una distribucién invariante, asi que, por (15), @ = 1,
es decir 7’ = 7* es la tnica distribucién invariante.

Para demostrar (16)(a) primero obsérvese que, por (3),

n

S Vi) =+ S Piry) =1 ves

yeS k=1 yes
De aqui se sigue (16)(a) porque usando (14) y el Lema de Fatou obtenemos
l—hqggg.}fzv x,y) >thme x,y) ZW
yeS yeS yeS

Para demostrar (16)(b) primero usamos la ecuacién de Chapman — Kol-
mogorov para escribir

Prii(z,y) ZPk x,2)P(z,y)
zZ€S
y después un calculo directo da

n+1
n

Vo (z,y) — %P(m, y) =Y Vala,2)P(z,y).

z€S
Por lo tanto, usando de nuevo (14) y el Lema de Fatou vemos que
>Z7r P(z,y) VyesS. (14.17)
zeS
Si la igualdad no se cumple en (17) para algin y € S, i.e.

> Z T (2)P(z

z€S

DT > 7)Y Plzy) =) 7(2)

yes z€S yes z€S

entonces

o sea T > 7. Esta contradiccién da que la igualdad se cumple en (17) para
todoy € S. O O
Del Teorema 14.5 y la expresién (7)(i) concluimos lo siguiente.

185



Corolario 14.6. Si la CM es irreducible y recurrente positiva, entonces para
cualquier estado inicial Xy = x,

lim N,(y)=1/m, cs VyeSs.

n—o0

B. Distribuciones limite

La convergencia en (1) estd asociada con el concepto de “periodicidad”
de una CM. Para introducir este concepto recordemos que dados dos enteros
positivos d, n se dice que d es divisor de n si n/d es un entero. Ademas, si J
es un conjunto no vacio de enteros positivos, definimos el maximo comun
divisor (m.c.d.) de J como el mayor entero positivo d que es divisor de n
para todo n € J. Nétese que

1 <m.c.d.(J) <min{n|n € J}.

Por ejemplo, si 1 € J, entonces m.c.d.(J)=1. Asimismo, si J={4,6,10, 12},
entonces m.c.d.(J)=2.

Definicién 14.7. Sea x € S un estado de la CM, y J, := {n > 0| P, (z,z) >
0}. Definimos el periodo d(z), o simplemente d, de x como

d = m.c.d.(J,).

En otras palabras, z tiene periodo d si P,,(x, ) = 0 cuandon # d, 2d, 3d, . ..
y d es el mayor entero con esta propiedad. Cada estado de la CM del Ejemplo
14.1 es periodico con periodo d = 2.

Si d(z) = 1, se dice que = es un estado aperiédico. Por ejemplo, si
P(z,z) > 0, entonces x es aperiédico.

Ejemplo 14.8. Considérese una cadena de NM con parametros p, :=
P(z,z+1) y q, := P(z,x — 1), ambos positivos. Un estado z es aperiddico si
ry = P(x,2) = 1—(ps+¢q.) > 0, y periédico con periodod =2sir, =0 0O.

La siguiente proposicién demuestra que la periodicidad es una “propiedad
de clase”, es decir, dos estados en una misma clase comunicante tienen el
mismo periodo. En particular, en una CM irreducible todos los estados tienen
el mismo periodo.

Proposicién 14.9. Si x <> y, entonces d(x) = d(y).
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Demostracién. Sean n,m enteros tales que P, (z,y) > 0y P,,(y,z) > 0.
Entonces, por la ecuacién de Chapman—Kolmogorov,

Poim(z, ) > Py(z,y)Pr(y,z) >0
de modo que d(z) es divisor de n + m. Asimismo, si P(y,y) > 0, entonces
Poikim(z,z) > Po(z,y)Pr(y, y) Py, z) > 0,

asi que d(z) también es divisor de n+ k+m. Esto implica que d(z) es divisor
de k porque k = (n + k +m) — (n 4+ m). Luego, como k € J,, concluimos
que d(z) < d(y). Andlogamente se demuestra que d(y) < d(z). O O

La demostracion del siguiente resultado se puede ver, por ejemplo, en el
libro de Norris (1997), pdgina 43, Theorem 1.8.4.

Proposicién 14.10. Supongase que la CM es irreducible. Existe un entero
d > 1 y una particion

S=CouUCiU---UCy_q
de S tal que, definiendo C,, 44, := C,,
(a) Pu(z,y) >0sblosiz € C.yye C,yy para algin r;

(b) Ppa(x,y) > 0 para todo n suficientemente grande, para todo z,y € C,. y
todo r.

El entero d > 1 en 14.10 es el periodo de la CM. Como ejemplo considérese
una CM con espacio de estados S = {1, 2,3} y matriz de transicién

010
001
1 00
En este caso d = 3.

Teorema 14.11. Supongase que la CM es irreducible y recurrente positiva,
y sea ™ su distribucion invariante, es decir 7 (y) = 1/m,, para todo y € S.

(a) Sila CM es aperiddica, entonces
lim P, (z,y) =7*"(y) Vax,y€eS,; (14.18)
n—oo
de hecho, para cualquier distribucion inicial 7o,

T, (y) =P(X, =y) = 7*(y) cuando n — oo, YyeS. (14.19)
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(b) Si la CM es periddica con periodo d, entonces para cualquier par de
estados x,y, existe un entero r, con 0 < r < d, tal que P,(z,y) =0 a
menos que n = md + r para algun entero m >0, y

lim Py (2, y) = dr*(y). (14.20)
m—0o0

Demostracién. Sélo demostraremos el inciso (a). La demostracién de
(b) se puede ver en el libro de Norris (1997), pagina 44, Theorem 1.8.5, 0 en
el de Hoel, Port y Stone (1972), p. 73, Theorem 7.

Demostracion de (a). Sea Yy = {Y,} una CM con la misma matriz de
transicion que X, = {X,,}, pero independiente de X,. Sea Z, = (X,,Y,) la
CMen S xS :={(x,y)|z,y € S} con probabilidad de transicién

P((JI, y)? <Z7 w)) = P(ZE, Z)P(y7 w)‘

Parte 1. La CM Z, es irreducible y recurrente positiva. Como P es
irreducible, dados cualesquiera dos pares de estados (z1,x2) v (y1, y2), existen
enteros n 'y m tales que P, (z1,22) > 0y P, (y1,92) > 0. Ademds, como x5 y
y2 son aperiédicos, por la Proposiciéon 14.10(b) (con d = 1) existe un entero
no > 0 tal que

Pm+r(x27$2) >0 y Pn+r(y2ay2) >0 Vr Z Nno.

Por lo tanto

Pn+m+r((x1: yl)a (.%‘2, y2>> >0 (14'21>

porque Py i (21, 22) > P21, 2) Py (22, x2) v similarmente para (y, yz).
Por (21), Z, es irreducible. Luego, para ver que Z, es recurrente positiva, por
el Teorema 14.5 basta verificar que 7(z,y) = 7*(x)7*(y) es una distribucién
invariante, lo cual es inmediato porque

T(z,y) = w(@)r"(y) = Y 7" (2)P(z,2) - Y 7" (w)P(w,y)
= YD Tz wP((zw), (2,y)).

Parte 2. Fijese un estado arbitrario a € S, y sea

T(a):=inf{n > 1|X, =Y, = a}
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el tiempo del primer paso de Z, al estado (a,a) € S x S. Como Z, es
irreducible y recurrente positiva, se sigue del Ejercicio 13.5 que T'(a) < oo
c.s. Esto implica que el tiempo de paro

T:=inf{n>1[X,=Y,} <oo cs. (14.22)

para cualquier estado inicial (z,y) € S x S, porque T" < T'(a). Por otra
parte, como X, y Y, tienen la misma matriz de transicién, vemos que para
1<k<n

PX,=y.T=k = Y PXo=y, T=k X;=Y}=1)

zeSs

= ) P(T =k X =Y =2)P,(z,y)

€S

= PY,=y, T=k).
Por lo tanto, sumando sobre k =1,...,n,

P(X,=y, T<n)=P(Y,=y T <n). (14.23)

Parte 3. Por (23):
PX,=vy) = PX,=y,T<n)+PX,=y,T >n)
PY,=y, T<n)+PX,=y, T >n)
es decir, P(X,, = y) < P(Y, =y) + P(X,, =y, T > n). Andlogamente,
PY,=vy) <PX,=9y)+PY,=y,T>n),

de modo que

IPX,=9y)—PY,=9)| <PX,=y,T>n)+P Y, =y, T >n).

D IP(Xp=y) = P(Y, =y)| <2P(T > n). (14.24)
yes
Finalmente, témese Xqg = x y Yy ~ 7*. Entonces P(X,, = y) = P,(z,y) v
P(Y, =y) =7*(y) paratodon >0y y € S, asi que (24) se reduce a

D | Palz,y) =7 (y)] < 2P(T > n)

yeSs

189



y, por (22),

Z |Pn(z,y) — 7*(y)| = 0 cuando n — oo. (14.25)
yeS

Esto implica (18), que a su vez, junto con el Ejercicio 12.12, implica (19).
]

Observaciéon 14.12. Si 7 y 7’ son dos distribuciones de probabilidad sobre
S, definimos la distancia en variacién total entre 7 y 7’ como

lm—a"ll= In(y) —7'(y)l.

yes

Luego, (25) afirma que para cualquier estado inicial =

que de hecho es una condicion mucho més fuerte que la convergencia “local”
en (18) porque

Sup |Po(z,y) = 7" (y) | <|| Pulz,)) =7"() || VzeS;
ye

es decir, la convergencia en (18) resulta ser uniforme en y. Por otra parte,
para cualquier distribucién inicial 7y, tenemos

() = 3 mo(@)Pula,y) v m(y) = 3 mole)r ().

€S €S

De aqui se puede deducir facilmente (Ejercicio 6) que

sup | (y) — 7" ()] <[ 0 — 7" |- 0 (14.27)
ye

cuandon — 0. O
Ejercicios § 14

14.1. Use la ecuacién (9) en la Seccién 13 para demostrar que

(a) 21 Po(z,y) = fuy > Pu(y,y) y, por lo tanto,

n=0
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(b) V(z,y) = fay[l +V(y,y)].

Ademas, si el limite lim,, ., P,(y,y) =: 7(y) existe, entonces
(C) hmnﬁoo Pn(wa y) = fﬂvyﬂ-(y)?

(d) limy, o0 Va2, y) = fom(y), con V,(z,y) como en (3).

14.2. Sea {ag,aq,...} una sucesién de numeros no negativos y defina su
funcion generadora A(z) como

o0

A(z) = Zz"an para |z| < 1.

n=0

(a) Demuestre que para cualquier nimero a

(1-2)A() =a+(1-2)> z"(a, —a),

=0

3

y que, por lo tanto, si a, — a, entonces (1 — z)A(z) — a cuando z 1 1.

(b) Sea s, := a9 + -+ + a, y observe que a, = s, — s,_1 para n > 1.
Demuestre que

A(z) =(1—-2) Zz”sn,

de modo que

A(z)=a+ (1 —z)Zz”(sn —a) VaeR.
n=0
Concluya que si lim,, o S, = Y. a, = a, con a € R, entonces A(z) — a
n=0
cuando z T 1.

Nota. El reciproco de (b) también se cumple en el siguiente sentido: si el
limite

liglA(z):a con a€R

oo
existe, entonces s, — > a, = a.
n=0
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(c) Sea s, como en (b)yseas, :=s,/(n+1). Demuestre que para cualquier
aeceR

AR)=(1-2)""a+(1-2) Zn+1 —a),
n=0
de modo que
(1—2)A(z) =a+(1-2)*> (n+1)z"(5, — a).
n=0

Concluya que 5,, = a cuando n — oo ssi (1 —z)A(z) — a cuando z 1 1.

14.3. Sea y € S un estado arbitrario. Demuestre que si el limite
() Tim V., (y,y) = 7(y)
existe, entonces

(b) nlggovn(xay) = fuym(y) Vz €S

[Sugerencia: sean P, (z) y Fyy(2) las funciones generadoras en el Lema 13.7,
y noétese que por el Ejercicio 2(c) las condiciones (a) y (b) son equivalentes a

lim(1 = 2)Py,(2) =7(y) v Um(l = 2)Pey(2) = foym(y),
respectivamente. Finalmente, multiplique por 1 — z ambos miembros de la
ecuacion (8) en la Seccién 13 y tome el limite cuando z 1 1.]

14.4. Sea y un estado recurrente y sean T,(r) y W,(r) como en (8) y (9),
respectivamente. Supéngase que Xo = y, asi que T, (r) < oo para todo r > 1.
Demuestre: parar =1,2,...

(a) PW,(r +1) = wepq |[Wy(k) = wy para 1 < k < r] = P,[W,(1) =
wyt1] = Py(T, = wy41), en donde la segunda igualdad se debe a que
Wy(l) = Ty(l) = Ty§

(b) Py[Wy(1) = wy, ..., Wy(r) = w] = Py[W,(1) = wi] --- Py[W,(r) = w,].

v
(Sugerencia: use induccién y el inciso (a).)
)y

De (a) y (b) concluya que W, (1), W,(2),... son i.i.d. con distribucién
PW,(r) =n] =P,(T, =n) = f,,(n).
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14.5. (a) Demuestre que para cada z € S y n > 1 fijos, la funcién V,,(x, )
definida en (3) es una distribucién de probabilidad sobre S, i.e.

Valzy) >0 VyeS y > Vizy =1

yeS

(b) Demuestre que si el espacio S de estados es finito, entonces la CM tiene
al menos un estado recurrente positivo. Si ademas la CM es irreducible,
entonces todos sus estados son recurrentes positivos.

14.6. Demuestre que (27) se cumple bajo las hipétesis del Teorema 15.10.
(Sugerencia: use (26) y el Teorema de Convergencia Dominada.)

14.7. Suponga que el limite lim,, ., V,,(x,y) =: 7(y) existe para cada x,y €
S. Para cadan = 0,1,..., sea m, = {m,(y), y € S} la distribucién de X,,.
Demuestre que
1 m
lim —> m,(y) =7(y) VyeSs.
n=1

m—o0 1M,

14.8. Considérese una CM irreducible con espacio de estados S y matriz de
transicion P. Se dice que P (o la CM) es déblemente estocastica si la
suma de los elementos de cada columna es igual a 1, es decir,

ZP(a:,y) =1 Vyes.

€S

Demuestre que si P es doblemente estocastica y S tiene un ntimero finito N
de elementos, entonces 7(y) := 1/N para todo y € S, define una distribucién
invariante. Ademads, los tiempos medios de retorno son m, = N para cada
estado y.

14.9. Considere la CM con espacio de estados {1,2,3,4} y matriz de tran-
sicion
1 0 0 0
12 1/2 0 0
1/3 1/3 0 1/3
1/4 1/4 1/4 1/4

(a) Determine cuales estados son transitorios y cuales son recurrentes.

(b) Calcule f;, para cada z,y.
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14.10. Considere la CM con espacio de estados {1,...,5} y matriz de tran-
sicion

0 1/3 2/3 0 0
0 0 0 1/4 3/4
0 0 0 1/4 3/4
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

Demuestre que la CM es irreducible, y encuentre el periodo y la distribucion
invariante.

14.11. Sean a y b nuimeros arbitrarios. Demuestre que

(a) max(a,b) + min(a,b) = a + b, y max(a,b) — min(a,b) = |a — b|;
(b) min(a,b) = 3(a+b—|a—bl);

(c) |a—0b] =a+b—2min(a,b).

14.12. Sea S un conjunto a lo mas numerable, y sea PP(.S) el conjunto de
todas las distribuciones de probabilidad m = {7 (y), y € S} sobre S. Dadas
dos distribuciones m; y w5 en IP(S) definimos la distancia en variacién total
entre m; y mo como en la observacion 15.10, i.e.

| 1 — o [|:= Z m1(y) — m2(y)]-

yeSs

Demuestre que, efectivamente, esta es una funcién de distancia en P(5), es
decir,

(a) [[m —m [[=0 ssi m(y) =m(y) Vy €S,

(b) I m —m =l w2 —m |, ¥

(©) | m—m[|<|m —ms || + || 73 = m2 || ¥V, mo, ms.
14.13. Considere las siguientes condiciones (a) y (b):

(a) Existe un entero v > 1 y un numero p > 0 tales que

Zmin{PV(x,y), P.(z,y)} >p Vur,z€S8.

yes
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(b) Existe un entero v > 1 y un nimero 0 < o < 1 tales que
| 7 — 7% ||[<2a Vx,2z€S85,
en donde 7 y 7% son las distribuciones de probabilidad

7= {Py(ﬁ,y),yES}, = {PV(Z7y>7yES}’

y || - || distancia en variacién total (Ejercicio 12).

Demuestre que (a) y (b) son equivalentes. (Sugerencia: use el Ejercicio
11(b).)

Nota. Las condiciones (a) y (b), entre otras, se usan para estudiar ergodi-
cidad geométrica de CMs, es decir, el caso en el que en (26) se tiene

[ Pz, ) =7"() [|[< Mp™ Vn =1,
en donde M >0y 0 < p < 1 son constantes. Vea, por ejemplo, el articulo:

— A. Federgruen, A. Hordijk and H.C. Tijms, A note on simultaneous
recurrence conditions on a set of denumerable stochastic matrices, J.
Appl. Probab., 15 (1978), pp. 842-847.

14.14. Considere una CM con espacio de estados S = {1,2,3} y matriz de
transicion
0.80 0.05 0.15

0.05 0.90 0.05
0.0 0 095

(a) Demuestre que la CM es irreducible y aperiddica y calcule su distribucién
invariante.

Ademads, demuestre que:

(b) Existe un entero v > 1, un nimero p > 0 y un estado s € S tales que

P,(z,s) >p Vzeb.

(c) Para una CM arbitraria, si se cumple (b) entonces también se cumplen
las condiciones (equivalentes) (a) y (b) del Ejercicio 13.
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15 Martingalas

Contenido. Martingalas, submartingalas y supermartingalas, teoremas
de convergencia, tiempos de paro, teorema de muestreo opcional.

Para motivar los conceptos introducidos en esta seccién, considérese una
sucesion {X,} de vv.aa. en L;, en donde X,, representa el capital de un
jugador después de n jugadas. Sea X, el capital inicial del jugador. Si

E(Xp1Xos ..., Xn) =X, Yn=0,1,..., (15.1)

se dice que el juego es “honesto” o que {X,} es una martingala. En este
caso, la propiedad de la esperanza iterada da que EX,,,; = EX, para todo
n =20,1,..., de modo que la ganancia esperada del jugador permanece con-

stante:
EX,=FEX, VYn=0,1,....

Por otra parte, si
EXp1lXo, ..., X)) > X, Vn=01,..., (15.2)

se dice que el juego “estd a favor” del jugador o que {X,,} es una submartin-
gala, y la ganancia esperada es no decreciente porque

EXp > EX, ¥Yn=0,1,....

Finalmente, se dice que el juego “estd en contra” del jugador o que {X,,} es
una supermartingala si

EXp1lXo, ..., X,) <X, Vn=0,1,..., (15.3)
en cuyo caso la ganacia esperada es no creciente pues
EX, 1 < EX,.

Los conceptos en (1), (2), (3) se pueden extender a colecciones méas generales
de vv.aa. como sigue.
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Definicién 15.1. Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y 7" un subcon-
junto de R (por ejemplo, T = {0,1,2,...}, T = [a,b] 6 T = (—o0,0)).
Sea {X;,t € T} una familia de vv.aa. sobre Q y {F;,t € T} una familia de
sub—o—algebras de F. Decimos que:

(a) {F,t € T} es una filtracién de JF si la familia es no decreciente, en el
sentido de que
F,CF, Vs, teT, con s<t,;

(b) la familia {X;,t € T} esta adaptada a la filtracion {F;,t € T} si X, es
Fi—medible para todo t € T

(c) {Xi,t € T} es una martingala con respecto a {F;,, t € T} (o que
{Xt,F:, t € T} es una martingala) si

(c1) {Fi,t € T'} es una filtracion de F,

)
(co) {Xy,t € T} estd adaptada a {F;,t € T'},

(c3) Xpestden Ly VteT,y

(cq) E(Xy|Fs) =Xs Vs,t €T, cons<t.

Si la igualdad en (c4) se sustituye por > 6 <, es decir, para todo s <t

E(XJ|F,) >X, 6 EX|T,) <X,

se dice entonces que {X;,F;,t € T} es una submartingala o una super-
martingala, respectivamente.

En esta seccién consideraremos tnicamente el caso en el que T es un
conjunto de numeros enteros. Si X, := {X,} es una sucesién de vv.aa.,
entonces la familia F := {FX} con

FX = 0{Xop,...,Xn} YVn=0,1,... (15.4)

se llama la filtracién natural de X,. Nétese que, efectivamente, {F} es
una filtracién (porque ¥ C F,., para todo n) y que X, estd adaptada a
FX (porque X, es FX-medible para todo n). Por lo tanto, la condicién (1)
coincide con la Definicién 15.1(c) pues

EXp|T) =X, Vn=01,..., (15.5)
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y similarmente para (2) y (3).

Cuando X, = {X,,} es una martingala con respecto a su filtraciéon natural,
se dice simplemente que X, es una martingala. Para sub o supermartingalas
se usa una terminologia similar.

Si {X, } es una martingala con respecto a alguna filtracién {F, }, entonces
{X,,} es una martingala con respecto a su filtracién natural {F% }. Este hecho
también se cumple para sub o supermartingalas.

Observacién 15.2. (a) {X,,,F,, n=0,1,...} es una martingala ssi
EXpklFn) =X, ¥Yn>0, k>1.

Esta condicion también se cumple para sub o supermartingalas reemplazando
la igualdad por > 6 <, respectivamente.

(b) {X,} es una submartingala (con respecto a {F,}, digamos) ssi
{—=X,} es una supermartingala.

(c) Sean Xy, Xy,... vv.aa. en Ly. Si X1 = X,, para todo n (en particu-
lar si X,, = ¢, una constante, para todo n), entonces {X, } es una martingala.
Si Xpp1 > X, 6 X, < X, para todo n, entonces {X,} es una sub-
martingala o una supermartingala, respectivamente. En otras palabras, una
sucesion mondtona de vv.aa. es una submartingala o una supermartingala
dependiendo de que la sucesion sea creciente o decreciente, respectivamente.

Ejemplo 15.3. Sea X, = {Xj,Xs,...} una sucesién de vv.aa. independi-

entes en L;. Demuestre que:

(a) Si EX,, = 0 para todo n, entonces la sucesién S, := {5, }, con S, := X+
.-+ 4 X,,, es una martingala. (M&s generalmente, S,, := > (X — EXy)

k=1
paran = 1,2, ..., es una martingala, ain si £X,, # 0.)

(b) Si EX,, =1 para todo n, y Y, := X;--- X, entonces Y, := {Y,,} es una
martingala.

Solucién. (a) Nétese que o{Xy,...,X,} = o{S1,...,5.}. (Explique.) Es
evidente que S, satisface las condiciones (c¢;) a (c3) de la Definicién 15.1 vy,
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por otra parte, como S,41 = S, + X,+1, obtenemos (c4) pues

E(Sn+1|51,...,5n) = E(Sn+Xn+1|X1,,Xn)
= S,+ EX,11 (explique)
= S,.

(b) Sea I := o{Y1,...,Y,} la filtracién natural de Y,, de modo que Y,
estd adaptada a {F'}. Ademds, Y, estd en Ly para todo n porque E|Y,| =
E|X;|--- E|X,| < co. Finalmente,

E(Yn+1|3rn) = E(Ynxn+1|?n)
Y, E(Xpi1) (explique)
=Y, O

Por lo tanto, Y, es una martingala.

Proposicién 15.4. (a) Sea {X,,} una martingala y A : R — R una funcién
convexa tal que h(X,) estd en L; para todo n. Entonces {h(X,)} es una
submartingala.

(b) Si {X,,} es una submartingala y h es una funcién convexa, no—
decreciente y tal que h(X,) estd en L; para todo m, entonces también
{h(X,)} es una submartingala.

Demostracién. Sea F := o{Xy,...,X,}. Por la desigualdad de Jensen
11.12(g),
ER(Xu)|F5] > BE(Xpi|F))]
= h(X,).
Esto demuestra (a). La demostracién de (b) es similar. O O

Ejemplo 15.5. Si {X,,} es una martingala, entonces {X;"}, {X2} y {e*%»}
son submartingalas para cualquier @ € R, en donde X; := max{X,,0}.
Asimismo, si {X,,} es una submartingala, entonces también lo son {X'} y
{e*%n} para a > 0.

Ahora queremos mostrar resultados importantes sobre convergencia de
martingalas, para lo cual necesitaremos la siguiente desigualdad cuya prueba
sigue la idea de la desigualdad de Kolmogorov.
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Teorema 15.6. (desigualdad de Doob-Kolmogorov). Si {X,} es una
martingala, entonces para todo € > 0

—_

E(| X,
P(max | X;| > €) < —E(|X,|14) < ( |),

k<n € €

donde A := {maxy—_1__,|Xx| > €}.
Proof. Sean
Ay ={|X1| <€ ..., | Xpoa]| <€, |Xi| > €}, k=1,...,n.
Luego, como {|X,|} es también submartingala y A, € Fp k=1,2,...,n,
E([Xn|1a,) 2 E(|Xy|1a,) = eP(Ag).
Y como los conjuntos Ajs son disjuntos y la union de todos es A, la suma

sobre k de la desigualdad anterior da el resultado. O

Teorema 15.7. (Convergencia de martingalas en Ly.) Sea {X,} una
martingala con E(X?) < ¢ < oo para todo n. Entonces existe una v.a. X tal
que X, = X c.s. yen Ly. Ademds, EX, = EX para todo n.

Demostracién. Vemos que E(X,,(Xpin — Xim)) = 0, luego

B(X?

m+n

)= B(X2) 4+ BE((Xmen — Xm)?). (15.6)

Esto dice que {E(X?)}2, no es decreciente. Ademds, por hipétesis, estd
acotada, asf que E(X?) converge a una constante C' < ¢. Probemos que para
casi toda w € Q, {X,(w)}22, es de Cauchy, lo cual implicaria que X,, — X
c.s., con X (w) := lim,, o, X, (w) cuando w € Ay X(w) := 0 cuando w ¢ A,
donde

A:={we Q:{X,(w)} es de Cauchy}.

Notamos que
A={weQ: (Ve>0)3Im tal que (Vk,j > 0)| Xpin(w) — Xpsj(w)] < €}
Por la desigualdad del triangulo

|Xm+k - Xm+j| < |Xm+k - Xm| + |Xm+j - Xm|
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Por lo tanto,

A = {weQ:(¥Ye>0) Im tal que (Vk > 0)|Xik(w) — Xpn(w)| < €}.
= U {Xmsr — Xul <€, k >0}

e>0m>0
Ast, A° =0 ﬂmZO A, (€), donde

A (€) = {| Ximsrx — Xm| > € para algin k& > 0}.
Como A,,(€2) C Ap(€1) cuando €5 > €7, entonces

P(A°) = grolp(ﬂ An(€)) < lim lim P(A(€)).

e—0 m—oo
m>0

Basta ver que lim,, o P(A;,(€)) = 0 para todo € > 0.

Definamos para cada m > 0, y,m = Xman—Xm,n=1,2,..., y veamos
que {erm)}%ozl es una martingala c.r.a su filtraciéon natural. En efecto,

By vy = BB | T ) [V, VM) = Y,

Ahora, aplicando la desigualdad de Doob-Kolmogorov (junto con la desigual-
dad de Hélder) a {V,\™}2° | tenemos

1
P (r]?gx | Xk — Xon| > e) < AE(Xin — Xm)?).
<n €
Usando (15.6) y tomando n — oo, llegamos a que

P(An(e) < 2V(C— B(X2)).

€

Y si ahora m — oo, entonces P(A,,(¢)) — 0. Esto implica que {X,} es
de Cauchy c.s., lo cual demuestra la primera conclusién del teorema. Final-
mente, usando el Lema de Fatou,

B((X,—X)*) < lim inf E((X, — X,.)?%) =C — E(X?).

Tomando el limite cuando n — oo se obtiene que X,, — X en L,y y también
que £ X, = EX para todo n. ]
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Ejemplo 15.8. Sea {X,} una sucesion de vv.aa. tales que E(X,|Xq,...,
X,-1) = 0 para todo n, y sea S, = X; + --- + X,,. Demuestre que si
v E(X2)/k* < oo, entonces n=1S, — 0 c.s.

Demostracién. Sea Y, := Y ,_, X;/k. Entonces {Y,,} es una martingala
porque

E(Yn|YI; Ce ,Ynfl) = E(Yn,1 + Xn/n|Y1, . ,Yn,1>
= Y, (explique.)

Ademds, existe una constante ¢ tal que E(Y,?) < ¢ para todo n, pues

E(Y7D) = Y EXD/K + ) EXXy)/jk
k=1 j#k

= iE(Xi)/k2 (explique)

< E(X2)/k* < .
k=1

Por lo tanto {Y,,} satisface las hipdtesis del Teorema 15.7, asi que existe una
v.a. Y tal que, en particular, ¥;, — Y c.s. Luego, por el Lema de Kronecker
(Ejercicio 15.10),

1< 1
=3 k(Xi/k)=-8, =0 cs. O
n 1 n

O
Como caso especial del ejemplo anterior, observe que si {X,} es una
sucesién de vv.aa. independientes con media 0 y > 2, E(X3)/k* < oo,
entonces n=1S,, — 0 c.s.
Ahora mostraremos el teorema de convergencia cuando las variables estan
en Ly, para lo cual necesitamos el concepto de "nimero de cruces”.

Definicién 15.9. Sea X, := {X,,} un proceso estocdstico y sean a,b € R
con a < b. A la variable aleatoria

< <
Un([a, b], X,) ::max{keN: J0<th <1 <. <tp<sp<n k}

tal que Xy, <ay X5, >b, i=1,...
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se le llama el niimero de cruces superiores de [a,b], del proceso X,.
Simplemente cuenta cuantas veces antes de n el proceso cruza el intervalo
completo de abajo hacia arriba.

Nota 15.10. Los tiempos de cruce podemos definirlos como

=inf{n >0: X, <a}, sy :=inf{n > t;: X,, > b}, to :=inf{n > s, : X,, <a},...

Lema 15.11. Si X, := {X,,}°°, es una submartingala c.r.a {F,}, entonces
(b—a)E(Uy([a,b], Xs)) < E (max(X,, — a,0)) — E (max(Xy — a,0)) .

Demostracién. Observamos que Z,, := max(X,, — a,0) define una sub-
martingala c.r.a {F,}, denotemosla Z,. Observemos también que

Un(la,b], Xe) = U,([0,b —al, Z,), n=0,1,...
Ahora definamos C := I{x, <4} € inductivamente
Cn = ILic,_ =ty Iix,_ <ty + L{c,,1=0y [{x,_1<a)

por lo que {C,}°2; es previsible, i.e. C, ~ F, ;. Tenemos que
(b—a)U,([0,b —al, Z <ZZ Zi1)C

Sin embargo, usando que F(Z; — Z;_1|F;_1) > 0, tenemos

E((Zi—Zzel)Ci) = E(E((Z Zi- 1)0‘]:1 1))
E(GE((Z; — Zi—1)|Fi-1))
E(E(Zi = Zia|Fi-1))

= E(Z;) - E(Zi-).

IN

Asi, al tomar la esperanza surge la cota de una suma telescopica. O

Corolario 15.12. Con las hipdtesis anteriores y suponiendo que E(X,) <
M < oo para toda n, se tiene que

P(Ux([a,b], X,) = 00) = 0.
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Demostracién. Como E(max(X,, —a,0)) < M + |a], n=0,1,..., por
el lema anterior

E(Us([a,b], X4)) < oc.

Lo cual implica el resultado. O
Teorema 15.13. (Convergencia de Doob en L;). Sea {X,,F,} una
submartingala tal que M = sup, E|X,| < oco. Entonces eziste una v.a.

X € Ly tal que X,, — X c.s. y, ademds, E|X| < sup,, F|X,|.
Demostracion. Tenemos primero que

A = {w:{X,(w)} no converge en R}
= {w:liminf X,(w) < limsup X,,(w)}

= U Aa,ba

a<beQ

donde
Aup = {w :liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w)}.

Como A, C {Ux([a,b],Xs) = o0}, por el corolario anterior, P(A,p) = 0,
luego P(A) = 0. Es decir, X(w) := lim, o, X, (w) existe para casi toda
w € Q. Ademas, por el Lema de Fatou,

E(|X]|) < liminf E(|X,|) < M < co.

]

Observacién 15.14. (a) Nétese que |X,| = X' + X, > X', de modo que
E|X,| > EX;. Por otra parte, como |X,| = 2X;I — X, (explique), vemos que
si {X,,} es una submartingala, entonces

E|X,| = 2EX} — EX, < 2EX] — EXj.

Por lo tanto, la condicién sup,, E|X,,| < oo en el Teorema 15.13 es equivalente
a
sup EX;! < oo.

n

De aqui se sigue que cualquier submartingala negativa converge c.s.

(b) Para supermartingalas, el resultado andlogo a 15.13 es el siguiente. Si
{X,, I} es una supermartingala y sup,, F(X;,) < oo, entonces existe una v.a.
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X tal que X,, — X c.s. En particular, cualquier supermartingala no-negativa
converge C.s.

(c) En el Teorema 15.13, si {X,,} es uniformemente integrable (u.i.), en-
tonces se puede mostrar también que X,, — X en L;. Recuerde que una
sucesion de vv.aa. es u.i. siy solo si

sup E(| X, |I{x,>r}) — 0, cuando 7 — oo.

Definicién 15.15. Sea (2,F,P) un espacio de probabilidad y {F,} una
filtracion de F. Decimos que una v.a. T : Q@ — N U {400} (con N :=
{0,1,...}) es un tiempo de paro con respecto a {F,} si el evento {T" < n}
estd en J,, para todo n € IN. Asimismo, un tiempo de paro T es finito si
P(T < o) = 1, y acotado si existe una constante ¢ tal que P(T' < ¢) = 1.
Ademas, si T es un tiempo de paro finito definimos la v.a. X7 como

Xr(w) = Xre)(w).
Es decir,

Xr(w) =) Xu(@)(r@@)=n)- (15.7)

n=0

Dado un tiempo de paro T', definimos
Fr={AeTF|An{T <n} e F,Vn}. (15.8)
Se puede demostrar que Fr es una o-algebra y que Xr es Fr-medible.
(Ejercicio 12.)
Proposicién 15.16. Si P(T < oo) = 1, entonces
c({Xr}) C Fr.
Demostracion. Tenemos que

oc({X7r}) ={XYB): B C R de Borel}.
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Como Xt = Y po o Xpl{r=k}, entonces

A= X1 (B) = G{T =k, X}, € B}.

k=0
Por lo que
A(NT =k} ={T =k} {Xx € B} €
para cada k= 0,1,.... O

Teorema 15.17. Sea {X,} una submartingala c.r.a Fo := {F,} y T un
tiempo de paro c.r.a Fo. Entonces {Xra,} es una submartingala c.r.a F,.

Demostracion. Sea Z, := Xr,,, entonces

n—1

Zn =Y Xplir—iy + XoIgrsny,
k=0

por lo que Z, ~ %, y E(|Z,]) <> 7_, E(|Xk|) < 0co. Ademds,
Zn+1 —Zp = (XnJrl - Xn)[{T>n}7

luego
E(Zny1 — Zn|770) = Lirsny E( X1 — X0|F5) >0,

pues E(X,11]F,) > X,,. O

Teorema 15.18. Sean {X,} y {Y,} submartingalas c.r.a Fo y T un tiempo
de paro c.r.a F,. Suponga que X1 = Yr en {T < oo}, entonces la siguiente
es también es una submartingala c.r.a F,

X, n<T -
Zn.—{ Y, n>T ,n=01,...

Demostraciéon. Tenemos que Z, = X, Iirsny + Y, If7<py, por lo que
Zn ~Fny E(|Z,]) < co. Ademés,

E(Zyi|Fn) = E(XpsiIgrsnsty + YorrIgr<ary|Fn)
> Zy— E((Xap1 — Yort) Irmns)|0) = Z.
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O
Nos interesa ahora mostrar el teorema de muestreo opcional de Doob,
para ellos tenemos primero los siguientes dos lemas.

Lema 15.19. Sean F; y JF, dos o-dlgebras en F, y X y Y dos variables
aleatorias en L;. Suponga que hay A € F;[)F2 tal que

(Vw e A) X(w) =Y (w),

]-“lﬂA:.BﬂA.

(Vw € A) E[X|F](w) = E]Y|F](w).
Lema 15.20. Sean S < T dos tiempos de paro. Se cumple que
Fr( T =k} =F( T =k} y Fs C Fr.

Teorema 15.21. (Muestreo opcional, Doob). Sea X una martingala y
Fn su filtracion. Sea N < oo y S <T < N dos tiempos de paro. Entonces

E[XT‘.Fs] = XS C.S.

Entonces

Demostracion. Por los dos lemas anteriores,

(Vo e{T = kD EXn|Fri(w) = EXy[Fi](w)
= Xk(w) = XT((,L)>.

Luego

N
= Y EXx|Frllg-n
k=1

N
EXx|Fr] = D Xrlg—i
K1

= Xr c.s.
De nuevo usando un lema,
E[Xr|Fs| = E[E[Xn|Fr]|Fs]
E[XN|Fs]
= Xgc.s.
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Nota 15.22. Los Teoremas 15.17, 15.18 y 15.21 son validos también para
supermartingalas, con las correspondientes desigualdades, y esto implica que
son también vélidos para martingalas, cambiando las correspondientes de-
sigualdades por igualadades.

Ahora queremos verificar la ecuacién del teorema opcional que tiene
diferentes aplicaciones. Para el siguiente teorema, podemos comparar las
condiciones con el siguiente contraejemplo. Considere la caminata aleatoria
simétrica S,,, con Sy = 0, con el tiempo de paro T' = inf{n : S, = 1}, y
veamos que NO se cumple la ecuacién

E[S7] = E[So].

Teorema 15.23. (Paro opcional de Doob). Sea {X,} una martingala
y T un timepo de paro, ambos c.r.a F,. Si se cumple una de las siguientes,
entonces
E(Xr) = E(Xo).

i) T es acotada.
i) (Vn)| X, <M < ooy P(T <o0)=1.
i) E(T) < ooy (Vn>1)|X, — X1 <M < c0.
v) P(T < o0) =1y {X,} ui.

Demostracién.
i) Teorema anterior.
ii) Tenemos que {Xrn,} es supermartingala, entonces E(Xra,|Fo) < Xo,
luego E(X7pn — Xo) <0, n = 0,1,.... Como Xpp, — Xo < 2M, por el
teorema de convergencia dominada

E(XT — X()) = lim E(XT/\TL - X()) S 0.
n—00

Note que de P(T' < o0) = 1, efectivamente Xrn, — Xp c.s. Para la otra
desigualdad usar que {Xrx,} es submartingala.
iii) Tenemos que

TAn

Z(Xk — Xi-1)

K=1

|XT/\n_XO|: < MT.
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Como E(T) < oo, por el teorema de convergencia dominada, y usando que
{X7rn} es supermartingala, entonces

E(XT — X()) = lim E(XT/\n - X()) S 0.

n—oo

Ahora podemos repetir el argumento con la submartingala.
iv) Escribimos
X = Xrpn + (XT - Xn)[{TZn}

Como {Xrn,} es supermartingala, F(Xza,) < E(Xj), luego
E(Xr) < E(Xo) + E(XrIir>ny) — E(Xnlir3ny)-

Por hipétesis, lim,, oo £(X,/{r>ny) = 0. Vemos también que

o0

E(XrIirsny) < Z (1 Xk T gr=ry).

Como P(T < >0) =1
E(|X7]) =) E(I Xkl Ir—iy).
k=0

entonces, de E(|X7|) < oo, se concluye que lim,,_,o E(Xrl7sn)) = 0. Para
la otra desigualdad usar la submartingala.
v) Para r > 0,

E(|Xnl) = E(IXnlIx,1<ry) + E(Xal Ix, 2ry)-

Luego
sup E(|Xa[) < r+ sup E(|X, I{x,>r),

y por integrabilidad uniforme sup,, F(|X,|) < oo. Asi, por el teorema de
convergencia de Doob, hay Z € L; talque X,, =¥ Z y por la Observacién

15.14(c) X, 24 Luego, para A € Fy, con N € N fijo,
|E((Xn — Z)14)| < E(| X, — Z]) = 0, n — o0.
Entonces

E(ZI,) = lim E(X,1,) = hm E(ILE(X,|FN)) = E(XN1a),

n—o0
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por lo tanto Xy = E(Z|Fy).
También, para toda A € Fr, A(\{T = k} € Fi, por lo que

E(Xrla) = Y E(Xplangr-i)
k=0

= > E(Zlapu=x) = E(Z14).
k=0

Por lo tanto X1 = E(Z|Fr) c.s. Finalmente
E(X1|Fo) = E(E(Z|F7)|F0) = E(Z|F) = Xo.

Ejercicios § 15

15.1. Sean Xy, X, ... vv.aa. tales que las sumas S, := X; +- - -+ X,, forman
una martingala. Demuestre que F(X;X;) =0si ¢ # j.

15.2. Sean Xg, X1,... vv.aa. en L; y tales que
E(Xn+1|X0,X1,...,Xn) :(an+bXn_1 VTLZ 1,

en donde 0 < a,b < 1y a+ b= 1. Encuentre un valor de a para el cual la
sucesion de vv.aa. S, = aX,, + X,,_1, para n > 1, es una martingala con
respecto a F, := o{Xy,..., X, }.

15.3. Sea {Xy,Xs,...} una sucesion de vv.aa. independientes tales que
EX,, = m, # 0 para todo n > 1. Demuestre que la sucesion

Y, = H(Xk/mk) para n=12 ...

k=1
es una martingala con respecto a F, := o{Xy,..., X, }.
15.4. Sean X1, Xy, ... vv.aa. independientes tales que

P{X,=1}=p y P{X,=-1}=1-p=1q Vn=12...,
donde 0 < p < 1. Sean
Sno=Xi+-+Xn vy Y= (g/p).

Demuestre que {Y,,} es una martingala con respecto a &, := o{Xy,..., X, }.
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15.5. Sean Xy, Xy, ... vv.aa. ii.d. con EX; =0y E(X?) = 0% < 00, y sea
S, =Xy + -4+ X,,. Demuestre que la sucesion

Y, =852 -no® para n=12,...

es una martingala con respecto a F, := o{Xy,..., X, }.
15.6. Sea X una v.a. en Ly = L1(Q,F,P) y {F,} una filtracién de .
Demuestre que las vv.aa. X, := F(X|¥F,), para n = 1,2,..., forman una

martingala. (Sugerencia: use la Proposicién 11.12(f).)

15.7. (Descomposicién Doob-Meyer de submartingalas) Sea {X,,, F,,,n >
1} una submartingala. Ademds, sea

n—1
Y, =X, + Z[Xk-i—l — E(Xg41|T%)] para n>2, con Y; =X, y
k=1
n—1
Zn =Y [E(Xgr1|Fr) — Xi| para n> 2, con Z;:=0
k=1

Demuestre que:
(a) {Yn,F,} es una martingala,

(b) {Z,} es una sucesién no-decreciente de vv.aa. no—negativas y tales que
Z, es F,_1—medible paran > 2,y

(€) Xp =Y, + Z,.

15.8. Demuestre que si {X,,} es una submartingala, entonces también lo es
{max(X,,, a)} para cualquier a € R.

15.9. (Lema de Toeplitz) Si {a,} es una sucesién de nimeros reales tales
que a,, — a cuando n — 0o, entonces ~ ' | ar — a cuando n — oo.

15.10. (Lema de Kronecker) Sea {a,} una sucesién de nimeros reales tal
que la serie Y >° | a, converge. Entonces %Zzzl kaj — 0 cuando n — oo.
(Sugerencia: sea s, la suma parcial s, :=a;++--+a, paran > 1,y s := 0.

Verifique que
1 n 1 n—1
=~ ka=sn— =3 s
k=1 k=1

y después use el Ejercicio 9. )

211



15.11. Demuestre que T es un tiempo de paro (Definicién 12.10) ssi el evento
{T = n} estd en F, para todo n.

15.12. Demuestre que Fr (definida en (7)) es una o-dlgebra y que Xr es
Fr—medible.

15.13. Sean S y T tiempos de paro con respecto a una filtracién {F,}.
Demuestre:

(a) Si S < T, entonces Fg C Fr.
(b) Si T = n, entonces Fr = F,,.

(¢) min(S,T) y max(S,T) son tiempos de paro.

Definicién. Sea X, = {X,,} una CM con espacio de estados S (numerable)
y matriz de transiciéon P = [P(z,y)]. Dada una funcién h : S — R definimos

Ph(z) = E[h(Xnn)[Xn = 2] = > P, y)h(y) V€S

yeS

Decimos que h es una funcién arménica (o invariante) con respecto a P
si Ph(z) = h(z) para todo = € S. Por otra parte, si Ph(z) > h(z) o
Ph(z) < h(z) para todo x € S, decimos, respectivamente, que h es sub—
armonica o que h es super—armonica.

15.14. Demuestre que si h es arménica (respectivamente, sub o super—armé-
nica), entonces h(X,) es una martingala (respectivamente, sub o super—
martingala).

15.15. Sea X, = {X,,} una CM con espacio de estados S, y sean A C S'y T
el tiempo del primer paso a A; vea el Ejemplo 12.12(b). Para cada =z € 5,
sea

h(z) :=P,(Ta < 00) = ZP (Ty =n).

Demuestre que h es una funcién arménica y, por lo tanto (por el Ejercicio
15.14), h(X,,) es una martingala.

15.16. Sea X, = {X,,,n = 0,1,...} un PE con espacio de estados S, y sea
P = [P(x, y)] una matriz estocéstica (con z,y en S). Sea F,, := 0{Xo, ..., X,,}
la filtracién natural de X,. Demuestre que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(a) X, es una CM con matriz de transicién P.

(b) Para cualquier funcién acotada h : S — R, el PE definido para n > 1
como

i
L

M, (h) == h(X,) = h(Xo) = Y [Ph(Xy) — h(Xy)], My(h) =0,

i

es una martingala con respecto a F,, en donde Ph(x) es como en la
definicién antes del Ejercicio 15.14.
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16 Procesos a tiempo continuo: introduccion

Contenido: Procesos de conteo, de renovacién, con incrementos in-
dependientes, con incrementos estacionarios, de Poisson, de Wiener (o
movimiento browniano), de Lévy, de segundo orden, gaussianos.

En la seccién 12 mencionamos que un PE cuyo conjunto T de indices es
un intervalo se dice que es un PE a tiempo continuo. En lo que resta de estas
notas estudiaremos PEs de este tipo y, a menos que se diga lo contrario,
supondremos que T es el intervalo [0, co).

Ejemplo 16.1. Ejemplo: procesos de conteo. Sea N(-) = {N(t),t > 0}
un PE en el que N(t) representa el nimero de veces que ocurre un cierto
evento, digamos E*, en el intervalo [0,¢] para ¢ > 0, con N(0) := 0. En
este caso se dice que N(-) es un proceso de conteo y es evidente que su
espacio de estados es el conjunto S = {0,1,...} y que tiene trayectorias no
decrecientes, es decir,

N(s) < N(t) si 0<s<t.

Sea 1y := 0, y para n > 1 sea 7, el tiempo en el que E* ocurre por n—€sima
vez, i.e. 7, ;= inf{t > 0|N(t) = n}. A 7, sele llama el tiempo del n—ésimo
salto y las vv.aa. A, := 7, —7,_1, paran = 1,2, ..., son los tiempos entre
saltos. Notese que

Tn:Tn_1+An:A1+"'+An (161)
Si Ay, Ay, ... son ii.d., se dice que N(-) es un proceso de renovacién.

En el parrafo anterior, primero introdujimos el proceso de conteo N(-)
y después definimos los tiempos de salto 7,,. Pero también puede ocurrir
lo contrario, primero se dan los tiempos de salto 71,7, con 75 := 0, y
después definimos el proceso de conteo como

N(t) := max{n|r, <t} para t>0. (16.2)

Estas dos formulaciones son equivalentes. O
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Un ejemplo muy importante de proceso de conteo es el proceso de Poisson.
Para introducir dicho proceso primero definiremos los siguientes conceptos.

Definicién 16.2. Sea X(-) = {X(¢),t > 0} un PE. Decimos que X(-) tiene:

(a) incrementos independientes si para cualquier entero n > 1 y cual-
quier coleccion de indices 0 < tg < t; < --- < t, se cumple que las
vv.aa. (o “incrementos”)

X(t1) — X(tg), X(ta) — X(t1), .-, X(tn) — X(tn_1)
son independientes;

(b) incrementos estacionarios si para cualquier ¢ > 0y h > 0 la dis-
tribucién del incremento X (¢t + h) — X(¢) depende sélo de h, es decir,

X(t+h) — X(t) ~ X(s + h) — X(s) Vs,t>0.

(Recuérdese que si Y y Z son vv.aa., entonces la notaciéon Y ~ Z
significa que Y y Z tienen la misma distribucién.)

Definicién 16.3. Sea N(-) = {N(¢),t > 0} un proceso de conteo y A
un nidmero positivo. Decimos que N(:) es un proceso de Poisson con
pardametro (o intensidad media) A si

(a) N(-) tiene incrementos independientes, y
(b) N(-) tiene incrementos estacionarios tales que

N(t+h) — N(t) ~ Poi(Ah) V¢ >0, h>0. (16.3)

La condicién (3) significa que N (t+h)—N(t) tiene distribucién de Poisson
con parametro \h, de modo que

PIN(t+h)— N(t) =kl = e \W)*/k VE=0,1,...
Por lo tanto
E[N(t+h)— N(t)] =Ah, y Var[N(t+h)— N(t)] = Ah.

En particular, de la primera de estas ecuaciones vemos que

1
A= ZE[N(t+h) = N(H] V=0 h>0,
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a lo cual se debe el nombre de “intensidad media” ( o “tasa media”) del
pardmetro A. Es decir, si E* es el evento asociado al proceso N(-) (como en
el ejemplo 16.1), entonces A se puede interpretar como el nimero promedio
de veces que E* ocurre por unidad de tiempo.

Por otra parte, como N(0) := 0, podemos escribir N(t) = N(t) — N(0)
y se sigue de (3) que N(t) tiene distribucién de Poisson Poi(At) para todo
t>0.

En el ejercicio 16.26 se da una caracterizacion del proceso de Poisson.
También veremos que dicho proceso es de renovaciéon y, ademas, es un proceso
markoviano de saltos.

Definicién 16.4. Se dice que W(-) = {W(t),t > 0} es un proceso de
Wiener — también llamado movimiento browniano — si satisface que

(a) W(0):=0,
(b) tiene incrementos independientes, y
(c) tiene incrementos estacionarios con
W(t+h)—W(t)~ N(,0%h) Vt>0, h>0, (16.4)

en donde o es una constante positiva. Si 6% = 1, se dice que W (-) es
un proceso de Wiener estandar.

En el ejercicio 16.4 se da una caracterizacion del proceso de Wiener. Como
W(t) =W (t) — W(0), se sigue de (4) que

W(t) ~ N(0,0%t) Vt>0. (16.5)

En el ejercicio 16.5 se puede demostrar que el proceso de Wiener W (-) tiene
trayectorias continuas; sin embargo, las trayectorias no son diferenciables.
Por otra parte, de la propiedad 16.4(b) se puede deducir que W(:) es una
martingala (Definicién 15.1) y un proceso de Markov (vea la seccién 12,
ecuacion (16.3)). Esto es consecuencia de la siguiente observacién y de la
Proposicién 16.6

Observacién 16.5. Sea X(-) = {X(t),t > 0} un PE a tiempo continuo con
espacio de estados (5,S). Por la ecuacion (16.3) de la seccién 12, X(+) es de
Markov si

PIX(t) € BIX(r) V0 < r < s] = P[X(t) € B|X(s)] (16.6)
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para todo B € S y 0 < s < t. Resulta que esta condicién es equivalente
a la siguiente: para cualquier entero n > 1 y cualquier coleccién de indices
0§t1<"‘<tn<tn+1

P[X(tns1) € BIX(t), ..., X(t)] = P[X(tasr) € B| X(ta)]. (16.7)

Es decir, tomando ¢, = s y t,41 = t, en lugar de verificar (16.6) para la
coleccién {X(r), 0 < r < s} basta considerar colecciones finitas {X(t1), ...,
X(t,)}. Andlogamente, supéngase que X(-) es una martingala con respecto
a Fy:=c{X(r), 0 <r < s}; vea la Definicion 15.1. En particular, X(t) esta
en Ly

EX()|Fs] =X(s) VO<s<t.

Esta condicién es equivalente a la siguiente: para cualquier entero n > 1y
cualquier coleccién de indices 0 <ty < -+ <1, <t,11

EX(tns)[X(t), - -, X(ta)] = X(tn)- (16.8)

(La demostracién de estos hechos se puede ver, por ejemplo, en el capitulo 4
del libro de Ash y Gardner.)

Proposicién 16.6. Si X(-) = {X(¢), t > 0} es un PE con incrementos
independientes, entonces

(a) X(-) es un proceso de Markov.

(b) Si ademds X(t) € L; para todo ¢t > 0, entonces el “proceso centrado”
X(t) := X(t) — EX(t) es una martingala.

Por lo tanto:
c¢) el proceso de Wiener es de Markov y también una martingala;
y g

(d) si N(-) es un proceso de Poisson con pardmetro A, entonces N(-) es de
Markov y el proceso centrado N(t) := N(t) — At es una martingala.

Demostracién. Como X(:) tiene incrementos independientes, por el
ejercicio 16.2 podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

X(0) = 0. (16.9)
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Ahora, para demostrar (a), sea n > 1 un entero arbitrario, y considérense los
indices 0 =ty <ty < -+ <t, <ty ylas vv.aa.

Yy = X(tg41) — X(tx) para k=0,...,n, (16.10)

las cuales son independientes (por la independencia de los incrementos de
X(+)). Esto significa que (por la Proposicién 12.9) la sucesién

k
Lyl i= ZY] para k=0,...,n
§=0
es una CM; en particular,
P(Zy1 € BlZo, ..., Zx) = P(Zy41 € B|Z) (16.11)

Sin embargo, por (9) v (10), Zx11 = X (txs1) para todo k =0,...,n, asi que
de hecho la condicién (11) es la misma que (7). Esto demuestra (a).

Para demostrar (b), de nuevo supondremos (9). Ademds, es inmediato
que el proceso centrado X(t) := X(t) — EX(t) tiene incrementos independi-
entes y media EX(t) = 0. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que EX(t) = 0 para todo ¢ > 0. Ahora consideremos de nuevo las
vv.aa. independientes Y3 en (10). En particular, Y,, es independiente de
Yo,...,Yn 1y, por lo tanto, Y,, es independiente de X(¢;), ..., X(¢,). Luego,
escribiendo X(t,+1) = X(t,) + Y, vemos que

EIX (b )X (E), o X (0] = X(ta) + EYalX (), ., X(t)]
= X(t,) + E[Y,] (por independencia)
= X(t).
Esto comprueba la condicién (8), de modo que X(-) es una martingala.
Por tltimo, los incisos (¢) y (d) se siguen de las Definiciones 16.4 y 16.3,

respectivamente. []
Otras definiciones basicas son las siguientes.

Definicién 16.7. Decimos que un PE X(-) = {X(¢),t > 0} es un
(a) proceso de segundo orden (notacién: X(-) € Ly) si X(t) € Ly para
todo ¢t > 0, es decir, F(|X(¢)|?) < oc;
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(b) proceso gaussiano si las combinaciones lineales
a1 X(tr) + -+ - + a, X(t) (16.12)

son vv.aa. gaussianas para cualquier coleccion finita de indices 0 < t; <
-+ < t, y cualquier coleccién de niimeros reales ay, . .., a,. (Nétese que
en este caso, X(-) es un proceso de segundo orden y X(t) es una v.a.
gaussiana para todo ¢ > 0.)

En el ejercicio 16.4 se pide demostrar, en particular, que un proceso de
Wiener es gaussiano.
Si X(+) € Ly definimos su funcién de covarianza Kx como

Kx(s,t) := Cov(X(s),X(t)) Vs,t>0,
es decir,

Kx(s,t) = E[(X(s) = EX(s)) - (X(t) — EX(1))]
= E[X(s)X(t)] — EX(s) - BX(t) (16.13)

En particular, con s = ¢ obtenemos la variancia de X(¢):
Kx(t,t) = Var[X(t)].

Ejemplo 16.8. (a) Si N(-) = {N(¢),t > 0} es un proceso de Poisson con
pardmetro A, entonces Ky(s,t) = X - min(s, ).

(b) Si W(-) = {W(t),t > 0} es un proceso de Wiener con pardmetro o2,
entonces Ky (s,t) = o2 - min(s, t).

Demostracién. Las demostraciones de (a) y (b) son muy similares. Por
consiguiente, probaremos (a) y la demostracién de (b) se deja como ejercicio.

Sea N(-) un proceso de Poisson con parametro A. Entonces
EN(s)- EN(t) = (\s) - (\t) = Ast. (16.14)
Por otra parte, para 0 < s < ¢, podemos escribir

N(t) = [N(t) = N(s)] + N(s)
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y los incrementos N(s) = N(s) — N(0) y N(t) — N(s) son independientes.
Luego
E[N(s)N()] = E[N(s)- (N(t) = N(s))] + E[N(s)’]

= EN(s)-E[N(t) — N(s)] + (As)* + \s

= As-A(t—s)+ A\s* + As

= Mt + As.
De esta relacién junto con (14) y (13) obtenemos

Kn(s,t)=2Xs si 0<s<t.

En forma andloga se puede ver que Ky(s,t) = At si 0 <t < s. Combinando
estos resultados se sigue de Ky(s,t) = A - min(s,t) para todo s,t > 0. [

Continuidad de PEs. A continuacién introducimos dos tipos de con-
tinuidad de PEs; en una seccién posterior introduciremos un tercer tipo —
continuidad “en la media cuadratica”.

Definicién 16.9. Sea X(-) = {X(¢),t > 0} un PE definido sobre un espacio
de probabilidad (2, F, P). Se dice que X(-) es

(a) continuo casi seguramente (c.s) o continuo con probabilidad 1
(c.p.1) si sus trayectorias t — X(t,w) son continuas (como funciones
de t > 0) para casi todo w € €;

(b) estocasticamente continuo si para cualquier ¢ty > 0 y cualquier € > 0

lim P{|X(t) — X(to)| > e} = 0.

En la definicién anterior es evidente que (a) implica a (b).

Por ejemplo, sea N(-) = {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con pardmetro
A. Como N(-) es un proceso de “saltos”, es evidente que no es continuo
c.s. Sin embargo, N(-) es estocdsticamente continuo porque, digamos para
0<e<,

P{IN(t) = N(to)| > e} = P{IN({) - N(to)| = 1}

- 1— ef)\|t7t0|
— 0 cuando t —ty.

Para verificar continuidad c.p.1, un criterio muy 1til es el siguiente — cuya
demostracion se puede ver practicamente en cualquier libro avanzado sobre
PEs (por ejemplo, Gikhman y Skorokhod (1969), pdgina 170).
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Teorema 16.10. (Criterio de continuidad de Kolmogorov) Si existen con-
stantes positivas o, B y v tales que

E[IX(t) — X(s)|*] < B|t — s|'™ Vit,5>0, (16.15)
entonces X(-) es un PE continuo c.s.

En el Ejercicio 16.5 se pide verificar que para un proceso de Wiener la
desigualdad (15) se cumple con o = 4 y v = 1 y, en consecuencia, un proceso
de Wiener es continuo c.s..

Para concluir esta seccién, caracterizaremos un proceso de Poisson como
un proceso de renovacién cuyos tiempos entre saltos A, := 7, — 7,1, para
n=1,2,..., tienen distribucién exponencial.

Teorema 16.11. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un PE
N(-) ={N(),t = 0}.

(a) N(-) es un proceso de Poisson con pardmetro \.
(b) N(-) es un proceso de renovacion con tiempos entre saltos A, ~ Exp()\).

Demostracién. (a) = (b) Supéngase que (a) se cumple. Entonces cada
tiempo de salto 7,, (n = 0,1,--- , con 79 = 0) es un tiempo de paro para N (-),
es decir, la ocurrencia del evento {7, < t} sélo depende de {N(s),s < t}.
Ademas, 7, es un tiempo de paro finito porque

T, <t ssi N(t)>n. (16.16)
Asimismo, de (1),
Ay >t ossi T >t4 7,1 ssi N(t+7,-1) — N(7—1) =0, (16.17)
y se tiene que (explique)
N(t+ 7h-1) = N(7u—1) ~ N(t +s) — N(s) ~ Poi(\t) (16.18)
paratodon=1,2,---, s >0yt >0.

Ahora, para demostrar (b) verificaremos que
(b1) los tiempos entre saltos Ay, Ay, ... son independientes, y

(be) A, ~ Exp(\) para todon =1,2,....
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Demostracién de (by). Sean 0 < ny < ny < - -+ < ny enteros positivos,
y Nj; el incremento

Nj = N(tj _'—Tnjfl) - N(Tnjfl) para j = 17 .. .,k,

con ty,...,tx > 0. Luego, por (17) y la independencia de incrementos de
N()’

P(Anl >t1,...,Ank >tk):P(N1:O,,Nk:0)
(N1:0)---P(Nk=())
(Ay, >t1)---P(A,, > tr),

P
P

de nuevo por (17).
Demostracién de (by). Por (17) y (18),

P(A, >t) =P[N(t+ 7h_1) — N(Tp_1) = 0] = e,

es decir, A, tiene distribucién Exp(A).

(b) = (a). Si (b) se cumple, entonces, por la perdida de memoria de la
variable exponencial, para cualquier tiempo fijo s > 0, el PE N'(-) definido
por N'(t) := N(t+s)—N(s) parat > 0 es de nuevo un proceso de renovacién
con tiempos entre saltos A/ ~ A,,. Por lo tanto, para tiempos cualesquiera
0<r<s<s-+t1se tiene que

PIN(t +s) — N(s) =n|N(r) = k] = P[N(t) = n] (16.19)

lo cual implica la independencia de los incrementos N(r) = N(r) — N(0) y
N(t+ s) — N(s). Para ver que N(-) tiene incrementos estacionarios
N(t+s) — N(t) ~ Poi(At) nétese primero que

Nt)y=n ssi 7, <t<Th1 (16.20)

pero ademas, 7, = Ay + - - - + A, tiene distribuciéon gama con parametros n,
AL Por lo tanto, por (20),

P[N(t) = n] = P[r, < t] — P[rps1 < t] = e M(\t)"/n! (16.21)
paran = 1,2, ..., mientras que (como A; = 1)
P[N(t) = 0] = P[A; > t] = e M. (16.22)
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Resumiendo, de (21) y (22) tenemos que N(t) ~ Poi(At) para todo ¢t > 0, asi
que, como en la demostracién de (19), para 0 < s <tyn=0,1,... se sigue
que

P[N(t) = N(s) =n] = P[N(t—s)=n]
e MEEIIN(E = 8)]"/n!

Esto completa la demostracién de que N(-) es un proceso de Poisson. O

Concluiremos esta seccién con la definicién de una clase muy importante

de PEs.

Definicién 16.12. Se dice que X(-) = {X(¢), t > 0} es un proceso de Lévy
Si:

(a) X(0) =0 c.s.
(b) X(-) tiene incrementos independientes y estacionarios, y
(

c) X(-) es estocasticamente continuo.

Los ejemplos més conocidos de procesos de Lévy son el proceso de Wiener
y el proceso de Poisson, pero hay muchos mas — vea los libros de Applebaum
(2004), Bertoin (1996), Sato (1999), etc.
Notas § 16
Sean S y T espacios medibles arbitrarios y (2, F,P) un espacio de pro-
babilidad.

Definicién 16.13. Se dice que dos PEs X(-) = {X(t),t € T} y Y(-) =
{Y (t),t € T} definidos sobre (2, F,P) y con valores en S son equivalentes
(0 que Y(-) es una versiéon de X(-)) si

PIX(t) #Y ()] =0 VteT.

En el resto de esta seccién supondremos que S y T son espacios métricos con
sus respectivas o—dlgebras de Borel B(S) y B(T), y X(-) = {X(t),t € T'} es
un PE con espacio de estados S.

Definicién 16.14. Sea S un espacio topoldgico. Se dice que X(-) es sepa-
rable si existe un subconjunto 7y C 7' denso y numerable tal que para todo
F C S cerrado, y I C T abierto, la diferencia simétrica entre

{(X(t)eF:telI(To} y{X(t)e F:tel}
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tiene medida cero.

En palabras, X(-) es separable si, casi seguramente, el comportamiento
de las trayectorias sobre T es determinado por su comportamiento en 7Ty. A
T} se le llama conjunto separante.

Teorema 16.15. [Gikhman y Skorokhod (1969), p.153, Teorema 2.] Supdngase
que S es un espacio métrico separable y localmente compacto, y que T es un
espacio métrico separable. Sea X(-) = {X(t),t € T} un PE cualquiera con
valores en S. Entonces existe un proceso separable Y () = {Y (t),t € T}
equivalente a X(-).

En el contexto del Teorema 16.15 la pregunta obvia es, ;como se selecciona
el conjunto separante Tp? Sean S,7T y X(:) como en dicho teorema. Si
X(+) es separable y estocédsticamente continuo, entonces cualquier conjunto
To C T numerable y denso en T' se puede usar como conjunto separante. (La
demostracién de este hecho se puede ver en Gikhman y Skorokhod (1969),
p-155, Teorema 5. El caso especial con S = IR se puede ver en Ash y Gardner
(1975), p.163, Teorema 4.1.6.)

En lo que sigue supondremos que T = [0, 00).

Definicién 16.16. Sea X(-) = {X(¢),t > 0} un PE con valores en un espa-
cio métrico completo S. Se dice que X(-) no tiene discontinuidades de
segundo orden si los limites laterales de X(s) cuando s — t+ 6 s — t—
existen para todo t > 0, y también en 0+.

En el libro de Gikhman y Skorokhod (1969), pp.160-168, se pueden
ver condiciones necesarias y/o suficientes para que un PE no tenga discon-
tinuidades de segundo orden. En particular, se tienen los siguientes dos
resultados.

Proposiciéon 16.17. Un proceso con incrementos independientes que es se-
parable y estocasticamente continuo no tiene discontinuidades de segundo
orden.

Proposicién 16.18. Si un PE X(-) es estocasticamente continuo y no tiene
discontinuidades de segundo orden, entonces tiene una versién Y'(-) cuyas
trayectorias, casi seguramente, son continuas por la derecha.

Ejercicios § 16
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16.1. Demuestre que un proceso de Poisson N(-) tiene trayectorias no de-
crecientes, es decir,

P[N(t) > N(s)] =1 Vt>s>0.
16.2. Demuestre:

(a) Si X(-) = {X(t),t > 0} es un PE con incrementos independientes, en-
tonces el PE Y'(+) definido por Y (¢) := X(t) — X(0), para ¢ > 0, tiene
incrementos independientes y Y (0) = 0.

(b) Reciprocamente, sea Y (-) = {Y(¢),t > 0} un PE con incrementos in-
dependientes y Y (0) = 0, y sea X (0) una v.a. independiente de Y'(-).
Entonces el PE X (-) definido por X(t) := Y (t) + X(0) para todo ¢t > 0
tiene incrementos independientes y estado inicial X(0).

16.3. Demuestre el inciso (b) del Ejemplo 16.8.

16.4. Demuestre que las siguientes proposiciones (a) y (b) son equivalentes:

(a) W(-) = {W(t),t > 0} es un proceso de Wiener con pardmetro o2.

(b) W(-) = {W(t),t > 0} es un proceso gaussiano con media y funcién de
covarianza EW (t) = 0y Ky (s,t) = 0% - min(s, t) para todo s,¢ > 0.

16.5. Demuestre que si W(+) es un proceso de Wiener, existe una constante
[ tal que
E[[W(t) —=W(s)|*] < Blt —s|* Vs,t>0.

De la Proposicién 16.10 concluya que W(-) es un PE continuo c.s.

16.6. Sea \ una constante, y sea Y1, Y, vv.aa. i.i.d. con distribuciéon normal
N(0,0%). Demuestre que el PE X(-) = {X(t), —00 < t < oo} definido como

X(t) := Y] cosAt + Y, sen\t
es un proceso gaussiano y calcule la media EX(t) y la funcién de covarianza
de X(-).

16.7. Sea N(-) un proceso de Poisson, y sea X, una v.a. independiente de
N(-) y con distribucion P(Xy =1) = P(Xg = —1) = 1/2. En este caso el PE
X(-) definido por

X(t) :=Xo- (=DM vi>0

se dice que es una senal telegrafica aleatoria. Calcule la media y la funcion
de covarianza de X(-).
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16.8. Calcule E[N(s)N(s + t)] para s,t > 0, donde N(-) es un proceso de
Poisson con parametro .

16.9. Demuestre que si Ny(-) y No(+) son procesos de Poisson independientes
con parametros \; y Az, entonces su suma Ny (t) + No(t),t > 0, es un proceso
de Poisson con pardmetro A\; + Xo. [Observacion: la diferencia Ny(-) — Na(+)
no es un proceso de Poisson.|

16.10. Sea N(-) un proceso de Poisson con intensidad media A, y sea 7" una
v.a. positiva independiente de N(-). Calcule EN(T) y Var[N(T)] en cada
uno de los siguientes casos en los que T tiene distribucién:

(a) exponencial con pardmetro p,
(b) uniforme en el intervalo [a,b], con 0 < a < b,
(c) continua arbitraria con densidad f(t).

16.11. Sea N(-) un proceso de Poisson y sean 0 < s < t, Demuestre que
la distribucién condicional de N(s), dado que N(t) = n, es la distribucién
binomial Bin(n, p) con p = s/t, es decir,

PIN(s) =k|N(t) =n] = ( Z )pk(l—p)”_k para k=0,1,...,n.

16.12. Proceso de Poisson muestrado, homogéneo. Sea N(-) un pro-
ceso de Poisson con pardmetro A, y supdngase que N(:) es el proceso de
conteo asociado a un cierto evento E*. Cada ocurrencia de E* puede ser
registrada con probabilidad p, donde 0 < p < 1, y no registrada con proba-
bilidad 1 — p. Suponga, ademas, que el registro de una ocurrencia de E* es
independiente de otras ocurrencias, y también independiente de N(-). Sea
X(-) = {X(t),t > 0} el PE en el que X(t) es el numero de veces que se reg-
istra E* en el intervalo [0,¢]. Demuestre que X(-) es un proceso de Poisson
con parametro Ap.

16.13. El nimero de personas que pasan frente a un restaurante se com-
porta como un proceso de Poisson con parametro A = 1000 personas por
hora. Suponga que cada persona tiene probabilidad p = 0.01 de entrar al
restaurante, y sea Y el nimero de personas que entran en un periodo de 10
minutos. Calcule EY, Var(Y) y P(Y > 2). (Sugerencia: use el ejercicio 12.)
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16.14. El puente de Poisson. Sea N(-) un proceso de Poisson con para-
metro A, y sea N,(t) := N(t) —tN(1), para 0 < ¢ <1, el llamado “puente de
Poisson”. Calcule EN,(t) y la funcién de covarianza de Np(-).

16.15. El puente browniano. Repita el Ejercicio anterior pero para el
“puente browniano” W, (t) := W(t) —tW (1), con 0 <t < 1, en donde W(-)
es un proceso de Wiener o movimiento browniano.

16.16. Suponga que un cierto dispositivo deja de funcionar cuando se acu-
mula el efecto de k& choques. Calcule la densidad del tiempo de vida T del
dispositivo si los choques ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson con
intensidad media .

16.17. Sea X(:) = {X(t),t > 0} un PE que tiene incrementos independientes
y funcién media m(t) := EX(t) finita para todo t > 0. Demuestre que si
0<t < <t <tny1, entonces

EX ()X (#), - - X(t0)] = X(t) + mltnss) — mltn).

Nota. En los Ejercicios 16.18 al 16.22, W(-) = {W(t),t > 0} es un
proceso de Wiener con parametro o2 > 0.

16.18. Demuestre que E[(W(s)—W (a))-(W (t)=W (a))] = o* min(s—a, t—a)
para todo s,t > a > 0.

16.19. Demuestre que W(1) + --- + W (n) tiene distribucién N(0,s,) en
donde
sn =0 n(n+1)(2n+ 1)/6.

[Sugerencia: use la independencia de incrementos de W (-) y la férmula
i kK> =n(n+1)(2n+1)/6.]
k=1
16.20. Demuestre que cada uno de los siguientes PEs es de Wiener:
(a) Wi(t) :=a""?W (at) para t > 0 (donde a > 0 es una constante), y
(b) Wh(t) :=tW(1/t) parat >0y W5(0) := 0.

16.21. Calcule EX(t) y Cov(X(s), X(t)) para cada uno de los siguientes pro-
Cesos:
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:= W?(t) para t > 0;

(t)
(t) := e "W (e*™) para t > 0 (donde a > 0 es una constante);
(

X
d) X(t) :=W(t+a) —W(a) parat > 0 (donde a > 0 es una constante);

e) X(t) := At + W (t) parat > 0, donde A es una v.a. independiente de
W(-) y tiene distribicién N(m,c?).

16.22. Demuestre que el PE X(t) := W?2(t) — 0¢, t > 0, es una martingala.

Observacién 16.19. Se dice que una funcién f es o(t) cuando ¢t — 0, en
cuyo caso escribimos f = o(t), si

limm = 0.

t—0 ¢

(En el Ejercicio 16.23 se mencionan algunos ejemplos de funciones o(t).)

Observacién 16.20. Sea a una constante. La solucidén de la ecuacién difer-
encial lineal

2'(t) = ax(t) + b(t) para t >0, conz(0)=x,

es la funcion:
¢
z(t) = zoe™ —|—/ b(s)e“(t_s) ds VYit>0.
0

16.23. Demuestre: cuando t — 0,
(a) Si f(t) =1", entonces f =o(t) sir > 1, pero f #o(t) si0 <r < 1.
(b) Si f(t) = e para alguna constante )\, entonces f(t) = 1+ M\t + o(t).

(c) Una combinacién lineal de funciones o(t) es o(t); es decir, si ay,...,a,
son constantes y fi, ..., f, son funciones o(t), entonces a1 f1 + - - - an fn
= o(?).

16.24. Demuestre que si N(-) es un proceso de Poisson, entonces

(a) P[N(t) =1 =Xt +o(t), y
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(b) PIN() > 2] = o(t).

Por lo tanto, P[N(t) = 0] = 1 — P[N(t) > 1] = 1 — At + o(?).

16.25. Sea N(t) = {N(t),¢ > 0} un proceso de conteo y sea
p(t) :=P[N(t)=n] Vt>0, n=01....

Sea A > 0 una constante y suponga que, para t > 0, se satisfacen las ecua-
ciones diferenciales

(a) po(t) = —Apo(t)
(b) pl(t) = Apn(t) + App_1(t) paran =1,2,...

con condiciones iniciales py(0) = 1y p,(0) = 0 paran = 1,2.... Demuestre
que para t > 0, N(t) tiene distribucién de Poisson con parametro A, i.e.

pu(t) = e M)"/n! Y>>0 n=0,1,....

[Sugerencia: para resolver (a) use la Observacién 16.20 que aparece antes del
Ejercicio 16.23; después resuelva (b) por induccién.]

16.26. Demuestre que las siguientes proposiciones (a) y (b) son equivalentes

para un PE N(-) = {N(t),t > 0}:
(a) N(-) es un proceso de Poisson con pardametro \.
(b) N(-) es un proceso de conteo tal que

(by) N(-) tiene incrementos independientes y estacionarios;

(bs) PIN(t) = 1] = X + o(t),

(bg) P[N(t) > 2] = o(t).

[Sugerencia: use los Ejercicios 16.24 y 16.25. En particular, para demostrar
que (b) = (a) pruebe que las condiciones en (b) implican que se satisfacen
las ecuaciones diferenciales en el Ejercicio 16.25.]

Nota 16.21. En los Ejercicios 16.27 al 16.29 N(-) = {N(t),t > 0} es un
proceso de Poisson con parametro A.
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16.27. Demuestre que para cualquier s > 0 fijo, el PE N'(-) = {N'(¢),t > 0}
con
N'(t):=N({t+s)—N(s) Vt>0

es de Poisson con pardmetro A, y que N'() es independiente de { N (r),r < s}.

Observacién 16.22. Este resultado sigue valiendo si s se sustituye por un
tiempo de paro T'< oo para N(-). [Una v.a. T > 0 es un tiempo de paro
para un PE X(:) = {X(¢),t > 0} si, para cualquier s > 0, la ocurrencia del
evento {T < s} depende sélo de X(r) para r < s.]

16.28. Proceso de Poisson compuesto. Sean X, Xy, ... vv.aa. iid. e
independientes de N(+). El proceso Y (-) = {Y(t),t > 0} definido por:

N ()
Y(t):=> X;, con Y(t):=0 si N(t)=0,
7=1

se llama “proceso de Poisson compuesto”. Demuestre que para todo t > 0,
(a) Si X; € Ly, entonces EY (t) = EX; - EN(t) = M\t EX;.
(b) Si Xy € Ly, entonces Var[Y (t)] = EN(t)- Var(X;) + (EX;)? Var[N(t)],

1.e.

Var[Y ()] = M - E(X3).

(c) Si ¢(s) es la funcién caracteristica de X;, entonces la funcién carac-
teristica de Y (t) es

Cyw(s) := E[e*Y®] = exp[M(o(s) —1)] VseR

16.29. Supdngase que N(-) registra el nimero de fallecimientos de los clien-
tes de una compania de seguros; es decir, N(t) es el numero de clientes
fallecidos en el periodo [0,¢]. Cuando un cliente fallece, la aseguradora le
paga al beneficiario de la pdliza la cantidad X. Supdngase que dichos pagos,
digamos Xi, Xs, ..., son vv.aa. i.i.d. con X,, ~ X. Si ademas tal sucesién de
pagos es independiente de N(-), entonces



representa la cantidad total de pagos que ha hecho la aseguradora en el
periodo [0,¢]. Si X tiene distribucién uniforme en el intervalo [a,b], con
0 < a < b, entonces, para cada t > 0, calcule el total esperado de pagos
EY (t) y la varianza de Y'(t).

16.30. Sea Y(-) el PE del ejercicio 16.29 en donde X estd distribuida expo-
nencialmente con media $100,000 pesos. Calcule la media, la varianza y la
funcién caracteristica de Y (t), y la probabilidad P[Y (t) = 0].

16.31. Demuestre que la distribucién exponencial “no tiene memoria”; es
decir, si Y ~ Exp(\) entonces

P(Y >s+t)Y >s)=P(Y >t) Vst>0. (%)

Observacién 16.23. De hecho, se puede demostrar que la distribucion ex-
ponencial es la wdnica con la propiedad (*). Esto es consecuencia del siguiente
resultado de anédlisis matematico (cuya demostracién se puede ver en el libro
de Parzen (1962), pag 121, o en el de Norris (1997), pag 71): Sea g(t), para
t > 0, una funcién real tal que g(s +t) = g(s)g(t) para todo s y ¢ positivos,
y tal que g es acotada en intervalos finitos. Entonces se cumple que g es
idénticamente cero, o bien que existe una constante A tal que g(t) = e
para todo ¢ > 0. Aplicando este resultado a la funcién g(t) = P(Y > t) se
obtiene la caracterizacion (*) de la distribucién exponencial.
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17 Proceso markoviano de saltos (PMS)

Contenido: Proceso markoviano de saltos (alias: cadena de Markov a
tiempo continuo), cadena encajada, distribuciones finito—dimensionales,
proceso estandar, proceso regular (o no explosivo).

Sea X(+) = {X(t),t > 0} un proceso de Markov a tiempo continuo,
con espacio de estados S. Si S es un conjunto discreto — es decir, finito o
infinito numerable — se dice que X(+) es un proceso markoviano de saltos
(abreviado: PMS), también conocido como cadena de Markov (CM) a
tiempo continuo.

El nombre proceso de “saltos” se debe a que el proceso evoluciona de
la siguiente manera. En el tiempo 75 := 0 el PMS inicia en algin estado
X(0) = Xg, en el cual permanece hasta un tiempo aleatorio 73 > 79. En el
tiempo 7; el PMS “salta” a un estado X; # X, con X; := X(71), en el cual
permanece hasta un tiempo 7, > 71. En 7o, el estado es Xy 1= X(73) # Xq,
y este comportamiento se repite en tiempos 73 < 74 < ---. Los tiempos
0 =1 <7 < --- sellaman los tiempos de salto del PMS X(:) y se
pueden definir recursivamente como

Tpr1 = inf{t > 7, | X(t) # X(1,)} Vn=0,1,..., (17.1)
con 79 := 0 y, ademsds, inf ¢ := +o00. Los tiempos
PN Sl Tp—1 < 00, (17.2)
ne 00 en o.c., ‘
para n = 1,2,..., se llaman los tiempos entre saltos o tiempos de
permanencia, y el PE en tiempo discreto X, = {X,,, n = 0,1,...}, con
X, = X(7,), es la CM encajada en X(-), o simplemente la cadena de

saltos de X(-). (Después veremos que X, es, en efecto, una CM.) Observe
que
Xt)=X, V1 <t<tpy1 Yn=0,1,... (17.3)

¥y que
Tn:Tn_1+An:A1+“'+An vn:172a"'(7—0::0)' (174)
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La v.a.

n—o0

Too = lim 7, = ZAk (17.5)
k=1

se llama el tiempo de explosion del PMS. Si 7., = +00, entonces el estado
X(t) estd dado por (3) para todo tiempo t > 0, pero si 7., < 0o entonces
puede pensarse que el PMS salta a un estado ficticio, digamos oo, que no
estd en S. En este 1ltimo caso definimos X(t) := oo para todo t > 7.

Por el Teorema 16.15 en las Notas § 16 podemos suponer que nuestro
PMS es separable.

Para un PMS la condicion de Markov en la Observacién 16.5, ecuacion
(16.16.6), se puede escribir como

PIX(t) = j|X(r) YO0 <r<s, X(s)=i =P[X(t)=7|X(s) =14 (17.6)

paratodo 0 < s <t yestados,jen.S. Alternativamente, podriamos escribir
la condicién de Markov como en (16.16.7). El lado derecho de (6) se denota
por P;;(s,t), es decir

Py(s,t) :=PX(t)=j|X(s)=i] VO0<s<t;ijebs, (17.7)

y se le llama la probabilidad de transicion del estado ¢ en el tiempo s
al estado j en el tiempo t. Aqui consideraremos — a menos que se diga
lo contrario — tnicamente el caso en el que el PMS es homogéneo (en
el tiempo), lo cual significa que la probabilidad de transicién en (7) sélo
depende de la diferencia t — s de los tiempos de transiciéon. En otras palabras,
consideraremos probabilidades de transicién de la forma

Pi(t) == P[X(s+1t) =j|X(s) =i] Vs>0,t>0. (17.8)
En particular, para s = 0 tenemos
P;;i(t) =P[X(t) =j | X(0) =4], t > 0. (17.9)

La matriz P(t) := [P;;(¢)] se llama la matriz de transicién del PMS. Esta
matriz caracteriza la propiedad de Markov (6) en el siguiente sentido.

Teorema 17.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un PFE
X(+) = {X(t), t = 0}.

(a) X(-) es un PMS con matriz de transicion P(t).
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(b) Para cualquier tiempo s > 0, y condicionado a que X(s) = i, el PE
Y(-) ={Y(t), t > 0}, definido como Y (t) := X(t + s), es un PMS con
estado inicial Y (0) = i, matriz de transicion P(t), y es independiente
de {X(r), r < s}.

En el Ejercicio 1 se pide demostrar el Teorema 17.1.
Las probabilidades de transicién P;;(¢) son ntimeros no-negativos que

satisfacen
ZPU )=1 V0<t< 7y (17.10)

y la ecuacién de Chapman—Kolmogorov (Ejercicio 2)
Pij(s+1) =Y Piu(s)Pri(t) = > Pur(t)P;(s (17.11)
keS kesS
o en forma matricial P(s + t) = P(s)P(t) = P(¢t)P(s). Ademds de estas
condiciones supondremos que el PMS es estandar lo cual significa que

en donde d;; es la delta de Kronecker. Entre otras cosas, (12) implica que las
probabilidades de transicién P;;(t) son uniformemente continuas en t > 0.
(Vea el Ejercicio 17.3.)

Proposicién 17.2. Un PMS es estocésticamente continuo.

Demostracién. Sea X(-) = {X(¢), t > 0} un PMS, y sean ¢ > 0,
t > s > 0. Entonces

P(X(t) = X(s)| = &) = > PX( P(IX(t) — i > e[X(s) =1)
€S
< ) P(X(s) =) ) Pyl
€S i
= ) P(X(s) = )[1 — Py(t — 5)].
€S

Por lo tanto, por convergencia dominada,

P(|X(t) —X(s)| >€¢) - 0 cuando t— s.
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Observacién 17.3. Del Lema 3 en Gikhman y Skorokhod (1969), p.348, se
obtiene lo siguiente (ver también (12)).

(a) Un PMS no tiene discontinuidades de segundo orden y, ademas,
(b) tiene una versién cuyas trayectorias son, c.s., continuas por la derecha.

En vista de la Observacién 17.3(b), en todo lo que sigue supondremos
que nuestro PMS tiene trayectorias continuas por la derecha.

Definicién 17.4. Sea X(-) = {X(¢), t > 0} un PE con espacio de estados
(5,8).

(a) Una v.a. T con valores en [0, 00| se dice que es un tiempo de paro de
X(+) si para cualquier t > 0 el evento {T" < t} pertenece a la o—algebra
generada por {X(s), 0 < s < t}.

(b) Las probabilidades de la forma
P[X(to) € Bo, X(t1) € B1,...,X(tn) € By (17.13)

para n > 0, tiempos 0 < t, < t; < --- < t,, y conjuntos By,..., B,
en 8 se llaman las distribuciones finito-dimensionales de X(-). Si
X(-) es un PMS,; los eventos {X(t;) € Bx} en (13) se pueden sustituir
por {X(t) =iy} con iy, € S, para k =0,1,...,n.

En relacién con el siguiente teorema (que no demostraremos) vea las Notas
1y 2 en el final de esta seccion.

Teorema 17.5. Sea X(-) = {X(t), t > 0} un PMS continuo por la derecha.
Entonces:

(a) La probabilidad de cualquier evento A relativo a X(+) (es decir, cualquier
evento A en la o—dlgebra o{X(t), t > 0} ) se puede determinar por las
distribuciones finito—dimensionales en (13).

(b) X(-) tiene la propiedad fuerte de Markov; es decir, si T' es un tiempo
de paro de X(+) con P(T < oc0) =1, entonces

PX(T+t) = j|X(r)V0<r<T,X(T)=i]
= PIX(t) = j|X(0) = i]. (17.14)
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para todo t > 0. [Compare (14) con (6).] Equivalentemente, condi-
cionado a que T < oo y X(T) =i, el PEY(:) = {X(T' +t),t > 0}
es un PMS con estado inicial Y (0) = i, y Y(-) es independiente de
{X(s), s <T}. [Compare este enunciado con el Teorema 17.1(b).]

La ecuacién (14) la usaremos repetidas veces con el tiempo de paro T =
Tn, suponiendo que 7, < oo. Para ver que efectivamente 7, es un tiempo
de paro basta observar que, para cualquier ¢ > 0, el evento {7, < t} es
equivalente a que X(-) haya saltado al menos n veces en el periodo [0,1].
Esto se puede precisar aiin més introduciendo el proceso de conteo N(:) =
{N(t), t > 0}, en donde N(t) es el niimero de transiciones o saltos del
PMS hasta el tiempo t; es decir,

N(t) :==sup{k|m <t} para t>0. (17.15)

Entonces 7,, < ¢ si y sélo si N(t) > n.

En el resto de esta secciéon deseamos probar que la cadena de saltos X, =
{X,.} del PMS [con X,, := X(7,,)] es en efecto una CM y que, dados los estados
Xo, .-+, Xy_1, los tiempos entre saltos Ay, ..., A, son vv.aa. independientes
distribuidas exponencialmente. Empezaremos por demostrar lo siguiente.

Proposicién 17.6. Paracadaie S,n>1yt>0:
P[A, > t]|X(1,1) = 4] = e (17.16)
para algin nuimero 0 < o; < 0.

Nota 17.7. Se dice que un estado i € S es instantdneo si el pardametro en (16)
es a; = +00. Bajo las hipdtesis en esta seccién, se sigue de la Observacion
17.3(b) que el PMS no tiene estados instanténeos.

Demostracién. Por la homogeneidad del PMS podemos tomar n = 1,
de modo que Ay = 71 y el lado izquierdo de (16) se puede escribir como
g(t) := Pl > t|X(0) = i]. Por la observacién en el Ejercicio 16.31, para
demostrar (16) basta verificar que g satisface la ecuacién

g(t+s)=g(s)g(t). (17.17)
Ahora observe que mediante un calculo directo se obtiene

g(t+8)'

P[7'1>t—|—8’X(O):Z, 7'1>t]: g(t)

(17.18)
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Por otra parte, por la propiedad fuerte de Markov y la homogeneidad de
X(+), el lado izquierdo de (18) resulta
Pl >t+s|X(0) =i, >t = Pl >t+s|X(t) =1
Plm > s|X(0) = 1]
= g(s).

Este resultado junto con (18) da (17). O

Definicién 17.8. Sea «; el numero en (16). Si a; = 0, decimos que i es un
estado absorbente.

Sii € S es absorbente, entonces (16) resulta
PIA, >t | X(1p1) =1 =1 Vt>0

y, por lo tanto, si el PMS alcanza el estado i, entonces el proceso se queda
en ¢ permanentemente. En otras palabras, si X(¢) = ¢ para algtn ¢, entonces
X(s) =i para todo s > t. Por otra parte, si o; > 0 entonces la distribucién
condicional de A,, dado que X,,_1 := X(7,_1) = i es Exp(q;).

A continuacién presentamos el resultado anunciado en el parrafo anterior
a la Proposicién 17.6. Ademads de que el PMS es continuo por la derecha
(Observacién 17.3(b)) supondremos que el tiempo de explosion 7, definido en
(5) es infinito, en cuyo caso se dice que el PMS es regular (o no explosivo).

Hipétesis 17.9. El PMS es regular, es decir P(7,, = 00) = 1.

En la Proposicién 17.11 se dan algunas condiciones bajo las que X(-) es
regular.

Teorema 17.10. Suponga que el PMS es continuo por la derecha y reqular,
y que o; > 0 para todo © € S. Entonces para cualesquiera dos estados i y j,
yt >0, se tiene:

P[Xn—i-l = j, An—i—l >t | Xo, C 7Xn—17Xn = i, Al, c ,An] (1719)
= pye
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en donde los p;; = P[X,41 = j|X,, = 1] satisfacen que
pij >0 si i#j pa=0, y Y pyj=1 Vies. (17.21)
JjeSs
La matriz P = [p;;] es la matriz de transicion de la cadena de saltos X, =
{Xa}-

Demostracién. Sean i # j estados arbitrarios. Por (3) y (4), el evento
condicionante en (19) determina el PMS X(+) = {X(¢), ¢ > 0} para 0 < ¢ <
Tn. Por lo tanto, la probabilidad condicional en (19) se puede escribir como

P[Xyi1 =17, A1 > t|X(s) para s < 7, X(75,) = 1]
=P[X(1n + Ani1) = 74, Any1 > t1X(8),s < 7, X (1) = 7]
por la propiedad fuerte de Markov, y se obtiene la primera igualdad en (20).
Por otra parte, usando la homogeneidad del PMS la probabilidad en (22)
resulta
PX; = j, Ay >t|X(0) =]
= €_aitP[X1 = j | Xp = 1, Al > t] (1723)

Ahora deseamos demostrar que
PX;=7Xo=1, Ay >t] =P[X; =7|Xo =1] = py (17.24)
para lo cual conviene introducir el tiempo residual
Y(t) :=Tnw+1 —t YVt >0, (17.25)

en donde N(t) es el nimero de transiciones hasta el tiempo ¢, definido en
(15). Observe que Y'(t) es el tiempo hasta la primera transicién después de

t, y que
X =X(t+Y(t) para t<7 =A;.

Ademés, el evento {Xo =i, A; > t} es equivalente al evento {X(s) =i V0 <
s < t}. Usando estas observaciones junto con la propiedad de Markov y la
homogeneidad del PMS,; el lado izquierdo de (24) resulta

P[X, = j|Xo =4, A > ] = PIX(t+ Y(t)) = j| X(5) =i V0 < s < f]
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PIX(t+Y(t) = j|X(t) = 1]
PIX(Y(0)) = j|X(0) =1]
PX, = j | X, = i].

Esto demuestra (24) que junto con (22) y (23) da la ltima igualdad en
(19)—(20). A su vez, esta dltima igualdad implica (21). O

Concluiremos esta seccion con algunas observaciones sobre la Hipotesis
17.9 de regularidad (o no—explosividad) del PMS y con un par de ejemplos.

Sea X, = {X¢,Xy,...} la cadena de saltos del PMS y {A,As,...} la
sucesion de tiempos entre saltos. Dada la CM X,, los tiempos entre saltos
son vv.aa. distribuidas exponencialmente, digamos A,, ~ Exp(\,). (Por el
Teorema 17.10, A, = «; si X,,_; = i.) Por la definicién (5) del tiempo de
explosion y el Teorema de Convergencia Monétona

E(1) = Y E(A,) =) (1/A\). (17.26)

De aqui se sigue que si y - (1/\,) < oo, entonces el PMS es explosivo
porque E(7,) < oo implica que P(7,, < oo) = 1. En otras palabras, si los
pardametros A, son “muy grandes”, de tal forma que ) (1/)\,) < oo, entonces
el PMS no es regular. (Esto se cumple, por ejemplo, si A, =n" con r > 1.)
Esto sugiere que, como en la siguiente proposicion, el PMS es regular si los
A, no son “demasiado grandes”.

Proposicién 17.11. El PMS X(:) es regular si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

(a) El espacio de estados S es finito.

(b) sup,ecg o < 0.

(c) Zies(l/ai) = 0.

(d) «; < oo para todo i € S y la CM encajada es recurrente.

Demostracién. Para evitar casos triviales supondremos que X(-) no
tiene estados absorbentes, de modo que 0 < «; < oo para todo i € S.

Para demostrar (a), (b) y (c) primero veremos que si Ay, Ay, ... son vv.aa.
independientes distribuidas exponencialmente con parametros
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A1, Ag, ... y tales que

> A =00, (17.27)
n=1
entonces
P(70 = o0) =1, (17.28)
donde 7, := >  A,. Nétese que
n=1
[Ta+x"Y=tlim JTA+A1 > lim (14> A1) =oc.
m—00 m—00
n=1 n=1 n=1

Por lo tanto, por independencia de las A, y el Teorema de Convergencia
Acotada,

Ble ) =[] Bt = [[0 + A0 " =o.
n=1 n=1
Esto implica (28).

Ahora, por el Teorema 17.10, y escribiendo «(i) := «;, dada la cadena
de saltos X,, = i, para n = 0,1,..., los tiempos entre saltos A,, son in-
dependientes con distribuciéon Exp(A,) y pardmetros \, := «(i,_1) para
n = 1,2.... En los incisos (a) y (b), tomando M := sup,a(i) vemos

que 1/\, = 1/a(in—1) > 1/M, lo cual implica (27) y, por lo tanto, (28).
Asimismo, por (27), en el inciso (c) se obtiene de nuevo (28). Finalmente,
la conclusién deseada también se obtiene en el caso (d), porque si la cadena
de saltos es recurrente entonces visita cualquier estado inicial Xy = ¢ una
infinidad de veces con probabilidad 1. O

Ejemplo 17.12. Suponga que el PMS X(-) es un proceso de Poisson con
pardmetro A. Entonces por el Teorema 17.10(b), la correspondiente cadena
de saltos X, = {X,,} toma los valores X,, := X(7,) = n, y las probabilidades
de transicién en (21) son

Pnm=1 s1 m=n+1

Y Pnm = 081 m # n+ 1. Es decir, la matriz de transicion de X, es de la
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forma

De nuevo por el Teorema 16.11(b), los tiempos entre saltos A,, son i.i.d.
con distribucién Exp()\). En este caso se satisfacen tanto la condicién (b)
como la (c¢) de la Proposicién 17.11, de modo que el proceso de Poisson es
un PMS regular.

Ejemplo 17.13. Sea N(+) un proceso de Poisson con pardmetro \, y sea Xg
una v.a. independiente de N(+) y con distribucién P(Xy = i) = 1/2 para
i1 =1,—1. Entonces el PE

X(t) =X - (=DM para t>0

se llama una senal telegrafica aleatoria. (Vea el Ejercicio 16.7.) Este es
un PMS regular, cuya cadena de saltos tiene espacio de estados S = {—1,1}
y probabilidades de transicién p;; = 1 — ¢;;, es decir la matriz de transicién

es de la forma
—-11

-1 101
1 11 0|
Los tiempos entre saltos son i.i.d. con distribucién Exp(\).

En la siguiente seccion veremos otros ejemplos.
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Notas § 17

1. Sea 2 un conjunto arbitrario. Se dice que una familia A de subcon-
juntos de €2 es un w—sistema si A es cerrada bajo intersecciones finitas, es
decir, si A1, Ay estan en A, entonces A; N Ay estd en A. La demostracion del
siguiente teorema se puede ver, por ejemplo, en Blumenthal y Getoor (1968),

pag. 7.

Teorema. Sea (§2,F) un espacio medible. Si Py y Py son dos medidas de
probabilidad sobre (€2, F) que coinciden sobre un 7w—sistema A que genera a

F [i.e. o{A} = F], entonces P; = Ps.

De este teorema se puede obtener que las distribuciones finito—dimen-
sionales (13) de un PMS X(-) continuo por la derecha determinan la proba-
bilidad de cualquier evento relativo a X(+). Esto se debe a que para este
tipo de procesos los eventos de la forma {X(to) = o, ..., X(t,) = i, } forman
un 7-sistema que genera a la o-dlgebra o{X(t),t > 0}. El papel de la
continuidad por la derecha es que sin ella algunos eventos (por ejemplo,
{X(t) = ¢ para algin t > 0}) pueden no ser medibles con respecto a la
o—dlgebra o{X(t), t > 0}.

2. La demostracién de la propiedad fuerte de Markov en el Teorema
17.5(b) se puede ver, por ejemplo, en Gikhman y Skorokhod (1969), pagina
359, Corolario 2. Dicho teorema es un caso especial de un resultado mucho
més general de Dynkin y Yushkevich (1956), Teorema 2. El resultado de
Dynkin y Yushkevich afirma que un proceso de Markov X(+), con espacio de
estados S (no necesariamente discreto) tiene la propiedad fuerte de Markov si
X(+) es continuo por la derecha y sus probabilidades de transicion satisfacen la
“condicién de Feller” — esta tltima condicion se cumple trivialmente cuando
el espacio S es discreto, es decir, cuando X(-) es un PMS.

3. Paracadat > 0, sea P(t) = [p;;(t)] la matriz de transicién de un PMS.
Entonces P(t) es una matriz estocdstica que satisface

(a) P(0) =1, es decir p;;(0) = &;5, ¥

(b) la ecuacién de Chapman-Kolmogorov P(s +t) = P(s)P(¢).
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Debido a estas propiedades se dice que la familia {P(¢), ¢ > 0} es un semi-
grupo (estocastico). Si ademas el PMS es estandar, como en (12), entonces
las probabilidades de transicién p;;(¢) son continuas (Ejercicio 3), y por lo
tanto se dice que el semigrupo {P(¢)t > 0} es estdndar o continuo.

Ejercicios § 17
17.1. Demuestre el Teorema 17.2
17.2. Demuestre la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (11).

17.3. Use la ecuacién de Chapman—Kolmogorov para demostrar que si h > 0,
entonces
—[1 =Py(h)] < Pii(t+h) —Py(t) <1—Pyu(h),
es decir, |P;;(t + h) — P;;(t)| <1—P;;(h). Analogamente, para h < 0
[Pij(t+h) — Py(H)] < 1 —Pu(|h]).
Usando estos resultados concluya que, por (12), las probabilidades de tran-

sicién P;;(¢) son uniformemente continuas en ¢ > 0.

17.4. Demuestre: si Y7,Y5,... son vv.aa. independientes distribuidas expo-
nencialmente con parametros Ai, Ao, ..., entonces las vv.aa. A\1Y7, Yo, ...
son i.i.d. con distribucién Exp(1).

17.5. Sean Y1,Ys, ... vv.aa. ii.d. con distribucién exponencial Exp(}), y
sea N una v.a. independiente de {Y}} con distribucién geométrica

P(N=n)=a(l—a)"' para n=1,2,...,0<a<1.
Demuestre que la suma aleatoria Y; + - - - + Yy tiene distribucién Exp(a)).

17.6. Demuestre que si un PMS es estandard (vea la ecuacion (12)), entonces
Pi(t) >0 V¢>0.

(Nota: Un resultado més dificil es que bajo la misma hipétesis, para i # j

se satisface la llamada dicotomia de Lévy: (a) P;j(t) =0 V¢ > 0; 6 (b)

17.7. Considere un PMS con matriz de transicién P(t). Se dice que el PMS

es uniforme si sup; |P;;(t) — 1| — 0 cuando ¢ | 0. Demuestre que si un PMS

es uniforme, entonces es estandar. Reciprocamente, si el PMS es estandar y

el espacio de estados es finito, entonces el PMS es uniforme. (En general, un
PMS estdndar no necesariamente es uniforme; vea el Ejercicio 18.9.)
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18 La matriz generadora de un PMS

Contenido: Tasas de transicion, matriz generadora (alias: matriz infinites-
imal o Q-matriz), proceso estable, proceso conservante, ecuaciones de Kol-
MOgOTOV.

En esta seccién introducimos la matriz generadora de un PMS. Dicha
matriz, que también es conocida como matriz infinitesimal o Q-matriz, es
fundamental para el analisis de un PMS. En particular, nos permite obte-
ner las ecuaciones de Kolmogorov y determinar, bajo ciertas condiciones, la
existencia de medidas estacionarias.

En toda esta seccién supondremos que X(-) = {X(¢), ¢t > 0} es un PMS
estandar [vea la ecuacién (17.17.12)], continuo por la derecha (Observacién
17.3) y regular o no—explosivo (Hipdtesis 17.9). El espacio de estados de X(+)
se denota por .S, como en secciones anteriores.

Para cualesquiera dos estados i, j definimos la intensidad (o tasa) de
transicién ¢;; de ir de ¢ a j como la derivada de P;;(t) en ¢t = 0 por la
derecha, es decir,

1
Gij = Pl ()|i=ot = lgfg ;[Pij(t) — dy]. (18.1)

Equivalentemente [usando la notacién o(t) introducida en la Observacién 1
que aparece después del Ejercicio 16.22], si el limite en (1) existe entonces
podemos escribir
Pij(t) = qijt + o(t) para i # j, (18.2)
Pii(t) =1—¢qt+o(t), con ¢ :=—qu, (18.3)
en donde los términos o(t) dependen, en general, de los estados ¢ y j. En
otras palabras, cuando ¢ | 0, las probabilidades P;;(t) y 1—P;;(¢) son propor-
cionales a t, excepto por términos o(t), con constantes de proporcionalidad
¢ij Y ¢i, respectivamente. En particular, como

1= Pu(t) =) Py(t), (18.4)

J#i
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¢; = —q; es la intensidad de transicion de i a un estado distinto de ¢. Por
supuesto, si ¢ es un estado absorbente, entonces ¢q; = 0.

La matriz () = [g;;] se llama la matriz generadora del PMS, y también
se le conoce como la matriz infinitesimal o la Q-matriz del PMS.

El resultado fundamental sobre las intensidades de transicion es el sigu-
iente teorema cuya demostracion se puede ver, por ejemplo, en el libro de
Gikhman y Skorokhod (1969), paginas 304-308.

Teorema 18.1. (a) Para i # j, los limites ¢;; > 0 en (1) existen y son
finitos.

(b) El limite q; := —q;; > 0 existe, pero puede ser infinito.

(¢) Sig < oo, entonces las derivadas Pi;(t) existen para todot >0y j € S.
Ademds, dichas derivadas son continuas y satisfacen que:

(c.1) Pyt +s) = > es Pir(t)Pri(s) Vi, s >0,
(c2) YesPii(t) =0 Vt>0,y
(c.3) Zjes [P ()] < 2¢; YVt > 0.

Noétese que si ¢; < oo, entonces la condicién (c.1) equivale a derivar (con
respecto a t) la ecuacién de Chapman—Kolmogorov. Asimismo, (c.2) equivale
a derivar la ecuaciéon

D Pyt) =1

jes
que obviamente es la misma que (4). En particular, si (c.2) se cumple en
t = 0 se obtiene que

Jjes JF

Estas observaciones son de gran utilidad y, por tal motivo, supondremos lo
siguiente.

Hipdtesis 18.2. El PMS (o la matriz generadora @) es:
(a) estable, es decir, ¢; = —¢; < oo paracadai € S,y

(b) conservante, es decir, satisface (5) para cada i € S.
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Bajo estas hipétesis podemos relacionar la matriz generadora () = [g;]
con la matriz de transicién P = [p;;] y los parametros o en el Teorema 17.10
de la siguiente manera.

Teorema 18.3. Supongase que X(-) es un PMS estdndar, continuo por la
derecha y reqular, y ademds se cumple la Hipotesis 18.2. Entonces:

(a) ¢ =a; VieS.
(b) Sii no es absorbente (es decir, a; = q; > 0), entonces p;; = 0 y p;; =
¢ij/q para j #1i, o sea
pij = (L —0i5)qi;/0 Y jeSs. (18.6)
(c) Sii es absorbente (es decir, a; = q; = 0), entonces p;; = 0;; para todo
jES.

Demostracién. Observe que el inciso (c) es trivial, de manera que sélo
demostraremos (a) y (b). Con este fin, considere el nimero de saltos N (t) :=
max{k|m, <t} del PMS hasta el tiempo ¢ > 0 [que ya habfamos definido en
la ecuacién (17.17.15)]. Primero veremos que cuando ¢ | 0

Pi[N(t) =0] =1 — ayt + o(t) (18.7)

’ Pi[N(t) = 1] = ast + o(t), (18.8)
de modo que

PAN(t) > 2] = 1= P,[N(t) < 1] = o(t). (18.9)

(En estas ecuaciones el subindice i en P; represanta la condicién X(0) = i.)
La relacién (7) se obtiene de (17.17.16) (o de (17.17.21)) porque

Pi[N(t) = 0] = P[A; > ¢[X(0) = i] = e,

en donde Ay = 7 es el tiempo del primer salto de X(-). Para verificar (8),
note que los eventos {N(t) = 1} y {1 <t < 7} son equivalentes. Por lo
tanto,

t
= pr/ (]{ie_aispj(AQ >t — S)ds
j#i 0

= Cl/it + O(t)
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Esto demuestra (8). Para ver la ultima igualdad se puede usar el siguiente
calculo:

t t
E Dij / Oéiefaist(AQ >t — s)ds = E pijai/ efaisefaj(tfs)ds
0 0

i i
t t
- Zpijaie_ajt/ e Yeids = Zpijai(l —at+ O(t))/ el@imai)s s
J#i 0 j#i 0
t t
= Zpijai / el =S s 4 Zpij&i(—ajt + o(t)) / el )3 ds + it
i#i 0 i 0

Regresando a la demostracién de (a) y (b), de (7) y (9), como

P(N(t) > 2,X(t) = i) < P(N(t) > 2),

entonces P;(N(t) > 2, X(t) =1i) = o(t). Asi
Piu(t) =P;N(t) = 0]+ P;[N(t) > 2, X(t) =i =1 — at + o(t).

Utilizando (1) y la hipdtesis de que es estable se obtiene (a). Por otra parte,
para j # i,

Pij(t) = Pi[X(t) = 4] =Pi[N(t) > 1, X(t) = j]
— PN = 1, X(t) = j] + PN () > 2, X(t) = J]
= |ait +o(t)]pi; +o(t) [por (8) y (9)];

En la dltima igualdad hemos usando el hecho de que el tiempo de perma-
nencia es independiente del estado a donde salte (ver Teorema 17.17.10).
Podemos decir pues que

P;(t) = aipist + o(t).

Esta ecuacion y (1) dan ¢;; = o, pij = ¢; pij, y se obtiene (6) para j # i. Para
j =1, el resultado p; = 0 viene del Teorema 17.10. H

Ecuaciones de Kolmogorov. De acuerdo con la definicién (1) de las in-
tensidades de transicién, si conocemos la matriz de transicién P(t) = [P;;(¢)]
entonces podemos calcular la matriz generadora () = [g;;]. Ahora consid-
eraremos el problema reciproco: si conocemos @, {cémo se calcula P(t)?.
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Esto se puede hacer mediante la ecuacién de Kolmogorov hacia atras
(también conocida como primera ecuacién de Kolmogorov)

P/(t) = QP(t) Vt>0, con P(0)=1, (18.10)

o bien mediante la ecuacién de Kolmogorov hacia adelante (o segunda
ecuacién de Kolmogorov)

P'(t)=P#)Q Vt>0, con P(0)=1I. (18.11)

La principal diferencia entre estas ecuaciones es que para ser validas re-
quieren hipétesis diferentes. Antes de ver estas hipotesis, ndtese que término
a término la ecuacién (10) se puede escribir como

ki
en donde ¢; := —qy;, y, andlogamente, (11) resulta
k#j

En ambos casos la condicién inicial es P;;(0) = 6;;.

Teorema 18.4. Sea X(+) un PMS estdndar, continuo por la derecha y regu-
lar.

(a) La ecuacién de Kolmogorov hacia atrds, (12), se cumple para todo i, j si
y solo si se cumple la Hipotesis 18.2.

(b) Si X(-) es estable y los limites
grj = lim Prj(h)/h Yk #j (18.14)
se satisfacen uniformemente en k (para cada j), entonces se cumple la
ecuacion de Kolmogorov hacia adelante, (13), para todo i, j.

Idea de la demostracién (para detalles vea, por ejemplo, Gikhman y
Skorokhod (1969), paginas 309-310).

(a) Suponga que (12) se cumple para todo 7, j. Entonces necesariamente
el PMS es estable (porque la ecuacién (12) no tiene sentido si ¢; = o) v,
ademés, sumando en (12) sobre todo j € S se obtiene

0=—q+ > Gr= g

ki kes
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es decir, el PMS es conservante. Reciprocamente, suponga que el PMS es es-
table y conservante. Para calcular (12), primero use la ecuacién de Chapman—
Kolmogorov P(t + s) = P(s)P(t) para obtener

Pyj(t +5) — Pij(t) = [Pis(s) — 1Py;(t) + Y Pir(s)Pis(t). (18.15)
k#i

Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por 1/s y tomando el limite
cuando s | 0, se obtiene (12). Este argumento es valido si el espacio de esta-
dos, S, es finito, porque entonces la sumatoria que aparece en (15) es finita.
Sin embargo, si S es infinito, entonces se debe verificar que efectivamente se
pueden intercambiar el limite (cuando s | 0) y la sumatoria en (15).

(b) Andalogamente, usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov P(t +
s) = P(t)P(s), podemos reescribir (15) en la forma

Pij(t+5) = Pyj(t) = Py ()[Py(s) — 1] + Y Pir(t)Prs(s).
oy

Después, multiplicando por 1/s y tomando el limite cuando s | 0, de la
condicién de uniformidad de los limites en (14) se obtiene la ecuacién hacia
adelante (13). O

Ejemplo 18.5. Sea X(-) = {X(t), t > 0} un proceso de Poisson con pard-
metro A\. Como X(-) tiene trayectorias no-decrecientes, entonces

P,;i(t) =P[X(t) =j|X(0) =i =0 si j<i. (18.16)
Por otra parte, para j > i, las propiedades de X(+) da que

Pij(t) = PX(t) = X(0) = j —i[X(0) = 4]
= PX(t) =7 —iX(0) = 0],

de modo que
Pij(t) = e (XY /(j —i)! V=i, t>0. (18.17)

De (16) y (17), un céalculo directo da que para cualquier estado ¢ > 0 las
intensidades de transicién de X(+) estan dadas por
-\ si g =1,
g =4 Asi j=i+l, (18.18)
0 si j<i 6 j>i+2
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Por lo tanto, la matriz generadora () = [¢;;] de X(+) es de la forma

0 1 2 3
0 A A 0 0 --
1 0 —A X 0 - (18.19)
A -

2 0 0 =\

Es evidente que se satisfacen las hipétesis de ambos incisos, (a) y (b), del
Teorema 18.4, asi que las dos ecuaciones de Kolmogorov (12) y (13) son
validas. La ecuacion hacia atras resulta

P;j(t) = —AP;;i(t) + APi11;(t) Vi,j, con P;;(0) =4
De hecho, como P;;(t) = 0si ¢ > j, se tiene que
Pl(t) = —=APy(t) Vi>0, (18.20)
Pii(t) = =APy(t) + APi14(t) Vji—1>i>0 (18.21)

con la condicién inicial P;;(0) = d;;. Andlogamente, la ecuacién hacia ade-
lante, (13), resulta
Pl(t) = —=APy(t) Vi>0, (18.22)

con P;;(0) = d;;.

En resumen, dadas las probabilidades de transicién (16)—(17) de X(+), se
puede calcular la matriz generadora y de ahi las ecuaciones de Kolmogorov
hacia atrds y hacia adelante. Reciprocamente, dada la matriz generadora
@ en (19), resolviendo la ecuacién hacia atrds (20)—(21) 6 la ecuacién hacia
adelante (22)—(23), se obtienen las probabilidades de transicién en (17). (Vea
el Ejercicio 18.1.) O

Ejemplo 18.6. Sea X(t) := Xy - (—1)V® la sefial telegrafica aleatoria del
Ejemplo 17.13, en donde N(+) es un proceso de Poisson con parametro A, y
X es una v.a. independiente de N (-), con distribucién P(Xy = i) = 1/2 para
i = 1,—1. Para cualquier estado inicial Xg = ¢ en S = {—1,1} y cualquier
tiempo ¢ > 0, X(t) =i si y s6lo si N(t) es un niimero par, es decir, usando
la independencia de X(0) = Xy y N(+),

P.i(t) = P;[X(t) =i =P[N(t) =2n paraalgin n=0,1,...].
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Por lo tanto, como cosh(u) =Y o ju®"/(2n)! = (e* +e7)/2,

Py(t) = i P[N(t) =2n] = e i()\t)zn/(Qn)! = %(1 + e (18.24)
y para j # i, X
Pij(t) =1 —Pu(t) = (1 — e M), (18.25)

2
De aqui se sigue que cualquier estado inicial X = ¢

A sioj—i
qij - Pzg (t)|t70+ { A si j?é i,

es decir la matriz generadora de X(-) es

Q= { _i _i } : (18.26)

En el Ejercicio 2 se pide calcular las ecuaciones de Kolmogorov usando Q).
O

Ejemplo 18.7. Procesos de nacimiento y muerte. (Compare con el
Ejemplo 12.18.) Sea X(-) = {X(¢), ¢ > 0} un PMS con espacio de estados
S ={0,1,2,...}. Decimos que X(-) es un proceso de nacimiento y muerte
(abreviado: proceso de NM) si estando en el estado i, en caso de que el
proceso salte, sélo puede hacerlo a i + 1 (en caso de un “nacimiento”) o a
i — 1 (en caso de una “muerte”); si i = 0, el proceso sélo puede saltar al
estado 1. Mds precisamente, la matriz generadora ) = [¢;;] del proceso de
NM tiene componentes

by si j=i¢+1 (para 1i>0),
o L si j=i¢—1 (para i>1, con po:=0),
i = —(Ni + 14) si j=1 (para i >0),
0 sio[j—i] > 2.

Las intensidades de transicion ¢; ;11 = A; se llaman las intensidades (o tasas)
de nacimiento, y las ¢;;—1 = p; son las intensidades (o tasas) de muerte. Si
el espacio de estados es finito, digamos S = {0,1,...,n}, entonces en (27)
tomamos \; = 0 para ¢ > n, y u; = 0 parat > n+ 1. El PMS en el
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Ejercicio 3 es un proceso de NM con espacio de estados S = {0,1}. Otros
casos especiales de procesos de un NM son los siguientes.

Procesos de puros nacimientos. Se dice que un proceso de NM es
de puros nacimientos si pu; = 0 para todo estado i, lo cual significa que no
ocurren muertes. Por ejemplo, un proceso de Poisson con parametro A es un
proceso de puros nacimientos con \; = A para todo ¢ > 0.

Otro ejemplo de proceso de puros nacimientos es el proceso de Yule, que
aparece en biologia y fisica. Este proceso se caracteriza por el hecho de que
las tasas de nacimiento A; son proporcionales al nimero de “individuos en la
poblacién”, es decir,

Ai=1iN Vi=0,1,..., (18.27)

en donde A es una constante positiva.

Por supuesto, también hay procesos de puras muertes, en los que \; = 0
para todo i.

Crecimiento lineal con inmigraciéon. Un proceso de NM se dice que
es de crecimiento lineal con inmigracion si las tasas de nacimiento y muerte
son de la forma

ANi=iAN+a y pi=ip YVi=01,..., (18.28)

donde A, 1 y @ son nimeros positivos. El término a > 0 en (29) se interpreta
como una tasa instantanea de crecimiento de la poblacién debida a alguna
causa externa como es la inmigraciéon. Si a = 0, se dice que el proceso de
NM es lineal.

Procesos de ramificacion. Dados dos nimeros ¢ >0y 0 < p < 1, un
proceso de NM con intensidades

Nic=igp y p;:=iq(l—p) Vi=0,1,... (18.29)

se dice que es un proceso de ramificacién. En este caso, X(¢) representa el
nimero de “particulas” o “individuos” de una cierta poblacién presentes en
el tiempo t. Dichas particulas actian independientemente para dar origen a
nuevas generaciones de la siguiente manera: Cada particula tiene un tiempo
de vida aleatorio T ~ Exp(q) al final del cual da origen a dos nuevas particulas
con probabilidad p, o bien, la particula muere (desaparece de la poblacién)
con probabilidad 1 — p. Las intensidades en (30) se obtienen de la férmula

(6), ¢ij = qipsj con q; =iqy p; =psij=i+1,p;=1-—psij=i—1
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Considérese de nuevo el proceso de NM con intensidades (27). Entonces,
por el Teorema 18.3, vemos que la matriz de transiciéon P = [p;;] de la cadena
de saltos tiene componentes

Pi = 0, Piiv1 = Ni/ Gy Pii—1 = pi/q Vi >0, (18.30)
en donde ¢; = —q;; = A\; + i, con g = 0. Es decir, P es de la forma

0 1 0 0 0
po 0 p2 0 O
0 pa 0 pa3 O
0 0 p32 0  pxu

En el Ejercicio 4 se pide escribir las ecuaciones hacia atras y hacia adelante
de un proceso de NM. 0O

Ejercicios § 18
18.1. Sea X(-) el proceso de Poisson del Ejemplo 18.5.
(a) Verifique que las intensidades de transicién estan dadas por (18).

(b) Resuelva las ecuaciones (20)—(21) y (22)—(23), y en cada caso verifique
que P;;(t) satisface (17). (Sugerencia: use induccién y la Observacion
16.20)

18.2. En el Ejemplo 18.6:

(a) use la matriz generadora en (26) para obtener las ecuaciones de Kol-
mogorov hacia atrds y hacia adelante de X(-);

(a) resuelva alguna de las dos ecuaciones obtenidas en (a) y demuestre que
las probabilidades de transicién P;;(t) de X(+) estdn dadas por (24) y
(25).

18.3. Sea X(+) = {X(t),t > 0} un PMS con espacio de estados S = {0,1} y
cuya matriz generadora @) es
]
po—p
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(a) Obtenga la ecuacién de Kolmogorov hacia adelante de X(+).

(b) Usando el resultado en (a) y el hecho de que P;(t) + P;1(t) = 1 para
1 = 0,1, demuestre que para todo t > 0

Aem MWt L B i =0,
Pu(t) = { Be Mt A i =1,

endonde A== /(A+pu)yB:=1—A=p/(A+p).
(c) Demuestre que
Ty = tlg?o Pio(t)=B y == tlgglo Pa(t)=A
para ¢ =0, 1.

18.4. Considere el proceso de NM con intensidades de transicién ¢;; en (27).
Demuestre que las ecuaciones de Kolmogorov hacia atras y hacia adelante
son, respectivamente,

Pli(t) = —(Ai 4 ) Pij(t) + NiPip1j(t) + piPi—15(t)

PLi(t) = — (A + )P () + AjaPija(t) + pjaPija (1),

para toda t > 0, con la condicién inicial P;;(0) = d;;.

18.5. Demuestre que la solucion de la ecuacién de Kolmogorov hacia atras
(12) es

t
Pij(t) = dije~ " +/ e [Z qinPr;(t — 3)] ds, t > 0.
0 ki

A esta ecuacién se le llama la forma integral de la ecuacion hacia atras.
(Sugerencia: use la Observacién 2 en el parrafo anterior al Ejercicio 16.23.)

18.6. En forma andloga al Ejercicio 18.5, demuestre que la forma integral
de la ecuacién hacia adelante (13) es

t
Pz](t) = 5ij€_qjt +/0 e 98 [Z sz(t — S)ij] ds.

ki
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18.7. Considere un proceso de puros nacimientos con intensidades \; (i =
0,1,...); vea el Ejemplo 18.7. (Observe que P;;(t) = 0si j < i. Explique por
qué.) Demuestre:

(a) la ecuacién hacia adelante es
Pli(t) = = \Puj(t) + Aj1Pij 1 (b);

(C) PZ](t) = )\j,1 fot €_>\'7(t_S)PZ’J,1<S)d8 \V/j >, t> 0.
18.8. Considere el proceso de Yule en el Ejemplo 18.7; vea (28). Use el
Ejercicio 7(b),(c) para demostrar que
P;(t) = ( J=1 )e‘i)‘t(l — e Y >4t >0
ij - j—Z J=ZzuLt=2U.
(Sugerencia: use induccién en j > i.)

18.9. (a) Demuestre que un PMS es uniforme si y sélo si sup; ¢; < oo. (Vea
la definicién de “uniforme” en el Ejercicio 17.7.)

(b) Dé un ejemplo de un PMS uniforme.

(c) Dé un ejemplo de un PMS estdndar que no es uniforme. (Vea el
Ejercicio 17.7.)

18.10 Considere el proceso de puros nacimientos del Ejemplo 18.7, con
parametros A; > 0. Demuestre que este proceso es uniforme si y sélo si
sup; A; < co. Deduzca que un proceso de Poisson es uniforme.

18.10. Sea X(+) = {X(t), t > 0} un PMS. Sean i, j dos estados. Se dice que
i se comunica con j si P;;(t) > 0 para algin ¢ > 0. Si cualquier estado se
comunica con cualquier otro estado, se dice que el PMS es irreducible. Sea
Xe = {X,, n=0,1,...} la CM encajada en X(+). Demuestre que X(+) es
irreducible ssi X, es irreducible.

18.11. Sean X(-) y X, como en el Ejercicio 18.10, y sea 7 el tiempo del
primer salto de X(+). La v.a.

T, = inf{t > m1, X(t) = i[X(0) = i}
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se llama el tetempo del primer retorno al estado i. Se dice que ¢ es un estado
recurrente (transitorio) para el PMS X(-) si

Pi(T; < 0) =1 (< 1).

Demuestre que ¢ es recurrente (transitorio) ssi ¢ es recurrente (transitorio)
para la CM encajada X,.

18.12. En cada uno de los Ejemplos 18.5, 18.6 y 18.7 diga si el corres-
pondiente PMS es (a) irreducible. (b) Si el PMS es irreducible, diga si es
recurrente o transitorio. Nota. A diferencia de los conceptos definidos en los
Ejercicios 18.10 y 18.11, la recurrencia positiva y la recurrencia nula en un
PMS no se pueden definir en términos de la CM encajada. Esto se debe a que
la recurrencia positiva en un PMS depende de los tiempos de saltos {7, }, asi
que la CM encajada no es suficiente para definir recurrencia positiva. (Hay
ejemplos en los que un PMS es recurrente positivo pero la CM encajada es
recurrente nula.) Sea T el tiempo del primer retorno, definido en el Ejercicio
18.11. Un estado i es recurrente positivo (recurrente nulo) en el PMS si

Ei(T;) < 00 (= ).

Notese la analogia entre esta definicion y la definicién de recurrencia positiva
y recurrencia nula en la Seccion 13.
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19 Comportamiento asintético de un PMS

Contenido: Distribucién limite, distribucién invariante (alias: dis-
tribucién estacionaria), recurrencia.

En las secciones 12, 13 y 14 estudiamos varios conceptos importantes so-
bre el comportamiento de una cadena de Markov (CM) a tiempo discreto, por
ejemplo, distribuciones invariantes, recurrencia y transitoriedad. Ahora ver-
emos como estos conceptos se pueden extender a un PMS X(-) = {X(¢), t >

0}.
Para cada t > 0, sea 7(t) = {m;(t), j € S} la distribucién de X(¢), es
decir,
m;(t) =P[X(t) =4] Vjes. (19.1)
Equivalentemente, como P[X(t) = j] = > ..o P[X(0) =4, X(t) = j], tenemos
que
m(t) = m(0)Py(t) VjeS (19.2)
icS
Ademas, interpretando 7(t) como un wector fila, podemos expresar (2) en
forma abreviada, matricial, como

(t) = m(0)P(¢), (19.3)

en donde P(t) = [P;;(¢)] es la matriz de transicién del PMS. La distribucién
7(t) también se puede escribir como solucién de una cierta ecuacién dife-
rencial si suponemos que se satisface la ecuacién hacia adelante (18.18.11),
que aqui repetimos:

P'(t)=P(t)Q Yt>0, con P(0)=1. (19.4)

En particular, bajo las hipdtesis del Teorema 18.4(b), de (3) y (4) vemos que

i.e.

©(t) = 7(1)Q. (19.5)



Término a término, la ecuacién (5) resulta

mi(t) = Zﬂ'i(t)%‘j = —m;(t)g; + Z%‘(t)%‘j Vjes. (19.6)

i€S i#]j

En resumen, las ecuaciones (1), (2), (3), (5) y (6) son distintas representa-
ciones de 7(t).

Definicién 19.1. Sea 7" = {r}, i € S} una distribucién de probabilidad
sobre S. Se dice que 7* es

(a) la distribucién limite del PMS si se cumple que
Vi,jes; (19.7)

Pl =7

(b) una distribucién invariante (o distribucién estacionaria) del PMS

S1
™ =7"P(t) Vt>0, (19.8)
le.
m =Y mPy(t) Vt>0,j€S (19.9)
€S

Noétese que estos conceptos son analogos a los correspondientes para CMs.
Por ejemplo, si 7 es una distribucion invariante y w(0) = 7, entonces

n(t)=n" Vt>0. (19.10)

Esto se sigue de (8) y (3). Asimismo, se puede demostrar que si la distribucion
limite * existe, entonces ™ es la unica distribucion invariante del PMS. (Vea
el Ejercicio 19.1.)

Como ejemplo, la distribucién 7* = (7, 7f) en el Ejercicio 18.3(c) es la
distribucién limite (y por lo tanto, la tinica distribucién invariante) del PMS
con espacio de estados S = {0, 1} y matriz generadora

Q= [ _: _2 ] . (19.11)

En el resto de esta seccién veremos que la matriz generadora de un PMS
estd muy relacionada con la existencia de distribuciones invariantes y de la
distribucion limite, como en el siguiente resultado.
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Proposicién 19.2. Supoéngase que X(+) es un PMS estdndar, continuo por
la derecha y regular, y ademads, X(-) satisface la Hipdtesis 18.2 (el PMS es es-
table y conservante). Sea 7* = {7}, i € S} una distribucién de probabilidad
sobre S,y i = {fi;, i € S} el vector fila definido como fi; := 7}¢;. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) 7* es una distribucién estacionaria del PMS.

(b) 7* satisface que
Q=0 (19.12)

(c) aP = f1, en donde P = [p;;] es la matriz de transicién de la CM encajada
en X(-) y se cumple ), f1; < 0.

Nota 19.3. Si se cumple la ecuacién hacia adelante (4), entonces la impli-
cacion “(a)=(b)” es trivial; vea las ecuaciones (5) y (10).

Demostracion. Bajo las presentes hipdtesis se satisface la ecuacion ha-
cia atras

P/(t) = QP(t) V>0, P(0) = 1. (19.13)

Para demostrar la equivalencia de (a) y (b), supéngase primero que 7 es
una distribucién estacionaria. Luego, por (8), 7*P(t) es el vector constante
7 cuya derivada, por supuesto, es cero. Por lo tanto, premultiplicando (13)
por 7 obtenemos

0= (rP(t)) = 7*P'(t) = T*QP(t) ¥t >0

lo cual implica (12); es decir, (a) implica (b). Reciprocamente, si (12) se
cumple, de nuevo vemos que la derivada de 7*P(t) es cero, asi que 7*P(t) es
una constante. Es decir, para cada estado j € S existe una constante c; tal
que

(TP(t)); = Y _mPiy(t)=¢; V>0

i€S
En particular, en ¢t = 0 se tiene P;;(0) = d;; y se sigue de 7} = ¢;. Esto
significa que (b) implica (a).

Para demostrar la equivalencia de (b) y (c), reescribiremos la ecuacién
(18.18.6) en la forma

¢i; = qi(pij — 0ij) Vi,j €S
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De esta ecuacion y de la definicién de fi, vemos que la j—ésima componente
de (P —1I) es

Zﬂi(pij — 0ij) = Zﬂfqz‘(my‘ — i) = Zﬂfqz‘j v J,

es decir (P —1) = 7*Q. Estoda que i(P—1) =0siysélosi 7Q =0. O

Observaciéon 19.4. La Proposicion 19.2 da dos formas para tratar de encon-
trar una distribucién estacionaria 7* de un PMS. Una de ellas es encontrar
una distribucién de probabilidad 7* que satisface la ecuacién (12), en donde
Q) es la matriz generadora del PMS. La otra forma usa la matriz de transicién
P de la cadena de saltos del PMS; se encuentra una solucién no—nula /i, con
componentes no—negativas, de la ecuacién i = P, y se toma

wf = [i/q; Vi€S. (19.14)

Esto define una distribucion estacionaria del PMS si se normaliza de tal forma
que ) . m = 1. Asimismo, si ) . fi; = 1, entonces /i es una distribucién esta-
cionaria para la CM encajada en X(-). En otras palabras, (14) establece una
relacion entre una distribucion invariante 7* para el PMS y una distribucion
invariante ji para la cadena encajada.

Ejemplo 19.5. Considérese un PMS con espacio de estados S = {0,1}
y la matriz generadora @ en (11). Deseamos encontrar una distribucion
estacionaria 7* = (7§, 77). Si intentamos resolver la ecuacién 7*Q = 0,
vemos que

Ay +pumy =0y Ay — prp = 0.

Por lo tanto, usando que 7§ 4+ 7 = 1, obtenemos la distribucién estacionaria
mh = /), = MO ). (19.15)

(Compare con el resultado en el Ejercicio 18.3(c).) Por otra parte, si de-
seamos encontrar una distribucién estacionaria como en (14), primero ve-
mos que la matriz de transicién de la cadena encajada es (por la ecuacion

(18.18.6))
e 0]
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De aqui se sigue que cualquier vector i = (fig, ft1) con componentes jig = [l
satisface la ecuacion P = fi. En particular, si fip > 0, vemos de (14) que

mo = fo/A, T = flo/p- (19.16)

Ademas, para tener la igualdad 7§ +7} = 1, necesariamente fig = A/ (A+p).
Sustituyendo este valor de fip en (16), se obtiene la distribucién estacionaria
(15). O

Ejemplo 19.6. Considérese el proceso de Poisson X(-) del Ejemplo 18.5,
cuya matriz generadora @) estd dada por (18.18.19), i.e.

-2 X 0 O
0O =X X O

0 0 =X A

En este caso, la ecuacion 7*Q) = 0 da que
A =0y M, —Mrf=0 Vi=12,...,

es decir, m; = 0y m7 = m_, para todo ¢ = 0,1,.... De aqui se sigue que
la tnica solucién de la ecuacién 7@ = 0 es el vector “cero” 7* = (0,0, ...),
asi que X(+) no tiene una distribucién estacionaria. (Este resultado es obvio
porque un proceso de Poisson tiene trayectorias no—decrecientes.) Andloga-
mente, como la matriz de transicién P de la cadena encajada es

la tnica solucién de la ecuaciéon P = [ es el vector cero, i = (0,0,...).
Luego, de (14) obtenemos de nuevo 7 = fi;/q; = 0 para todo estado i. O

Ejemplo 19.7. Considérese el proceso de NM con intensidades de nacimien-
to y muerte en (18.18.27), de modo que la matriz generadora @) = [g;;] es de
la forma

X X 0 0

o —q A\ o .-
19.17
0 Ho  —q2 Ao ( )
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con q; := A\ + p; para todo ¢ = 0,1,...,yup := 0. Deseamos encontrar
condiciones sobre \;, u; para la existencia de distribuciones invariantes 7.
Con este fin, consideramos la ecuacién 7() = 0 que mas explicitamente resulta

T = ToAo,

(A + 1) = mimaAjon F T V=12,

De estas ecuaciones se obtiene (por induccién) que m;p; = mj_1A;_1, 0 equiv-
alentemente
7Tj:7rj,1()\j,1/uj) VJ:1,2,

Iterando esta relacién se obtiene que
m;=PB)m Yj=0,1,... (19.18)
en donde (0) :=1y
B(G) = (Ao Aj—1)/(pa---py) para j=1,2,... (19.19)

Ademas, definiendo

B:=) B()=1+) B,
3=0 Jj=1
vemos que
D> = B
j=0

De aqui se sigue que (18) define una distribucion estacionaria si y sélo si B <
o0 ¥y, ademds my = 1/5. En este caso, por (18), la distribucién estacionaria
estd dada por

m; = B(5)/B. (19.20)
En el Ejercicio 2 se pide demostrar un resultado similar pero usando la
ecuacion P = [ en la Proposicién 19.2. (En el Ejercicio 19.3 se ve el

caso de intensidades constantes \; = A\, y; = p.) O

La Proposicion 19.2 da condiciones necesarias y suficientes para que un
PMS tenga una distribucién estacionaria. Sin embargo, la existencia de dis-
tribuciones limites es mas complicada en el sentido de que practicamente
solo existen condiciones suficientes. Este es el caso de la siguiente proposi-
cién (que se demuestra, por ejemplo, en el libro de Heyman y Sobel (1982),
pagina 303, Teorema 8-5).
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Proposicién 19.8. Sea X(:) = {X(¢), t > 0} un PMS estandar, continuo
por la derecha y regular, y suponga que X, = {X,, n = 0,1,...} la CM
encajada en X(-) es recurrente positiva. Ademds supéngase que

(a) X() es estable (es decir, ¢; < oo para todo j € 5);

(b) X, es irreducible (lo cual implica que ¢; > 0 para todo j € S);
(c) X, tiene una unica distribucién invariante 7 = {7;, j € S}; y
(d) M :=32es(T5/q5) < o0

Entonces la distribucién limite 7* = {7}, j € S} en (7) existe y estd dada
por
m; =m;/Mq; Vje€S. (19.21)

Por el Teorema 14.5, las condiciones (b) y (c¢) en la proposicién anterior
equivalen a pedir que la CM X, sea recurrente positiva. Noétese, por otra
parte, que la distribucién dada por la ecuacién (21) equivale a normalizar los
ntimeros en (14) para que su suma total sea 1.

Como ya mencionamos, si la distribucion limite 7* existe, entonces 7* es
la tnica distribucién invariante. El reciproco de ésto se cumple bajo hipotesis
adecuadas, como en la siguiente proposicién.

Proposicién 19.9. Sea X(:) = {X(t), ¢ > 0} un PMS estdndar, continuo
por la derecha y regular, y sea X, = {X,,, n = 0,1,...} la CM encajada en
X(+). Supdngase que

(a) X(-) es irreducible (lo cual significa que la CM X, es irreducible); y

(b) X(+) tiene una distribucién estacionaria m = {r;, j € S} tal que

C:= ijqj < 00. (19.22)

jes

Entonces 7 es la 4nica distribucién estacionaria de X(-) y, ademds, 7 es la
distribucién limite de X(+).

Demostracién. Para cada j € S, sean
pi=miqg Yy w o= py/C = miq;/C.
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con C' como en (22). Nétese que C' = 3 ;o pu; y por lo tanto ## = {7}, j €
S} es una distribucién de probabilidad sobre S. De hecho, como 7 es una
distribucion estacionaria para X(+), se sigue de la Proposicién 19.2 que 7 es
una distribucién estacionaria para la CM X,. Ademas,

M = Z 7i/q;) = Zﬂj 0,

y de aqui se sigue que X(+) y X, satisfacen las hipétesis de la Proposicion
19.8. Por lo tanto, la ecuacién (21) resulta

W;:ﬁj/MqJ':Wj VJES,

es decir, 7" = 7 es la distribucién limite de X(+) y, en consecuencia, es la
unica distribucién estacionaria. O

Ejemplo 19.10. Sea X(-) el proceso de NM en el Ejemplo 19.7, con pardme-
tros \;, p; positivos (excepto po :=0), y sea (j) como en (19). Si

Bi=1+Y B(j) < o0
j=1

sabemos que X() tiene la distribucién estacionaria 7; = 8(j)mo = 8(j)/8 en
(20). Supongamos ahora que

Zﬁ(j)Aj < 0. (19.23)

Entonces, como ¢; = A; + p;, se puede ver que

C .= ijq] 2)\0+2ZB ] 00

y, por lo tanto, de la Proposicién 19.9 concluimos que, bajo la hipétesis (23),
m = {m;} es la distribucién limite de X(+). Esta misma conclusién se obtiene
si en lugar de la Proposicion 19.9 usamos la 19.8 y el Ejercicio 19.2. O

Ejercicios § 19
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19.1. Demuestre que (3) y la ecuacién de Chapman—Kolmogorov implican
que
w(s+1t)=m(s)P(t) Vs, t>0.

Tomando el limite cuando s — oo, concluya que si 7* es la distribucién
limite del PMS (suponiendo que tal distribucién existe), entonces 7* es la
Unica distribucién invariante.

19.2. Considere el proceso de NM X(-) en el Ejemplo 19.7.

(a) Calcule la matriz de transicion P = [P;;] de la cadena encajada X, =

{Xa}-
(b) Demuestre que X, tiene una distribucion estacionaria 7 si y sélo si
o= Z a(j) < oo,
=0
en donde
a(j) == Ag'B(j)aj, con B(j) como en (19);
ademds, © = {7;, j € S} esta dada por
7i=a(j)/a Vji=0,1,....
(Compare este resultado con el obtenido en el Ejemplo 12.18.)

(c) Del inciso (b) (junto con (14) o con la Proposicién 19.2) concluya que
si a < oo, entonces el proceso X(-) tiene la distribucién estacionaria
m={m;} en (20).

19.3. Proceso de NM con intensidades constantes. Suponga que el
proceso de NM X(-) en el Ejemplo 19.7 tiene intensidades de nacimiento y
muerte constantes

para todo ¢ = 0,1,..., excepto py := 0. Demuestre que X(-) tiene una
distribucién invariante 7 = {7;} si y s6lo si A < p, en cuyo caso

mi=0=p)p Vj=0,1,..., con p:=\p.
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19.4. Considere el PMS con dos estados, 0y 1, del Ejemplo 19.5 y el Ejercicio
18.3.

(a) Calcule la distribucién 7(t) = (m(t), m1(t)) de X(t) para ¢t > 0.
(b) Calcule EX(t) y demuestre que lim;_,o, EX(t) = 77.

(c) Seab(t) :=t"" [ E[X(s)]ds y demuestre que lim, . b(t) = 7}. (Observe
que b(t) es la fraccién esperada de tiempo durante el intervalo [0,¢] en
la que X(-) toma el valor 1).

19.5. En el Ejercicio 19.4 supéngase que A = pu, y sea N(t) el nimero de
transiciones de X(+) hasta el tiempo ¢; vea la ecuacién (17.17.15). Demuestre
que N(t) ~ Poi(At), i.e.

P[N(t) =n] =eMA\)"/n! ¥Yn=0,1,....

19.6. Considere un sistema telegrafico que consiste de dos cables que fun-
cionan independientemente, y cada uno de los cuales solo puede procesar un
mensaje a la vez. El tiempo que cada cable permanece operando hasta que se
descompone es una v.a. con distribucién exponencial Exp(\). El tiempo de
reparacion de cada cable tiene distribucién Exp(u). Para cada t > 0, sea X(t)
el nimero de cables operando al tiempo ¢, de modo que X(+) = {X(t), t > 0}
es un PE con espacio de estados S = {0, 1,2, }.

(a) Demuestre que X(+) es un PMS cuya matriz generadora () es de la forma

—21 2u 0
A —=(Atp) onp
0 2\ —2A

(b) Calcule la distribucién estacionaria 7* para X(-), si es que existe.

(c) Describa la CM X, encajada en X(+) y encuentre su distribucién esta-
cionaria 7, si es que existe. Diga cual es la relacion entre 7y 7*.

19.7. Considérese un proceso de NM con intensidades
XNi=af(i+1) y p:=p Vi=0,1,... (excepto pgy:=0),

en donde o y p son constantes positivas. Encuentre condiciones bajo las
cuales el proceso tiene una distribucion estacionaria 7, y en tal caso calcule
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7. (En teorfa de colas, a un proceso de esta forma se le llama un sistema de
“arribos desanimados” debido a que la tasa de arribos A; disminuye cuando
i crece.)

19.8. Sea X(-) = {X(t), t > 0} un proceso de puros nacimientos en el que
P [un evento ocurre en (t,t+ h)|X(t) = impar] = A\h + o(h),
P [un evento ocurre en (t,t+ h)|X(t) = par] = Ah + o(h).
Suponga que X(0) = 0. Calcule las probabilidades
pi(t) = PIX(t) = impar], pa(t) = PIX(t) = par].
[Sugerencia: Deduzca las ecuaciones diferenciales

P1(t) = =Aip1(t) + Aapa(t),  py(t) = Mip1(t) — Aapa(t)
y resuélvalas. |

19.9. Sea X(+) = {X(¢), t > 0} un proceso de puras muertes con p; = i
para i = 0,1,.... Supéngase que X(0) =¢ > 0. Calcule 7,(t) := P[X(t) = j|
y demuestre que

EX(t) =ie ™ y Var[X(t)] =ie (1 —e ).

19.10. Repita el Ejercicio 9 en el caso en el que X(+) es el proceso de rami-
ficacién con intensidades A;, i; en la ecuacién (18.18.28).

19.11. Calcule mediante dos métodos distintos la distribucion del proceso
de NM con pardmetros \; := \p’ vy j; := p, en donde X\, y y p son nimeros
positivos, con p < 1.

19.12. Sea X(+) = {X(t),t > 0} el proceso de crecimiento lineal con in-
migracién con intensidades en (18.18.28). Para cada t > 0, sea 7(t) =
{m;(t), j =0,1,...} la distribucién de X(t), y sea m(t) := EX(?).

(a) Demuestre que m/(t) = a + (A — p)m(t). (Sugerencia: use (5)—(6).)

(b) Resuelva la ecuacién diferencial en (a) y describa qué ocurre con m(t)
cuando t — 0o en cada uno de los casos A = pu, A >, y A < pu.
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19.13. Del Ejercicio 19.2 y la Proposicién 19.8 obtenga condiciones sufi-
cientes para que la distribucién definida por (20) sea la distribucién limite
del PMS en el Ejemplo 19.7. (Compare con el Ejemplo 19.10.)

19.14. Considere un PMS con espacio de estados S y cuya matriz generadora
@ es estable y conservante (vea la Hipdtesis 18.2). Sea 7 una distribucién de
probabilidad sobre S. Se dice que ) y m estan en balance si

TiQi; = T Vi,J €S,

Demuestre que si () y 7 estan en balance, entonces 7 es una distribucion
invariante para el PMS. (Compare con el Ejercicio 12.5.)
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20 Procesos estacionarios

Contenido: Proceso de segundo orden, proceso estacionario, teoremas
espectrales, teoremas ergodicos.

A. Conceptos basicos

Sea X(+) = {X(t),t € T} un PE sobre un espacio de probabilidad
(Q2,5,P). De acuerdo con la Definicién 16.7(a), X(:) es un proceso de
segundo orden si X(t) € Ly para todo t € T. En este caso también se dice
que X(+) es un PE en Ly y escribimos X(+) € Ls.

En esta seccion introduciremos algunos conceptos bésicos de procesos en
Ly que nos permitiran definir un calculo diferencial e integral en Ls.

Para empezar, nétese que la funcién de covarianza

Kx(s,t) := Cov (X(s),X(t))

es una funcién simétrica, es decir, Kx(s,t) = Kx(t,s). Asimismo, del
Ejercicio 1(b) se puede ver que Kx es una funcién definida no—negativa,
es decir .

Z Z &jaka(tj, tk) Z 0

j=1 k=1
paratodon >1,aq,...,a,en R,y ty,...,t, enT.

Definicién 20.1. Se dice que dos PEs X(-) = {X(t),t € T}) v Y(:) =
{Y(t), t € T} tienen las mismas distribuciones finito—dimensionales

si para cualquier conjunto finito de indices ti,...,t, en T, las vv.aa.
X(t1),...,X(t,) tienen la misma distribucién conjunta que las vv.aa. Y (t1),
LY (t).

Por ejemplo, si X(+) y Y (+) son dos procesos gaussianos y tienen la misma
funcién media y la misma funcién de covarianza, entonces X(-) y Y(+) tienen
las mismas distribuciones finito-dimensionales. (Esto no necesariamente se
cumple si al menos uno de los PEs X(+) 6 Y(+) no es gaussiano.)

Definicién 20.2. (a) Sea X(:) = {X(¢), t € R} un PE (no necesariamente
en Ly), y para cada h € R fijo sea Y} (+) = {Y,(t), t € R} el PE dado por

Yi(t) := X(t + h). (20.1)

Decimos que X(+) es estrictamente estacionario si para cualquier h € R
los PEs X(+) y Y4(+) tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales.
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(b) Se dice que un PE X(+) = {X(¢), t € R} en L, es Ly-estacionario o
débilmente estacionario si satisface que:

(by) su funcién media mx(t) :== EX(t) es constante, i.e.

mx(t) =mx VteR; (20.2)

(bg) su funcién de covarianza Kx(s,t) depende sélo de t — s, es decir

Kx(s,t) = Kx(0,t —s) Vs,teR. (20.3)

Denotaremos con rx(t — s) el lado derecho de (3), i.e., para toda s,t € R,
rx(t) := Kx(0,t) = Kx(s,s +1). (20.4)

si X(+) es Lo—estacionario.

De las Definiciones 16.3 y 16.4 (vea también el Ejemplo 16.8) es evidente
que el proceso de Poisson y el proceso de Wiener no son ni estrictamente
ni débilmente estacionarios. Tenemos, por otra parte, el siguiente resultado
general.

Proposicién 20.3. Si X(+) = {X(t), t € R} estd en Ly y es estrictamente
estacionario, entonces es Lo—estacionario.

Demostracién. Por (1), X(¢) y X(¢ 4+ h) tienen la misma distribucién
para todo t v h en RR. Esto implica que, en particular, tales vv.aa. tienen la
misma media, i.e.

mx(t) =mx(t+h) Vi heR.

De aqui se sigue que mx(t) es constante. Analogamente, para cualquier s, t, h
EXX0) = [ [y dFgoxotey

= //xy dFX s+h),X(t+h) (I y)

X(s 4+ h)X(t + h)].

En particular, tomando h = —s se obtiene F[X(s)X(t)] = E[X(0)X(t — s)].
[
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Observacién 20.4. (a) El reciproco de la Proposicién 20.3 es falso, en
general. Por ejemplo, sean X(¢) vv.aa. independientes tales que

X~ { NOD sitezyi>o
Uni[—a,a] siteZyt <D0,

donde a := +/12. Nétese que X(+) estd en Ly y tiene media mx(t) = 0 para
todo t € Z, y ademas,

lﬁ@w—Em@mm—{Usw#a

1 sis==¢t.

Es decir, la funcién de covariancia es de la forma Kx(s,t) = Kx(0,t — s)
lo cual significa que X(+) es un proceso Lg—estacionario. Sin embargo, es
obvio que X(+) no es estrictamente estacionario porque la distribucién de
X(t) depende de t. (En el Ejercicio 3 se da otro ejemplo semejante.)

(b) Una excepcion: el reciproco de la Proposicién 20.3 si se cumple si
X(-) es gaussiano. Mas explicitamente, si X(-) es un PE gaussiano y Lo—
estacionario, entonces es estrictamente estacionario.

(c) Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
[E(XY)]? < B(X?)- BE(Y?) (20.5)

para vv.aa. Xy Y en Ly, se obtiene que

|Kx(s,t)]* < Kx(s,8) Kx(t,t) = Var[X(s)] - Var[X(t)]. (20.6)
(Vea el Ejercicio 4). O
Proposicién 20.5. Si X(-) es Lo—estacionario, entonces para todo t € R:
(a) rx es una funcién par, i.e. rx(t) = rx(—t);
(b) Var[X(#)] = rx(0); y
(¢) [rx(@)] < 7x(0).

Demostracién. (a). Por la simetria de Kx, o sea Kx(s,t) = Kx(t,s),
se obtiene Kx(0,t —s) = Kx(0,s —t), i.e. rx(t —s) = rx(s —t). Tomando
s = 0 se obtiene (a).

(b) Var[X(t)] = Kx(t,t) = Kx(0,0) = rx(0).

(c¢) Tomando s = 0 en la desigualdad (6) se obtiene

lrx (t)[* < Var[X(0)] - Var[X(t)] = rx(0)?, por (b).
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Ejemplo 20.6. Sean Y;,Y; ii.d. con distribucién N(0,0?), y sea A una
constante. Demuestre que el PE X(+) definido como

X(t):=Yicos M+ Yysen Xt VteR

es (a) gaussiano, y (b) Lo—estacionario.

Solucién. (a) Para cualquiern = 1,2,... y nimeros ty,...,t,,a1,...,a,
en R,

Zan(tj) =Y - Zaj cos At; + Y5 - Z aj sen At;,
j=1

j=1 j=1
que es de la forma oYy + 8Ys ~ N (0, (a? + 5%)c?).
(b) Para todo s,t en R
mx(t) = EX(t) = (EY1) cos A\t + (EY3) sen At = 0;
Kx(s,t) = E[X(s)X(1)]

= E[Y?cos \s- cos M + Y2 sen \s - sen At

+Y1Y5 cos As - sen At 4 Y1Y; sen As - cos At
0?(cos As - cos At + sen As- sen \t)

o? cos A(t — s).

Por lo tanto, X(-) es débilmente estacionario con media mx = 0y funcién de
covarianza rx(t) = Kx(0,t) = 6% cos \t. O

Ejemplo 20.7. Proceso de Poisson con T = R. (Compare con la
Definicién 16.3 en la que T' = [0,00).) Decimos que N(-) = {N(t), t € R}
es un proceso de Poisson con parametro A > 0 si:

(a) N(0) =0,
(b) N(+) tiene incrementos independientes, y
(c) N(-) tiene incrementos estacionarios tales que

N(t) — N(s) ~Poi (A(t—3s)) Vt=>s. (20.7)
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Demuestre que N(-) tiene funcién media y funcién de covarianza
mpy(t) = At (20.8)

~f X-min{|s|, [t|]} si s-t>0,
KN(S’t)_{ 0 si s-t<0.

En particular, Var [N(t)] = A|t| para todo t € R.

Solucién. Sit > 0, se sigue de (7) que N(t) ~ Poi(At), y se obtiene (8).
Andlogamente, si t < 0, se tiene que —N(t) ~ Poi(—At), de donde

ma(t) = —E[-N(t)] = —(—At) = AL.

Esto completa la demostracién de (8).
Si s,t >0, (9) se obtiene del Ejemplo 16.8(a):

Kn(s,t) = X -min{s,t} Vs,t>0. (20.10)

(20.9)

Ahora supéngase que s < t < 0. Entonces escribiendo N(t) = N(t) — N(0) y
N(s) = N(s) = N(t) + N(t) = =[N(t) — N(s)] + N(t)

y usando (b) y (c), vemos que

E[N(s)N(t)] = —E[(N(t) = N(s))- N(t)] + EN*(t)
= At —5)- A+ At + NP
= Ast— Mt

Por lo tanto, como EN(s) - EN(t) = M\st, se sigue que
Kn(s,t) = =Xt =X—t) =At|] si s<t<0.
En forma similar se obtiene que
Kn(s,t) =A|s| st t<s<O0.

Combinando estos resultados con (10), se obtiene (9) cuando s-t > 0, es
decir, cuando s y t tienen el mismo signo.
Por otra parte, si s < 0 < t, escribiendo

N(s) = N(s) = N(0) = =[N(0) = N(s)] 'y N(t) = N(t) - N(0),
usando (b) y (c) se obtiene
E[N(s)N(t)] = —(=As)(A\t) = A?st.
Luego, como EN(s) - EN(t) = Ast, se sigue que Ky(s,t) =0si s <0 <t.

En forma andloga se obtiene Ky(s,t) =0sit<0<s. O
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Definicién 20.8. La funcién de covarianza conjunta de dos PEs X(+) =
{X(#),teTtyY(:)={Y(t),t € T} en Ly se define como

Kxy(s,t) .= Cov(X(s),Y(t)) Vs, teT
es decir,

Kxy(s,t) = E[(X(s) —mx(s)) - (Y(t) — my(t))]
= E[X(s)Y(t)] — mx(s)my(t).

Se dice que X(+) y Y(+) no estan correlacionados si Kxy(s,t) = 0 para
todo s,t € T.

En la seccion de ejercicios se ven algunas propiedades de la funcién de
covarianza conjunta.
B. Teoremas espectrales
Para esta seccion puede primero consultar el Apéndice.
Sea X :={X,, n € Z} un proceso Ls-estacionario complejo valuado con
funcién de covarianza

r(n) := Cov(X,, Xo) := E[(X, — E(X,))(Xo — E[Xo])] = Cov(Xik, Xk)-

Observacién 20.9. Se puede ver que 7 es una funcién no-negativa definida,
es decir, tal que para cualquier coleccién finita z1,...,2, € Cy ky, ..., k, € Z
se tiene que > ., zir(ki — k;)Z; > 0.

Se puede probar también que
i) 7(0) > 0,
ii) r(—n) =r(n
iii) |r(n)| < r(0
iv) [r(n) —r(m)[* < 2r(0)(r(0) — Re(r(n —m))).
Ejemplo 20.10. Compare con Ejemplo 20.6 Para N fijo, sea X,, := Efcvzl 2,
donde z1, ..., zy € C (amplitudes) son vv.aa. en Ly con media cero y ortog-
onales, y A1,...,Ay € [—m, 7| (frecuencias) son nimeros fijos con \; # \;,
1 # j. Se dice que X es la suma de osciladores armoénicos con ciertas ampli-
tudes y frecuencias.

Se puede mostrar que X es Lo-estacionario y que r(n) = Zivzl oZetnn
donde o7 := E|z;|?. Esto se puede extender al caso N = oo cuando Y ;- 07 <
00.

Definiendo F'(A) := }"y;.\, <y 07 vemos que

r(n) = / " e E(dN).

—T
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Teorema 20.11. (Herglotz). Una funcion r : Z — C es no-negativa
definida y r(—n) = r(n) si y solo si hay una medida F positiva y finita
sobre [—m, | con la o-dlgebra de Borel tal que

r(n) = /W e F(dN). (20.11)

—T

A F le llamamos la distribucion espectral.

Demostracién. (<) Si se cumple (20.11), entonces r(—n) = r(n).
También, para z1,...,2, € C
n n | n 2
Z zr(k — j)z; = / Z 7 DR (dN) = / szeik’\ F(d\),
k.j=1 T kj=1 T k=1
lo cual es no-negativo.
(=) Definamos
| X
— —zk)\ z /\
PO =gy j

y vemos por la hipdtesis que es no-negativo para toda A. Reescribiendo
tenemos

o1 —ikA
P = e 3 (V [k (k).
k=—(N—1)
Definiendo Fi( f fn(x)dx con A € [—7, 7| llegamos a
TemEy(d) = - Ni - rk) [ Ay
o N 2m N .
k=—(N—-1)
_ (=) ml<w
0 e.o.c.

Ya vimos que fy > 0, por que Fy define una medida no-negativa. Como
Fn(m) =7(0) < oo se ve que la familia de medidas {F; N > 1} es ajustada
(o "tight” en inglés) y por el Teorema de Prokhorov para alguna subsucesion
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hay convergencia débil a alguna medida F' sobre [—m,7|. Esto es, que para
toda funcién g : [—m, 7| — C con g(m) = g(—m) se tiene

| @) = [ gF@, k- oo
Asi vemos que se cumple (20.11). ]

Ahora veremos como X tiene una representacién del tipo (20.11) pero en
terminos de un integral c.r.a un cierto proceso estocastico.

Definicién 20.12. Un proceso estocéstico Z := {Z(t), t € [—m, 7]} complejo
valuado es de incrementos ortogonales (PIO) si para toda t € [—m, 7|
E[Z(t)] =0, E|Z(t)|> < 0o y siempre que —7 < 81 <t < 89 <ty <71

E(Z(t) — Z(s:))(Z(t2) - Z(s2))) = 0.

Ejemplo 20.13. Ejemplos de PIOs son el MB y el proceso de Poisson, ambos
sobre [—m, 7]. Un ejemplo de un PIO en C es Z(t) := Wy(t) + iWs(t), donde
Wy v Wy son MBs independientes.

Proposicién 20.14. Si Z es un PIO, entonces existe una medida deBorel p
sobre [—m, x| tal que F(t) — F(s) = E((Z(t) — Z(s))(Z(t) — Z(s))), donde
F(t) = ([0, 1)),

Ahora construimos la integral estocastica c.r.a un PIO. Para ello con-
sidere los siguientes espacios de Hilbert. Sea L?(F) es el espacio de fun-
ciones f : [—m, | — C cuadrado integrables con respecto al producto interno
[ f(x)g(z)F(dz). Defina también Ly := Ly(Q, F, P).

Una funcién f € L?(F) es simple si es de la forma

f(l.) = Zcil(tilyti+1](x)7
=0

donde ¢1,...,¢, € Cy —m =ty <t; < ... <t, <t,y1 = m. Notamos que
cualquier funciéon simple admite una tnica representacién si pedimos que
¢; # ¢j cuando j = ¢ + 1. Llamemos pues a esta clase de funciones D.

Definimos la integral estocastica de f € D c.r.a a un PIO Z como el
mapeo [ : L*(F) — Ly tal que



Se puede verificar que dicho mapeo es consistente en D, pues aunque f y
g sean representaciones diferentes de una misma funcién en D se tiene que
1(f) = 1(g) cs

Resulta que dicho mapeo, por lo pronto de D C L?(F) a Ly, conserva el
producto interno (y por lo tanto la norma), es decir

(Vf,g € D) / f(@)g(@) Fdz) = ELI(f)T(g)).

Asi, se dice que I es una isometria, la cual es de hecho también lineal.

Ahora bien, como C[—m, 7| es denso en L?(F') con la norma L? y D es
denso en C[—m, 7] con la norma del supremo, entonces se puede verificar que
D es denso en L*(F). Por lo tanto, si f es un elemento arbitrario en L*(F),
entonces hay una sucesién { f,,} en D con f, — f, n — oco. Pero esto implica
que {f,} es de Cauchy, asi que {I(f,)} es también de Cauchy (justo porque
I preserva la norma). Pero si {I(f,)} es de Cauchy en Lo, hay v.a. £ € Lo
tal que I(f,) — &, n — oco. Definimos y denotamos la integral estocéstica
de f c.r.a Z como

/_ " 02(dt) = 1(f) = € = lim I(f,).

n—oo

Queda entonces extendido I sobre todo L*(F'), en particular para la funcién
e Podemos ahora enunciar y probar la representacién espectral de X.

Teorema 20.15. (de representacion espectral) Si X :={X,,, n € Z} es
un proceso Lq-estacionario con distribucion espectral F', y tal que E(X,) =
Oyvar(X,) = 1. Entonces existe un PIO Z tal que

(VnezZ) X,= | e™Z(dt),

ademds E(|Z(t) — Z(s)|*) = F(t) — F(s), siempre que —m < s <t <

Demostracién. Defina los siguiente subespacios lineales de L*(F') y Lo,
respectivamente:

Lg(F) = { Z Oéke } L2 = { Z Oéka}

con oy’s € C.
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Definamos el mapeo
T < Z ozkeikt> = Z O./ka.
k=—m

Se puede verificar que T es una isometria lineal. Ahora, por un procedimiento
similar al definir la integral estocastica tenemos la extensién

T : L2(F) — L2(X).

Aunque hay que observar que de hecho LZ(F) = L?(F'). De tal manera que
para I 4(s), la cual estd en L?(F), hay § € L3(X) tal que T'(Iq) = &.
Definamos pues el proceso Z(t) := T'(1py), €l cual es un PIO tal que

E(|1Z(t) = Z(s)I) = Tl = F(t) = F(s).

Ademas, por propiedades de linealidad tenemos la siguiente igualdad para
funciones simples con intervalos (t;,t;41] disjuntos:

T (Z ci](mhti]) = ci(Z(tis1) — Z(t)).

i=0 =0

O sea que T' coincide con I para funciones simples. Tomando limites para
cualquier f € L*(F), también se tiene que T(f) = I(f). En particular para
la funcién f(t) := €™, pero como por definicién T'(f) = X,,, concluimos que

X, = / e™Z(dt).

]

Observacién 20.16. Estas representaciones espectrales también se tienen
para procesos Lso-estacionarios con tiempo ¢t € R, aunque tanto la densidad
espectral y el PIO correspondientes estan definidos sobre todo R.

C. Teoremas ergodicos

Definicién 20.17. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y T : Q@ — Q
una transformacién medible (i.e. que la imagen inversa de medibles son
medibles). Se dice que T' es un morfismo si

(VA € F) P(T"'(A)) = P(A).
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Proposicién 20.18. Sea ¢ una v.a. sobre (2, F, P) y T un morfismo. En-
tonces X,, :=&0T1T™ n=20,1,... es un proceso estacionario.

Proposicién 20.19. Dado un proceso estacionario { X, }nen, existe un espa-
cio de probabilidad que soporta una v.a. ¢ y un morfismo 7" tal que {X,, },>1
es igual en distribucién a {£ 0o T"},,>1.

Demostracién. Sea ' := [[° R dotado con su o—dalgebra natural F’
y con una medida de probabilidad dada por

P'(B):=P{weN: X(w) € B})
para cualquier B € F'. Ahora, para w' := (w},w),...) € ' definamos
T(W') =T((W),wh,...) = (wh,ws,...)
y {(w') := ). Esta construccién satisface lo deseado. O

Teorema 20.20. (de recurrencia de Poincaré). Sea T un morfismo
sobre (2, F, P). Entonces, para cualquier A € F y casi todo w € A, se tiene
que T™(w) € A para una cantidad infinita de valores n.

Demostracién. Sea D := {w € A: (Vn > 1) T"(w) ¢ A}. Notemos
que DO\T~"(D) = 0 para toda n > 1. Luego T-™(D)\ T~ (D) =
T-™(D(\T"D) = 0. Asi podemos ver que D, T~'D,T72D, ... son disjun-
tos, y todos tiene la misma medida pues T' es morfismo. Con esto, tenemos
que

S P(D) =Y P(ID) < P@) = 1.

entonces P(T~"D) =0 paran =0,1,.... Definamos D,, := T~"D, entonces
justamente A — |J)~, D,, son todos los w’s que "regresan” a A una cantidad
infinita de veces, y como vemos, son casi todos.

]

Corolario 20.21. Con las condiciones anteriores, sea X > 0 v.a. Entonces

(Vw € {X > 0})
D X(THw)) = o0 c.s.
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Definicién 20.22. Sea T' un morfismo sobre (92, F, P).

i) A € FesT-invariantesi T 'A = A, y X v.a. es T-invariante si X = XoT
simpre.

ii) T es ergddica si para todo conjunto A que es T-invariante, se tiene
P(A)=00 1.

Se puede mostrar que la coleccién
T :={A € F: T-invariante}
es una o-algebra.

Proposicién 20.23. Las siguientes son equivalentes:

i) T es ergddica.

ii) Para A € F con P(AAT1A) =0, se tiene P(A) =00 1.

iii) Para A € F con P(A) >0, P(J,~, T "A) =1.

iv) Para A, B € F con P(A)P(B) > 0, existe n > 1 tal que P(B(\T"A) >
0.

Demostracién. (i=- ii) El conjunto

C .= ﬁ G T A

m=0n=m

es T-invariante y ademds es casi todo A.
Primero vemos que (Ym > 0)

ANT ™A C | AaT A

n=m

Ahora vemos que (Vn > 1) P(AAT™"A) =0, pues AAT " A estd contenido
en

n—1

Jr7AanT-tt04,

i=0
el cual tiene probabilidad cero. Sea pues Cy, :=J -, T "A. Como {C,,}2_,
es mondtona decreciente y P(C,,, A A) = 0, entonces P(C A A) = 0, i.e.

P(C) = P(A).

Finalmente, vemos que

TlC:ﬁ D T"A =C.

m=0n=m+1
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Asi, como C es T'—invariante y T es ergédico, P(C) =00 1, ie. P(A) =0
oP(A) =1.

(ii= iii) Sea B := [J;—, T "A, entonces T~'B C B. Pero como P(T"'B) =
P(B), P(B) = 0 o 1. Sin embargo la unica posibilidad es que P(B) = 1,
pues T'AC By P(T7'A) = P(A) > 0.

(iii= iv) Esto ocurre de la desigualdad

o0 o0

0<P(B)=P(|J(B[)TA) <) _P(B( T "A).

(iv=1) De 0 = P(A°NA) = P(A°(N\T"A), se tiene que P(A) = 0 o
P(A°) =0. O

Observacion 20.24. Cuando T es ergddica, el resultado anterior nos dice
en particular como al dividir {2 en una coleccion D de cojuntos de medida
estrictamente positiva, casi todo punto visitara una cantidad infinita de veces
cada conjunto de la coleccion D. Si T no es ergddica entonces esto NO
ocurre. Se podra apreciar el efecto de esto en los teoremas ergddicos que
posteriormente veremos.

Proposiciéon 20.25. Para una v.a. X y 7" un morfismo:
i) EX]=FE[XoT|y E[X|ZI]oT = E[X|Z] cs.
ii) Cuando T es ergddica, toda v.a. T-invariante es constante c.s.

Lema 20.26. (Teorema ergédico maximal). Sea 7" un morfismo sobre
un espacio de probabilidad y X v.a. con media finita. Defina

Sp(w) == X (w) + X(T(w)) + X(T*(w)) + ... + X(T"(w)) (20.12)

My(w) := max{0, S;(w), ..., Sk(w)}. (20.13)

Entonces
E [ X1, 03] > 0 para toda n > 1. (20.14)

Demostracion. Sin > k, M, oT > SyoT, porlo que X +M,oT > X +
SioT. Pero X +SpoT = Sjy1, luego X > Spy1— M, oT parak =1,2,...,n.
Como también X > S — M, o T, entonces X > max{Si,...,S,} — M, oT.
Asi,

E [X[{Mn>0}} > E [(maX{Sl, ceey Sn} — Mn o T)I{Mn>0}] .
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Sin embargo, en {M,, > 0}, max(S1,...,S,) = M,, luego
E [X I, s0y] > E[(M,, — My o T) a1, >01) > E[M,, — M, o T},

pues E[M,] = E[M,In,>0] v E[M, o T| > E[M, o Tl ~0y). Por la
Proposicién 20.25 E[M,] = E[M,, o T, de donde se sigue el resultado.  [J

El siguiente teorema dice como el promedio en el tiempo converge a la
media en el espacio, concepto que esta plasmado en otro teorema ergddico
(por von Neumann) que precede al siguiente resultado.

Teorema 20.27. (Birkoff). Sea T un morfismo y & una v.a. con media
finita. Entonces

lim 137 e(r¥(w)) = Elelz](w) (20.15)

para casi toda w € Q. Ademds, si T es ergddica, E[|Z] es constante.

Demostracién. Trabajemos mejor con X := ¢ — E[{|Z], y usando la
notacion en (20.12) queremos mostrar que

1 1
0<E& = lirr;inf ﬁSn < & :=limsup ﬁSn <0 ec.s., (20.16)

pues usando la Proposicién 20.25 se tendria el resultado.
De la igualdad

n n—1
n+1 1 ; 1 ; 1

XoT"| =— XoT'oT+ —-X 20.17
n(n+1z> 'S xerorele

y al tomar liminf y limsup obtenemos que £, 0T = & v o T = &F,
respectivamente, o sea que &, y £ son T-invariantes. En particular para e
arbitraria A, := {* > €} es T-invariante.

Definamos X* := (X — €)I4, y usando la notacién en (20.12) y (20.13)
con X* en lugar de X definimos respectivamente S; y M;. Asi, usando el
Lema 20.26 tenemos que

E [X*]{Mpo}] > 0 para toda n > 1.

Al tomar n — oo vemos que

----------
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Usando la T-invarianza de A., podemos mostrar lo siguiente:

sup§>0 = Sup—>6 (A = A (20.19)
k

k>1 k1 k

La primera igualdad surge de expandir completamente el lado izquierdo, y
la segunda igualdad se obtiene a partir del hecho

1 1
sip ESk > limksup ESk.

Ahora, como F[|X*|| < E[|X]|] + ¢, por el teorema de convergencia dom-
inada
0< E[X Iiasso)] = E[X"La]. (20.20)

Sin embargo

0 < E[X*I4]=FE[XI4]—eP(A)

— E[E[XIA|Z] — eP(A) = —eP(A.),

por lo que P(A.) = 0, pero como € es arbitrariamente pequeno concluimos
que P(&*<0)=1-P(& >0) =1
Efectuando el mismo analisis para —X, como

limsup—& = —liminf% = —¢&,,

podemos decir que P(—=¢, < 0) = P(§& > 0) = 1. Lo cual termina por
mostrar (20.16).
Como ya tenemos el limite (20.15), podemos decir que E[¢|Z] es T-
invariante, pero por la Proposicion 20.25 sabemos que es de hecho constante.
O
De la Proposition 20.19 podemos obtener lo siguiente.

Corolario 20.28. (Teorema Ergddico). Sea X := { X, },—01,.. un proceso
estacionario. Si E|Xy| < oo, entonces existe Y v.a. con E[Y]| = E[X,] tal
que

lim — ZXk Y c.s.

n—oo N,
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Ejercicios § 20

20.1. Sea X(+) = {X(t), t € T} un PE en Ly con funcién de covarianza Kx.
Demuestre:

(a) Cov <Z a; X(t;), > ka(sk)) = > > a;jbKx(t;, s); en particular,
j=1 k=1

j=1k=1

(b) Var Zlan(tJ) = Zlkzl(ljaka(tj,tk).
Jj= J=1k=

20.2. Sea X(-) = {X(¢), t € R}. Demuestre que las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) X(+) es Lo—estacionario.
(b) Para cada h € R, el PE Y(+) definido por
Y(t):=X(t+h) VteR

tiene la misma funcion media y la misma funcion de covarianza que

X(-).
(c) Las funciones EX(s) y F[X(s)X(s+ t)] son independientes de s.
20.3. Sea X(+) = {X(t), t € R} el PE definido por
X(t) :== Zy cos M + Zy sen At,
en donde A € R es una constante y Z;, Zs son i.i.d. con distribucién
P(Z;,=1)=P(Z;=—-1)=1/2 para i=1,2.

Demuestre que X(-) € Ly es débilmente estacionario, pero no estrictamente
estacionario.

20.4. Demuestre la desigualdad (6).
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20.5. Sean X(+) = {X(t),t € T} y Y(-) = {Y(¢t),t € T} dos PEs en
L,. Demuestre que la funcién de covarianza conjunta satisface las siguientes
propiedades.

(a) ny(S,t) = ny(t, S),
(b) Kxx(s,t) = Kx(S,t)7
(c)

(d) Kxiv(s,t) = Kx(s,t)+ Ky(s,t)si X(+) y Y(+) no estin correlacionados.

Kxiv(s,t) = Kx(s,t) + Ky (s,t) + Kxy (s, t) + Kyx(s, t).

20.6. Sean X;(+) = {X;(t),t € T}, para j = 1,--- ,n, PEs en Ly que no
estan correlacionados, i.e.

KXij(S,t>:O Vs,tET Slj?ék’

Sea X(t) := X;(t) + ...+ X, (t) parat € T. Demuestre que la funcién media
y la funcién de covarianza de X(-) son

mx(t) = mx, (t) + - - - + mx, (1),
Kx(s,t) = Kx, (s,t) + - + Kx,, (s, 1).
20.7. Para cada j =1,...,n sea X;(+) el PE dado por
X;(t) :=Zj1 cos \jt + Zjpsen A\t Vit eR,

donde los A; son nimeros reales, y los Z;; (j =1,...,n; i =1,2) son vv.aa.,
independientes con distribuciéon N (0, 032.). Demuestre que

X(t) :=Xq(t) +--- + X,(t), teR,

es un PE gaussiano y Lo—estacionario con funcién media 0 y funcién de
covarianza

rx(t) = Za? cos \;it ViteR.

j=1

(Sugerencia: compare con el Ejercicio 6.)
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20.8. Sea N(+) = {N(t),t € R} el proceso de Poisson con pardmetro A del
Ejemplo 20.7, y sea X(-) el PE definido por

X(t) = N(t+1)— N(t) VteR.

Demuestre que X(-) es un PE débilmente estacionario con funciéon media A
y funcién de covarianza

A1 —=t—s]) si|t—s| <1,
KX(S’t)_{ 0 si|t—s|>1,

es decir, '
- {30 st

20.9. Sea X(+) = {X(t),t € R} un PE Ly-estacionario, y sea
Y(t)=X(t+1) —-X(t) VteR.

Demuestre que Y'(+) es Lo—estacionario con funcién media cero y funcién de
covarianza

ry(t) =2rx(t) —rx(t —1) —rx(t+1) VteR.

20.10. Sean Yi,...,Y, ii.d. distribuidas uniformemente sobre el intervalo
(0,1). Sea

1 n
X(t) =~ Z;JM (Y;) para 0<t<1.
]:
Demuestre que para todo s, en [0, 1],

mx(t) =t y Kx(s,t)= %[min(s,t) — st].

20.11. Sea X(-) = {X(t),t € R} un proceso gaussiano, y sean f,g: R — R
funciones dadas. Sea

Y(t) = f(t)X(g(t)) VteR.

Demuestre que Y (+) es un proceso gaussiano y calcule su funciéon media y su
funcién de covarianza.
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20.12. Proceso de Wiener con 7' = R. (Compare con la Definicién 16.4
y el Ejemplo 20.7.) Decimos que W () = {W (¢),t € R} es un proceso de
Wiener con pardmetro o2 > 0 si

(a) W(0) =0,
(b) W(:) tiene incrementos independientes, y

(c) W(-) tiene incrementos estacionarios con W (t) — W (s) ~ N(0,0%(t — s))
para todo t > s.

Demuestre que W (-) es un PE en Ly con funcién media cero y funcién de

covarianza ) (sl
o -min{|s|, |t si s-t>0,
KW(S’t)_{O sios-t < 0.

20.13. Sea X(+) la sefial telegrafica aleatoria del Ejercicio 16.7. Demuestre
que X(+) es Lo—estacionario.

20.14. Movimiento browniano con deriva p. Sea W (-) = {W(t),t > 0}
un proceso de Wiener (o movimiento browniano) estdandar. Entonces el PE
X(+) definido por

X(t):=put+cW(t) ¥t>0,

con u € Ry o > 0 constantes, se llama movimiento browniano con deriva p.
Demuestre que X(+) es un proceso gaussiano con funcién media mx(t) = put
y funcién de covarianza Kx(s,t) = ¢ - min(s, t).

20.15. Movimiento browniano geométrico. Sean W (-), u y o como en
el ejercicio anterior, y sea

X(t) := et toWO ¢ >0,

Demuestre que X(+) es un PE en Ly, que no es gaussiano, y con funcién
media y de covarianza

mx(t) = e v >0,

2

Kx(s,t) = e+ /20) (7% _ 1) v <5<t

287



21 Calculo en L,

Contenido: Continuidad en Lo, diferenciabilidad en Ly, integrabilidad en
Lo.

Para esta seccién puede primero consultar el Apéndice.
A. Continuidad en L,

Decimos que el PE X(+) = {X(¢),t € T} € Ly es Ly—continuo ent € T
si X(t +h) — X(t) en Ly cuando h — 0. Decimos simplemente que el PE
X(+) es Ly—continuo si es Ly—continuo en todo punto t € T

Recuérdese la notacion mx(t) := EX(t) y Kx(s,t) := Cov (X(s),X()).

Puesto que

E[(X(t + h) = X(t))?] = [mx(t + h) —mx (1),
si X(+) es Ly—continuo entonces la funcién media mx(-) es continua.

Teorema 21.1. (Criterio de continuidad) Supdngase que mx : T — R es
una funcion continua. Entonces X(+) es Ly—continuo ent ssi Kx es continua
en (t,t).

Demostracién. Nétese que X(+) es Lo—continuo ssi X'(+) = {X(¢) —

mx(t),t € T'} es Ly—continuo, y, por otra parte, X'(+) tiene funcién media 0
y la misma funcién de covariancia que X(-). Luego, podemos suponer que

mx(t) = EX(t) = 0. (21.1)

(=) Por definicidn, si X(-) es Ly—continuo en ¢, entonces

X(t+h)—X(t) vy X(t+h)—X(t) en Ly cuando h,h' — 0.
Por tanto, por el Lema 27.8.,

Kx(t+h,t+n') = E[X(t+h)X(t+ 1) = EX3(t) = Kx(t,1);
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es decir, Kx es continua en (t,t).

(«<=) Si Kx es continua en (t,t), entonces

E[(X(t+h)—X(#)’] = Kx(t+h,t+h)+ Kx(t,t) —2Kx(t+ h,t)
— 0 cuando h —0;

es decir, X(t + h) — X(t) en Ly cuando h — 0. O

Ejemplo 21.2. (a) Sea X(-) = {X(¢),t € R} el proceso de Poisson con
pardametro A, del Ejemplo 20.7. Entonces X(+) tiene funcién media mx(t) =
At continua, y funcién de covariancia

Kx(s,t) = A-min{|s|,[t|} si s-t>0
= 0 st s-t<O.

En particular, Kx(t,t) =Var[X(t)] = AJt| para todo t € R. Por lo tanto, por
el Teorema 21.1, el proceso de Poisson es L;—continuo.

(b) Anélogamente, el proceso de Wiener W(:) = {W(t),t € R} del
Ejercicio 20.12 es Lo—continuo. O

Corolario 21.3. Supdngase que mx es continua. Si Kx es continua en (t,t)
para todo t € T, entonces Kx(s,t) es continua en (s,t) para todo s,t € T.

Demostracién. De nuevo supondremos (21.1). Por el Teorema 21.1,
para todo s,t € T' tenemos

X(t+h) = X(t) y X(s+h')—=X(s) en Ly cuando h,h" — 0.
Por lo tanto, por la continuidad del producto interno (Lema 27.8),
Kx(t+h,s+h') — Kx(t,s) cuando h,h" — 0.
O

Nota 21.4. En todo lo que sigue supondremos que (21.1) se cumple si mx
es continua.

Teorema 21.5. Supdngase que X(-) € Ly es débilmente estacionario, y sea
rx(t) := Kx(0,t) su funcién de covarianza.
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(a) Si X(-) es Ly—continuo en algun punto t € T, entonces rx es continua
en 0.

(b) Sirx es continua en 0, entonces es continua en todo t € T y, ademds,
X(+) es Ly—continuo.

Demostracién. (a) Es obvio que X(t) — X(¢) en Lo, y si X(+) es Lo—
continuo, entonces X(t + h) — X(t) en Ly cuando h — 0. De aqui se sigue
que (por la continuidad del producto interno)

E[X(#)X(t+ h)] = rx(h) = EX(t)* = rx(0) cuando h — 0,
i.e. rx(h) — rx(0).
(b) Si rx es continua en 0, entonces X(-) es Lyo—continuo porque
E[(X(t+ h) — X(t))?] = rx(0) +rx(0) — 2rx(h) = 0Vt € T, cuando h — 0.

Luego, cuando h — 0 tenemos que X(s+t+h) — X(s+1) en Ly (y también
X(s) = X(s) en Ly), de modo que rx(t + h) — rx(t). O

Ejemplo 21.6. Sea X(+) € Ls el PE definido como
X(t):=Yicos Xt +Yasen Xt ViteR,

donde A es una constante, y Y1, Y5 son i.i.d ~ N(0,02). Por el Ejemplo 20.6,
X(+) es Ly—estacionario con mx = 0y rx(t) = 02 cos At Vt € R. Luego,
como rx(t) es continua en t = 0, X(+) es Lo—continuo (por el Teorema 21.5).
a

B. Diferenciabilidad en L,

Definicién 21.7. Sea X(+) = {X(¢), t € T} un PE en L. Decimos que X(+)
es Lo—diferenciable en el punto ¢ € T si existe una v.a. X'(t) € Ly tal que

X(t+h) — X(1)

— X'(t) en Ly cuando h — 0.

En este caso escribimos X'(t) = £X(¢) (en Ls).

Por el Ejercicio 5, si X(+) es un proceso gaussiano y Ly—diferenciable,
entonces también X'(-) es gaussiano.
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Ejemplo 21.8. El proceso de Wiener W(:) no es Ly—diferenciable. En
efecto, si fuera Lo—diferenciable, entonces por el Lema 27.9 se tendria una
constante ¢ € R tal que

1 2
E E(W(t +h)—=WI(t))| — ¢ cuando h — 0. (21.2)
Sin embargo, como W (t + h) — W(t) ~ N(0,0%|h|), vemos que el lado
izquierdo de (2) es igual a
1 o?

ﬁ-02|h| = Tl — 00 cuando h — 0,

es decir

lim B [%(W(t +h) — W(t))] o

h—0

Asimismo, si existiera la derivada W’(t) se tendria

lim 5 E(W(t Y- W) — W’(t)] o

de modo que

E(W'(1))? = lim E [%(W(t +h) - W(t))] = .

Anélogamente se puede demostrar que el proceso de Poisson no es Lo—
diferenciable (Ejercicio 21.6). O

La siguiente proposicion da, en particular, la funcién de covarianza de
la derivada X'(+) cuando X(+) es Lo—estacionario. El caso general se estudia
més adelante (vea Proposicion 21.14).

Proposicién 21.9. Sea X(-) = {X(t),t € T} un PE Lo—estacionario con
funcién de covarianza r(t) = Kx(0,1).

i) Si X(+) es Lo—diferenciable en todo punto t € T', entonces r es dos veces
diferenciable, y el PE X'(:) = {X'(t),t € T} es Lo—estacionario con media
cero y funcién de covarianza —r”(t).

ii) Reciprocamente, si r es dos veces diferenciable, entonces X es Lo-diferenciable.
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Demostracién. i) Como X(s +t) — X(s+t) en Ly y también

FIX(s 4+ 1) = X(5)] > X(5) en Ly

del Lema 27.8 se sigue que

Lt~ by~ r(0)] = B[X(s + HX'(5)].

Por lo tanto, r es diferenciable en todo t y
—r'(t) = E[X(s + t)X'(s)]. (21.3)

Por otra parte

1
E[X(S +t+h)—=X(s+t)] = X(s+1t) en Ly
y X'(s) — X/(s) en Ly, asi que de (21.3) y de nuevo por el Lema 27.8 se

obtiene
L4 ) 4 (0] BX (s + )X (9)]
Es decir, r”(t) existe para todo t y es igual a —E[X'(s + ¢)X'(s)].
ii) Sea Y'(h) := w Entonces
X(t+h) —Xt)X(Et+1)—X(t)
h n
EX({t+h)X({E+1)]  EX{E+h)X()
hi' hi'
EXOX(t+1)]  EX(@)
hi' hh'
r(h—"n) r(h) r(h) N r(0)

EY(RY ()] = E

hh'  hh  RhKW  hR
Lr(h=0)—r(h) 1r(h)—r(0)
h % h n!

M50 () +7(0)) 'S~ (0).

Por lo tanto, por el Lema 27.9, limy,_,o Y (h) existe.
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C. Integrabilidad en L,

Repaso: la integral de Riemann. Sea f : [a,b] — R una funcién
daday m, :a =1ty <t; <--- <t, =>buna particién del intervalo [a,b]. El
conjunto

W;:{ti,,t;|t1_1§t;k§tz VZ:]_,771}

se llama una particion intermedia de 7,. En este caso definimos la suma
de Riemann

S(mn, ) =3 f(E)(ti — tica).
i=1
Sea |m,| := max;<;<,(t; — t;—1) la malla de la particién m,. Si el limite

R(f):= lim S(m,, 7))

|7 |—0 "

existe y es independiente de la selecciéon de las particiones 7, y 7,

que R(f) es la integral de Riemann de f sobre [a,b], y escribimos

se dice

R = [ s

Esta integral existe si, por ejemplo, f es continua o continua por partes. O
Ahora sea X(-) = {X(¢), t € T} un proceso en Ly y [a,b] un intervalo

contenido en T'. La media y la funcién de covariancia de X(+) son mx(t) y

Kx(s,t), respectivamente. Ademads, g : [a,b] — R es una funcién dada.
Dada una particién m, : a =ty < t; < --- < t, = b, definimos

I(m,) = Z gt)X ()t — ti1).

Si existe una v.a. I € Lo tal que I(m,) — I en Ly cuando |m,|] — 0y,
ademas, el limite I es independiente de la seleccién de las particiones m,,
decimos entonces que g(+)X(+) es Lo-integrable sobre [a,b] y escribimos

. /  JOX ()t

Teorema 21.10. Supdngase que mx y g son continuas sobre |a,b]. (Basta
pedir que g sea continua por partes.)
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(a) Sig(-)X(-) es Lo—integrable sobre [a,b], entonces E(I) satisface que
b b
E (/ g(t)X(t)dt) :/ g(t)ymx(t)dt. (21.4)

(b) Si ademds de la continuidad de mx y g se tiene que Kx es continua sobre
[a,b] X [a,b], entonces g(+)X(+) es Lo—integrable sobre [a,b] y la integral
I tiene la esperanza E(I) en (21.4), segundo momento F(I?) dado
por

B / g(OX (1)dt)? = / / g(8)g(EX(s)X(D]dsdt,  (21.5)

y varianza
Var (1) = / / o(s)g(t) Kx (s, )ds dt. (21.6)

Demostracién. (a) Sea m, : a =ty < t; < --- < t,, = b una particién
de [a,b] con malla |r,| — 0. Entonces, por las propiedades de la integral de
Riemann,

n b
BlI(m) = 3 gltms )t~ ti) = [ gltms(t) e

Por otra parte, como I(m,) — I en Lo, de la desigualdad de Cauchy—Schwarz
obtenemos

|EI(m,) — EI?* = |E(I(m,) — I)|* < E|I(,) — I|* = 0.

(b) Sea 7, como en la demostracién de (a) ysean, :a =5y < 53 < -+ <
Sm = b otra particién de [a, b]. Entonces

E[I(m)I(m,)] = Y > g(tg(s;) BX(t)X(s5)](t: — ti1)(s; — 55-1)

i=1 j=1

. / / g(t)g(s) E[X(£)X(s)]ds dt. (21.7)
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Luego, por el Lema 27.9, I(m,) converge en Ly a una v.a. I. Ademds, como
I(m,) = ITen Lyy I(m,) — I en Lo, por la continuidad del producto interno
obtenemos

E[I(m)I(m,)] = E(I%)

y comparando con (21.7) se sigue (21.5). Finalmente, (21.6) se obtiene de
(21.4) y (21.5). O
El siguiente resultado se obtiene de manera analoga al Teorema 21.10.

Teorema 21.11. Sean f : [a,b] = R yg: [c,d] = R funciones continuas por
partes, y supongase que mx y Kx son ambas funciones continuas. Entonces

conl [ siexiont, [ gtxisiasi = [ 160 | [ atorsests.as) a

= [Co | [ st ar] as 21.8)

Ademds, el proceso Y (t) := f; X(s)ds satisface que para todo t, s € T, con
s, t > a:

my (t) ::/ mx (u)du, (21.9)

Ky(s,t):/:/:Kx(u,v)dudv:/:/:Kx(u,v)dvdu (21.10)

Observacién 21.12. Supdngase que g : [a,b] — R es continua por partes
y que mx y Kx son continuas. Si X(-) es un proceso gaussiano, entonces

I = f:g(t)X(t)dt es una v.a. gaussiana. (Vea el Ejercicio 5.)

Ejemplo 21.13. Sea W(:) = {W(t),t > 0} un proceso de Wiener con

pardmetro o2 > 0. Entonces para cada b > 0, la integral fob W (t)dt es una
v.a. normal con media 0 y varianza (por (21.10) 6 (21.6))

Var(/ObW(t)dt) - /Ob/ObKW(s,t)dsdt

b s
= 2/ (/ aztdt>ds
0 0

b
= 02/ s’ds = 0?b*/3. O
0
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Proposicién 21.14. (La funcién de covarianza de X'(-).) Supodngase
que X(+) = {X(t), t € T'} es Lo—diferenciable, y sea Y (+) ={Y (f), t € T} un
PE en Ly con media my y funcién de covariancia Ky continuas. Entonces
para todo s, t € T

(a1) Kyx(s,t) = ZKyx(s,t), (a2) Kxy(s,t) = ZKxy(s,1);
(b) Kxx/(s,t) = 2 Kxx(s,t) = 2 Kx(s,t) = Kxx(t,s);

(C) KX’X’(Sat) = %KXX/<S7t), ie. KX/(S t) Kx(s t)

88t

Demostracién. Como (b) y (c) se siguen de (a), basta demostrar (a).
Demostraremos (a;) y por simetria se obtiene (ag).

Fijese t > a. Por el Ejercicio 8(b), X(¢ f X'(r)dr de modo que

Esto implica que

E{Y (s)[X(t) — X(a)]} = / E[Y (s)X'(r)]dr. (21.11)
Por otra parte, como mx(t) — f mx:(r)dr (ver el Ejercicio 8(c)),
tenemos

my (s)[mx(t) / my (s)mx: (r)dr. (21.12)

Luego, restando (12) de (11):

t
ny(S,t) — ny(S,CL) = / KYXI(S,T)CZ’I“ (2113)

Finalmente, como Kyxs es necesariamente continua, para cada s € T fijo
derivamos (13) con respecto a ¢ y obtenemos (a4). O
D. Expansién de procesos en L,

Sea {X(t), t € [a,b]} un proceso Ly-continuo, con funcién covarianza
K (s,t) continua en [a,b] X [a,b] y media cero. Se sabe lo siguiente de la
teoria de operadores compactos.
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Teorema 21.15. El operador

b
TH)(t) = / K (s,1)f(s)ds

es compacto y simétrico, donde f € Lola,b]. Luego, por el teorema espectral
K(s,t) = ) Anen(s)en(t),
n=1

donde {( A\, €,)}5%, son las parejas de eigenvalores y eigenfunciones de T';
ademds las eigenfunciones forman un conjunto ortonormal.

Definamos pues
b
& = / X (s)en(s)ds (21.14)
Por el Teorema 21.11

Elenen] = / en(5) / e (1)K (5,1)dtds = Ao,

También, usando la Proposicion 21.14

b
E[X(t)¢é,] = / K(s,t)e,(s)ds = Apen(t).

De tal manera que

2 n n

= K(t,t) =2 eEGX 1]+ er(t)

n

= K(t,t) =Y Mei(t) = 0n — oo
k=1

L ‘X(t) 0

En resumen tenemos que

Teorema 21.16. El proceso X Ls-continuo descrito anteriormente admite
la siguiente expansion en series para cada t € |a,b] fija

X(t) =) &enlt),
n=1
donde &, son ortonormales dadas por (21.14) y E[£}] = k.
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Nota 21.17. Para saber si

(X(@),t € [a,b]}} 2 {{Zgnen ),t € la b]}}

se puede intentar usar las distribuciones finito-dimensionales y el concepto
de "tightness”.

Ejemplo 21.18. Consideremos el MB B(t), t € [0,1]. Sabemos que tiene
media cero y que K (s,t) = min(s, t), entonces buscamos eigenvalores y eigen-
funciones tales que

1 t 1
Anen(t) = [ min(s,t)e,(s)ds = / sen(s)ds +/ te,(s)ds.
0 0 t
Usado la regla de Leibnitz derivamos con respecto a t:

)\ne’(t):ten(t)—i—%ten(t)—%ten(t)Jr /1t en(s)ds = /t en(s)ds.

Volviendo a derivar tenemos A€l (t) = —e,(t), y vemos que e,(0) y e/ (1)
deben ser 0.
Y la solucién de este problema de valor inicial es

en(t) = V2sin((n+1/2)wt) y Ay = (n+1/2)7)72, n=0,1,.. ..

Entonces

\/_Zgnsm n++1%§)”t)7 (21.15)

donde &, ~ N(0,1).

Ejercicios § 21
21.1. Demuestre la Proposicién 27.5(c).

21.2. Sean X y X,,(n =1,2,...) vv.aa. en Ly. Demuestre que si X,, — X en
Ly, entonces EX,, — EX, F(X2) — E(X?) y Var(X,) — Var(X).

21.3. Dé un ejemplo de un PE Ly—estacionario que no es Ls—continuo.
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21.4. Demuestre que un PE Lo—diferenciable es Lo—continuo. Dé un ejemplo
mostrando que el reciproco es falso en general.

21.5. Demuestre: si X,, — X en Ly y las vv.aa. X,, son gaussianas, entonces
también X es gaussiana.

21.6. Demuestre que el proceso de Poisson del Ejemplo 21.2 no es Lo—
diferenciable.

21.7. Si X(-) es Lo—estacionario y ademés es Lo—diferenciable en un punto,
demuestre que entonces es Lo—diferenciable en todo punto.

21.8. Demuestre: (a) Si X(+) es Ly—continuo sobre [a, b], entonces la integral

es Lo—diferenciable y
iY(t) = i/tX(s)ds =X(t) (enly) Va<t<b
-\ at ), - 2 = =
(b) Si X(t) es Lo—diferenciable para todo ¢ € [a, b], entonces
t
/ X'(s)ds =X(t) —X(a) Va<t<hbh.
(c) De (b), [} EX'(s)ds = EX(t) — EX(a), es decir,

t
/ mx/(s)ds = mx(t) —mx(a) Va<t<b,

por lo que

d
%mx (t) = mx (t) .

21.9. Sea X(-) = {X(¢), t € R} un PE Ly-estacionario y Lo—diferenciable.
Demuestre que X'(+) = {X'(t), t € R} es Lo—estacionario con funcién media
cero y funcion de covariancia

d2

’I")Q(If) = —@Tx(t) = —T;/((t) ViteR.

Ademas, X(+) y X'(+) no estan correlacionados. (Sugerencia: use el Ejercicio
7(c) y la Proposicién 21.14.)
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21.10. Sea W(+) = {W (t), t > 0} un proceso de Wiener y sea
¢
X(1) ::/ W(s)ds ¥t 0.
0
Calcule (a) la funcién media y la funcién de covarianza de X(-), y (b)
E[W(r)X(t)] para 0 < r < t.

21.11. Sea W (-) el proceso de Wiener del Ejercicio 20.12, y sea
t+1
Y(t) = / (W(s)—W(t)ds YtelR.
t

Demuestre que Y(+) es débilmente estacionario y calcule su media y su
funcion de covarianza.

21.12. Sea X(+) € Ly un PE con media cero y funcién de covarianza K (s, t)
continua sobre [a,b] X [a,b]. Demuestre que si ¢ : [a,b] — R es continua,
entonces

E[X(s) / (DX (t)df] = / (K (s, )dt.

21.13. Sea {a,} una sucesiéon de nimeros reales, y {Y,,} una sucesién de
vv.aa. i.i.d. con media cero y varianza o < co. Demuestre que si Y - a2 <
oo, entonces » - a,Y, converge en Ly. (Sugerencia: use el Lema 27.9.)
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22 Ecuaciones diferenciales en Lo

Contenido: Integral con respecto al proceso de Wiener, ecuacién diferen-
cial estocéstica en Ls, la ecuacién de Langevin, la ecuacién de Ornstein—
Uhlenbeck.

En esta seccién estudiamos una familia de ecuaciones diferenciales es-
tocasticas que formalmente se pueden escribir en la forma

aX'(t) + bX(t) = &(t), (22.1)

en donde £(-) = {£(t),t € R} es un “ruido blanco gaussiano”. Empezaremos
con una breve discusion de este proceso.

Observacion 22.1. (a) Andlogo a la seccién B del Capitulo 20 tenemos lo
siguiente en tiempo continuo. Si X(+) es un PE Ly—estacionario cuya funcién
de covarianza satisface que

o
| ixtoa < o<,
—0o0

entonces la transformada de Fourier de rx, es decir,

1>~
hx () : / e Mry(Hydt VM€ R,

" or

se llama la funcién de densidad espectral de X(:). Si hx es tal que

/oo |hx(A)]dA < oo, (22.2)

[e.e]

entonces la funcién de covarianza rx se puede calcular mediante la transfor-
mada de Fourier inversa

rx(t) = /_Oo eMhx(N)dN VYVt eER. (22.3)

o0

(b) Un PE X() Lo—estacionario con media 0 y funcién de densidad es-
pectral constante, digamos

hx(\)=c¢ VAeR, (22.4)
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en donde ¢ es una constante positiva, se dice que es un ruido blanco. (El
nombre se debe a la analogia con la “luz blanca”, que contiene uniformemente
todas las frecuencias de luz.) Sin embargo, en este caso hx(\) no satisface
la condicién de integrabilidad (2), asi que X(-) es un proceso que no existe
en el sentido usual. De hecho, por (3), X(-) tendria varianza infinita:

rx(0) = Var[X(t)] = co V't € R. (22.5)

(c) Si el proceso de Wiener W(+) = {W(t),t € R} fuera Ly—diferenciable
(jque no lo es!), su derivada W’(+) serfa un ruido blanco gaussiano. En
efecto, por el Ejercicio 21.6, W’(+) seria un proceso gaussiano, mientras que
por el Ejemplo 21.8, W(+) seria Lo—estacionario con media cero, pues

d
mW/(t) = amw( ) =0 VteR,

y funcion de covarianza

0 sit#0,

oo s1t=0. (22.6)

) = CoxlIv'(5, (¢ + 9] = {

En particular, por el hecho de ser gaussiano, se tendria de (6) que W'(s) y
W'(t) serian vv.aa. independientes para s #t. O

La Observacion 22.1 pone de manifiesto que la ecuaciéon diferencial es-
tocastica (EDE) en (1) se debe interpretar de alguna manera adecuada si es
que &(+) = W’(-) es un ruido blanco gaussiano. Con este fin, considérese el
espacio vectorial C''[a, b] que consiste de todas las funciones f : [a,b] — R
cuya derivada f’ es continua en el intervalo [a,b]. Interpretamos W’ como
un “funcional” que a cada funcién f € C*[a,b] le asocia la v.a. gaussiana

W) = SOW0) - S - [ oW 227
De hecho, en este caso se acostumbra escribir W’(f) como la integral
W(f) = / F(OAW(2), (22.8)

y vemos entonces que el lado derecho de (7) resultaria de la “férmula de
integracion por partes”, i.e.

/ FOAW (@) = f(2) / F(t (22.9)

302



Algunas veces escribiremos fab f(t)dW (t) simplemente como

/ Faw.

Notese, por otra parte, que (7) 6 (9) se pueden expresar como

/ FAW = FO)[W / £t Wa)dt.  (22.10)

Esta férmula es 1til para algunos calculos.

Ejemplo 22.2. Tomando f(t) =1 en (9) 6 (10) vemos que

/b dW = W (b) — W(a).

1
/tdW /W
0

/OleatdW(t)— W(l)—a/o e W (t)dt. O

Las férmulas (12) y (13) en la siguiente proposicién son casos especiales
de las igualdades (14) y (15) que demostraremos en la Seccién 24, en donde

Analogamente,

a f;f dW se le llama la “integral de Ito de f”. Por otra parte, una de-
mostraciéon de (12) y (13), basada directamente en (7) 6 (9) se puede ver,
por ejemplo, en el libro de Hoel, Port y Stone (1972), pp. 142-145. (Ndétese
que (11) se sigue trivialmente de (7). Ademas, (14) es consecuencia de (11)
y de la independencia de incrementos de W (:); esto se deduce facilmente
usando la ecuacién (10).)

Proposicién 22.3. Sean f y g funciones en Cl[a,b]. Entonces

b : : :
(a) [’ fdW es una v.a. gaussiana con media cero, 1.e.
a

b
E (/ f dW) =0, (22.11)
y varianza

Var (/abf dW) =FE (/abf dW)2 =0’ /ab A (t)dt. (22.12)
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(b) Sia<b<eg,

E [/abf dW-/acg dW} = o? /abf(t)g(t)dt. (22.13)

E[/abde-/cdgdW}zo. (22.14)

(c) Sia<b<c<d,

Ejemplo 22.4. Sean

X = /OltdW(t) v oY= /Ole"‘tdW(t)

las integrales en el Ejemplo 22.2. Por la Proposicién 22.3(a), X y Y son
vv.aa. gaussianas con media cero y varianzas

1
B(X?) = o /0 2dt = 23 J3|I=) = 623,

2

1
E(Y?) = o2 / ety — 7 (20 _ 1),
0 2c¢

Asimismo, por (13), la covarianza de X y Y es
1 1
EXY) = E l / (AW (1) - / eatdW(t)}
0 0

1
= o2 / tedt
0

= (0/a)’[1+ (a—1)e*. O

Ejemplo 22.5. Sea F)" := o{W(s),0 < s < t}, para t > 0, la filtracién
natural del proceso de Wiener W. Ademés, si f € C'[a,b], entonces para
cada a < t < b definimos

X(t) = /tf dW. (22.15)

Demuestre que X(+) es una martingala con respecto a {F}",a <t < b}.
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Demostracién. Obviamente X(¢) esta en L, y, ademés, por (9) 6 (10),
X(t) es medible con respecto a F}". Por lo tanto, para demostrar que X(-)
es una martingala sélo falta verificar que

EX®|FV]=X(s) Va<s<t<h (22.16)

Con este fin, notese primero que para a < s <t <b

/de+/de X(s /de
Ademds, por (10),

/ faw = ()W / F(r W (s)ldr.

asi que la independencia de incrementos de W (-) implica que
t
/ £dW = X(t) — X(s)

es independiente de 3"?/. De aqi se sigue que
E[X(t) = X(s)|F."] = E[X(t) = X(s)] =0 (por (11))
que es equivalente a (16). O
Ahora consideremos la EDE (1) con &(+) = W/(+), es decir,
aX'(t) + bX(t) = W'(t) para t > to, (22.17)

con una condicién inicial X(¢y) dada, la cual puede ser aleatoria en Lo, dig-
amos X(tg) = Xp, o un punto X(tg) = z¢ en R. La EDE (17) algunas veces
se escribe en “forma diferencial”

a dX(t) + bX(t)dt = dW (¢),

pero de hecho debe interpretarse en la forma integral

alX(t) — X(to)] + b / tX(r)dr —W(t) - W(t), >t (22.18)

to
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Definicién 22.6. Decimos que un PE X(:) en Ly es solucién de la EDE
(17) con condicién inicial X(tg) si X(+) es un PE con trayectorias continuas
y satisface (18).

Proposicién 22.7. Sean a y b las constantes en (17) y o := —b/a. Entonces
la solucién de (17) es

1 t
X(t) = e?t=0X (ty) + _/ =) AW (s), t > ty. (22.19)
a

to

Maés explicitamente, usando (9),
1
X(t) = elitho) {X(to) — —W(to)}
a

1 t
w2 / =W (s)ds. (22.20)
a a Jy,
Ademas, si X(tg) es una constante (no aleatoria) o si X(to) es v.a. gaussiana
independiente de {W(t),t > ¢}, entonces X(¢) es una v.a. gaussiana.

Demostracién. La solucién de (17) se obtiene siguiendo béasicamente
los mismos pasos que para una ecuacién diferencial ordinaria (determinista).
En efecto, reescribamos (17) en la forma

1

X'(t) — aX(t) = an(t) con «:= —b/a.

0%

Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por e~® se obtiene

eOUX(F) — aX(£)] = ée‘atW’(t)

o equivalentemente, por el Ejercicio 2,

d —at o 1 —at /
E[e X(t)] = ¢ W'(t).

Luego, integrando de ty a t, del Ejercicio 21.8 (b) y de (8) obtenemos

1 t
e X(t) = e X (tg) + —/ e dW (s),
a

to

que a su vez da (19). O
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Ejemplo 22.8. La solucion de la EDE
aX'(t) + bX(t) = W'(t), t >0, con X(0)= x, (22.21)

es (con a:= —b/a)
1 t
X(t) = zoe™ + = / =) dW (s). (22.22)
@ Jo

Este es un proceso gaussiano con media
EX(t) = zpe™ Vt>0

y la funcién de covarianza se obtiene usando (22) y el Ejercicio 3:

2
Kx(s,1) = —

5p [eclt=sl — o+ v 5 ¢ > 0. (22.23)
a

Con s =t se obtiene la variancia

2

wmm:%ﬂnym

Ejemplo 22.9. (la ecuacién de Langevin). La solucién V (+) de la ecuacion
de Langevin

mV'(t) + fV(t)=W'(t), t >0, con V(0)=1v€R, (22.24)

se llama el proceso de “velocidad” de Langevin. Las constantes m (masa) y
f (fuerza) son positivas. De (21)—(23), con « := —f/m,

1 t
V(t) = voe™ + — / e=qW (s), t >0,
m Jo

es un proceso gaussiano con media my (t) = vge® y funcién de covarianza

0.2
Imf L

alt—s|

KV(S7t) = Q(H—S)]’

e

Si V(t) = X'(t) es la velocidad de una particula cuya posicién es X(t), en-
tonces podemos escribir (24) como la ecuacién de Ornstein—Uhlenbeck

mX"(t) + fX'(t) = W'(t), con X(0)=xzy, X'(0)=1p.
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Para cada t > 0, X(t) se puede calcular integrando X'(¢) = V/(¢) y se obtiene

X(t) = xo—{—/tV(T)dr
0
= xo+ @(eat -1+ L /t[ea(t_s) — 1]dW (s).
a ma Jy
Ejercicios § 22

22.1. Sea X(+) el PE definido en el Ejemplo 22.5, es decir

t
X(t) == / fdw.
Demuestre que X(+) es Lo—continuo y continuo c.s. (Con respecto a continui-
dad c.s., recuerde el Teorema 16.10 y el Ejercicio 16.5.

22.2. Sea «a una constante y X(+) un PE Lo—diferenciable. Demuestre que la
derivada en Lo de e”*'X(t) es
d

 [erX(1)] = e [X'(1) — aX (1)

22.3. Sea « una constante y X(+) el PE definido como
t
X(t) = / e=dW(s) Yt >0.
0
Demuestre que X(+) tiene media cero y funcién de covarianza

2
Kx(s,t) = ;—a [eo‘(sﬂ) — eo‘(t’S)] si 0<s<t.

Por simetria, concluya que

2
o a(s+t at—s
Kx(s,t):% [e(tt) — el 5 ¢ > 0.
22.4. Considere la EDE (21) con condicién inicial X(0) € Ls. Demuestre
que en este caso, la solucion de la EDE tiene media

EX(t) = e*EX(0)

y funcién de covarianza

2
Kx(s,t) = e Var[X(0)] + .

o [eoe|t—s| . ea(s—l-t)} )
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22.5. Encuentre la media y la funcion de covarianza del proceso definido por
(a) X(t) = [y rdW(r), t>0;

(b) X(t) := fol costrdW(r), teR;

(c) X(t) = [ [(t—r)dW(r), teR.

22.6. Demuestre que el PE X(+) definido como

¢
X(t):/ U= dW (s) para t > to,

to

se puede escribir como

t
x@):mdw—eﬂtqum)+a/“w“@wqgm.

to

22.7. Sea Y () un PE Ly—estacionario, y considérese la EDE
aX'(t) + bX(t) =Y (t) + W'(t) para > 0.

Sea o := —b/a. Demuestre que
1 t
X(t) = X(0)e* + —/ =Y (s)ds
a Jo

1 t

+—/ U= aWw (s), t>0.
aJo

(Sugerencia: compare con (17) y (19).)

22.8. Supédngase que X(+) = {X(t),—0c0o <t < o0}y Y(:) ={Y (), —o0 <
t < oo} satisfacen las EDEs

aX'(t) +bX(t) = W'(t) y aY'(t)+BY(t) = X(t),
respectivamente. Demuestre que Y'(+) satisface la EDE
aaY”(t) + (aB + ba)Y'(t) + pbY (t) = W'(t).

22.9. Integrales impropias en L. Sea f: R — R una funcién en C'(R)
tal que

/bﬂ@ﬁ<m‘m6R. (22.25)
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(a) Demuestre que existe una v.a. 1(b) € Ly tal que
b
I(b) = lim f(&)dW  (limite en Ly),

a——0o0 a

en cuyo caso escribimos

b
1(b) = / F(2) AW (2).

(Sugerencia: use la ecuacién (13) con f = g y el Lema 27.9.)

(b) I(b) es una v.a. gaussiana con media E1(b) = 0 y varianza
b
Varl(b) = o / F(1)dt.

(c) Si g € C(R) es otra funcién que satisface (25), entonces

E ( /_ ; FAW - /_ OO gdW) _ o2 /_ r:n(b’c) F(t)g(t)dt.

(Compare con (13).)

22.10. Sea v < 0 una constante y Y(+) el PE definido por

t
Y(t) = / eUMAW (r) para  —oo <t < oo.

—00

(a) Verifique la condicién (25) en el Ejercicio 9, i.e.

t
/ e dr = —1/2a < 0.

—0o0

(b) Demuestre que Y'(+) es un proceso gaussiano con media 0 y funcién de
. 2 _ . .

covarianza Ky (s,t) = f—hea‘t sl Tuego, Y (+) es Lyestacionario con

2

funcién de covarianza ry (t) := Ky (0,t) = %-e*'l vt € R.
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22.11. Sea Y'(+) el PE definido en el Ejercicio 10, con a := —b/a < 0, y sea

. 1 1 [
X(t) = Ly () = -/ DG () Y — o0 <t < o0

—0o0

1 t
X(t) = e*X(0) + = / AW (r) Vit > 0; (22.26)
0

por lo tanto, X(t) coincide con la solucién (19) de la EDE (17) con ¢y = 0
y condicién inicial X(0). Ademds, por el Ejercicio 10, X(+) es un PE Lo
estacionario, gaussiano, con media 0 y funcién de covarianza

(1) = — et — _~
() 2aa2€ 2ab€

Al — o0 <t < 00.

Demuestre que X(-) es el inico PE Ly-estacionario que satisface (17). (Su-
gerencia: suponga que existe otro PE X(+) que satisface (26) y observe que
X(+) y X(+) coinciden si X(0) = X(0) con probabilidad 1.)

22.12. Sea Y (-) = {Y(t),—00 < t < oo} un PE Ly-estacionario y Lo—
continuo y considere la EDE

aX'(t) + bX(t) = Y (t). (22.27)
(a) Demuestre que, con o := —b/a,
1 t
X(t) = e X (ko) + —/ )Y (s)ds para t >t
aJy,

es solucién de (27) con condicién inicial X(tp). (Sugerencia: compare
con (17) y (19).)

(b) Demuestre que si o = —b/a < 0, entonces X(t) := 1 f t=s)y (s)ds
es la tinica solucién Ly—estacionaria de (27). (Compare con el Ejercicio
11.)
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23 Movimiento Browniano

’Contenido: Movimiento Browniano, variacién cuadratica. ‘

En esta seccién probamos la existencia del movimiento Browniano (MB),
también llamado proceso de Wiener, y estudiamos algunas de sus propiedades.

La siguiente demostracion es un refinamiento de la idea original de N.
Wiener propuesto en 1961 por Z. Ciesielski.

Teorema 23.1. Existe un espacio de probabilidad (Q, F, P) donde estd bien
definido el MB {B;, t € [0,00)}.

Demostraciéon. Parte I. Definimos primero las funciones de Haar de
la siguiente manera: Hfo) =1, t € [0,1], yparan > 1y k € I(n) =
{k<2" k impar} ={1,3,...,2" — 1}

2 ve [ )
() =4 -2 te £ 51)
0 e.o.c.

Ahora construimos las funciones de Shauder

t
S (1) ::/O H™(s)ds, t € [0,1], n >0, k € I(n).

La funcién S ,g estd centrada en 5 y la altura méxima es 2~ = , ademas no
hay traslape para los diferentes 1nd1ces k € I(n). Definamos pues

Z Z M), te0,1], n >0,

m=0 keI(m

donde {g,(j”), m > 1, k € I(m)} es una coleccién de v.a. normales (0, 1) i.i.d.
Mostremos que para w fija B (w), BM(w),... es una sucesién convergente
en C|0, 1] con la norma del supremo.

Parte II. Tenemos que

Pl > z) = \/>/ e 2 dy <\/7/ eV 2 dy = \/Ee_x 2,

luego P(An) < /25

wk = {167 > n}.
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Sea D, := {maxje(n) |§,S,")] > n}, luego

—n?/2
P(Dn):P< U Ank><2”\/zen :

k<2" impar

porloque > >° P(D,) < oo. Por el Lema de Borel-Cantelli P(("~_, s, D;) =
0.
Esto quiere decir que para casi toda w € 2, hay N(w) < oo tal que

€ (W) < nsin > N(w). Por lo que

Z 7 1er (w) s ) Z m2-

m=N (w) k€I(m) m=N (w)

para toda t € [0,1]. Notemos ahora que para t fija, S,im) (t) # 0 solo para
un indice k € I(m), esto implica que para casi toda w € Q, B™ converge
uniformemente en ¢ € [0, 1], por lo que B := lim,,_,o, B™ est4 en C|0, 1] casi
siempre. Ahora veamos que B es en efecto un MB.

Parte III. Observamos que {H;”K n >0, k€ I(n)} es una base ortonor-
mal en L5[0, 1]. Para ver que es completa, supongamos que hay fels [0 1]

(n)

ortonormal a todo Hj Entonces la funcién continua F(t fo

se anularia en 0 y 1, pues fJ_H1 ; pero también se anularla en 1/2, pues
fL Hl(l); y también en 1/4 y 3/4, pues fJ_{Hl(Q),H?EQ)} y por lo anterior; y
as{ sucecivamente se tendria que F' se alenula en un conjunto denso, lo que im-
plicarfa que F' es nula en todo ¢ € [0, 1]. Tenemos pues que (Vf, g € Ly[0, 1])

Z > H g B,
n=1 kel(n)
En particular si f(t) := Ipg v g(t) := Ljo,q,
min(z, s) Z Z (f, H ) (23.1)

n=1 kel(n

Ahora, sean 0 =ty < t; < ... <t, <1y {0,...,0,} CRy O, =0;
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tenemos que

n

E |exp —ZZ "> (0541 - 0,)8(t)

E [eiZ?—l(%H‘%)Bg)}

m=0keI(m) Jj=1
_ H 1T (SO -0)5™ )
m=0 kel(m)
1 n n m (m)
=exp | =5 D D (01— 6)(Biga — Z S s (t)
j=1 i=1 m=0kel(m)

Usando (23.1), al tomar N — oo llegamos a

E[eizyzlej(Btj_Btj—l)} — E[ =132 (041— G)Bt}

_ . .
= exp |— Z Z j+1 = 05)(0ipa — 05)t; — B} Z(ej-i-l - Hj)Qtj]
L Jj=1li=j+1 j=1
1 n
- Z i1 = ) (=050t = 5 3 (051 = 20505 + )
L j=1
_1 n—1 1 n
1
- PG Z<912+1 07)t; — 593% = e =%

Por lo tanto {Btj — Btj,l }?:1 son normales con media cero, varianzas t; —t;_;
y son independientes. Por eso B es MB.

Finalmente, sean XY, X2 una sucesién de MBs en [0, 1] independi-
entes, y construyamos el MB en [0, c0) como

Byi=XY+ x4 x™
parat € [n,n+ 1). O

Ahora veremos propiedades del MB. Para ello enunciamos algunos resul-
tados basicos de teoria de martingalas en tiempo continuo.
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Definicién 23.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad.

i) F:={F;, t > 0} es una filtracién si (Vt > s >0) F, C F, C F.
ii) Un proceso X estd adaptado a F si X, es F-medible.

iii) F es continua por la derecha si F, = F,, = Mot Ts-

iv) T € R* es tiempo de paro c.r.a Fsi (V& > 0) {T <t} € F,.

Observacién 23.3. La coleccién {F;;} es una filtracién continua por la
derecha.

Definicién 23.4. Sea X un proceso estocasticos real valuado y A C R. El
primer tiempo de llegada a A es

Hy =inf{t >0: X, € A},
y el primer paso a A es
Ty:=inf{t >0: X, € A}.

Proposicién 23.5. Sea X un proceso con trayectorias continuas y JF la
filtraciéon generada por X, ie. F = o({X5,s < t}). Si A es abierto o
cerrado entonces H4 es tiempo de paro c.r.a F. Si A es cerrado, entonces Ty
es tiempo de paro c.r.a {F;, }.

Definicién 23.6. Sea T un tiempo de paro c.r.a una filtracién F, definimos
la siguiente colecciéon de conjuntos

Fp = {Aeff:Aﬂ{Tgt} e&:}.
Nota 23.7. Se puede mostrar que Fr es una o—algebra.
Teorema 23.8. Sea X una martingala uniformemente integrable, es decir
SltlpE [1 XL 1x,501] — O cuando r — .
Entonces, hay X, € Ly tal que X; Iy X cuando t — oo. Ademds, X; =
E[X|F]. Aqui {F;} es la filtracion generada por X.

Teorema 23.9. (paro opcional) Sea X una martingala y S y T tiempos
de paro con S <T < 0o c.s. Entonces Xg = E[Xr|Fg].
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Teorema 23.10. Sea B un MB. Entonces los siguientes procesos son mar-
tingalas:

i) By, t > 0.

i) BE —t, t > 0.

iti) (Vu € C) X, := exp(uB; — 3u’t), t > 0.

Demostracién. iii) Como E(exp(uB;)) = exp(u?t/2), entonces (V¢ >
0)E(X;) =1, o sea que estd en Li. También

2 w2
E (exp {uB(t +s) — %(t + s)} |9-'t> = etBt=7t,

]

Teorema 23.11. El MB tiene la propiedad fuerte de Markov, i.e. para
cualquier tiempo de paro T c.r.a la filtracion natural F vy tal que P(T <
o0) =1, se tiene que

Xi:=Bryy — Br, t 20,

es un MB independiente de Fr.

Demostracién. Como M, := exp(i#B; + %t) es una martingala, por el
teorema de paro opcional

02
E [exp (iQBmin(s,n)+t + ?(min(S, n) + t)) |3’min(57n)]

02
= €Xp (ieBmin(S,n) + 5 min(‘gv TL)) )
donde n > 0, S es un tiempo de paro finito c.r.a F. Si n — 0o, tenemos

E [exp (i0(Bs.t — Bs)) |Fs] = e /2,
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Asl,siO=1t; <t < ... <t, < oo, {917"'7071}CRYA€3:T’
E IA exp (Zzek(xtk _thl))]

i k=1
= FE |Ijexp <izek(BT+tk — BT-‘rtk—l))]

k=1

I, exp (Z Z 0 (Brit, — BT+tk1)> ‘3~T+tn1] ]

k=1

= FE|E

i n—1
02 .
= FE |Isexp (Z Z Qk(BTthk - BT+tk1))] e~ 3 (tn—tn-1)
L k=1

Al seguir aplicando este procedimiento llegamos a

I exp (Z'Z@k(th - th1)>
k=1

lo cual muestra lo deseado. O
Ahora enunciamos una lista de resultados ttiles sobre el MB. Definimos
T,:=inf{t >0: B, =x} cona <0 <b.

E = B[] H e*?(tk*tkfl),

k=1

e Para = € (a,b) y 7 := min(7,,T}) se tiene P,(T < oo|By =z) =1y
E[7|By = 7] < 0.

e También P(T, < oo|By =a) = 1.
e Sea M, := maxy<s<; Bs, entonces para toda = > 0.

P(M; > x|By =0) =2P(B; > z|By = 0)

12
o P(T, <) = [{ LLsPe s

e Principio de reflexiéon. Sea T' un tiempo de paro, entonces

Y B, t<T
T 2Br - B, t>T,

es un MB.

317



e La densidad conjunta de (By, M;) es

22y —x (2y — x)?
fman(2,y) =\ —= 55— exp <T Ty>0,0<y)-

e La ley arcoseno:
2
P((Vs € [a,b])Bs # 0) = — arcsin \/a/b.
™

Nos gustaria ahora definir la integral estocastica de un proceso X c.r.al
MB: [ X (s)dW (s). Sin embargo, por los siguientes resultados, veremos que
esto no lo podemos llevar a cabo usando la integral de Stieljes, la cual pide
que W sea una funcién de variacion acotada.

Proposicién 23.12. (Variacién cuadratica de W (-).) Para cada m =

1,2,...,sea Ty :a = 1f <" <--- <t = buna particién de [a,b] con
médulo |7,| := max |7}, — t"]. Sea
Nm—1 Ny —1
Smi= Y (AW = Y [W(th,) — WEm]

i=0 i=0
(a) Si|m,| — 0, entonces

S, —b—a en L. (23.2)

(b) Si )’ |mm| < oo, entonces la convergencia en (23.2) se cumple c.s.

Nota 23.13. Téme [a,b] = [0,¢]. Entonces (23.2) implica que, cuando
|Tm| — 0, el siguiente limite existe

(W), :=1lim S,, =t en probabilidad ¥t > 0.

Al PE {(W); =t, t > 0} se le llama la variacién cuadratica de W(-) y
tiene la propiedad de ser un proceso unico, continuo, con trayectorias no—
decrecientes y, ademéas, W?(t) — (W), es una martingala. Estos conceptos y
observaciones son validos si en lugar de W (-) tomamos cualquier martingala
de cuadrado integrable. Por ejemplo, si N(-) es un proceso de Poisson con
parametro A, entonces su variacion cuadratica es

(N), = EN(t) = M
porque N (t) — At es martingala.
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Demostracién. Recuérdese que si X ~ N(0,1), entonces E(X*) = 0

para k impar y
k!

P00 = e

si k es par.
En particular, como
AVVZ = W(tZJrl) - W(t,L) ~ N(O,tprl - tl) = N(O, Atl),

vemos que

E(AW;)? = Aty E(AW)* = 3(At)2 (23.3)
N —1
De aqui se sigue que E(S,,) = >, Atl"=b—a,y
1=0

Var(S,,) = E[S,, — (b — a)]?;

luego, (23.2) es equivalente a: Var(S,,) — 0 cuando m — oo.
Ahora, como W () tiene incrementos independientes,

Var(S mz_ Var[(AW/™)?].
Pero
Var[(AW™? = E(AW™* — [E(AW™)2)2
= 3(At"M?* — (AtM)?  (por (23.3))
= 2(AtM)* <2+ T - AL
Luego
Var(S,,) < 2|m,| i: At = 2|7, | (b — a) (23.4)

y cuando m — oo se obtiene (a).
Por otra parte, si Z |Tm| < 0o, entonces, por (23.4),

Z\/ar <2b—a)2\7rm|<oo.

m

Por lo tanto, (b) se sigue del Ejercicio 24.3. O]
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Teorema 23.14. Casi ninguna trayectoria del MB W es de variacion aco-
tada.

Demostracion. Usando la notacion anterior, tenemos que

Ny —1 Ny —1 N —1
Z (AW™)? = Z AW |JAW| < max [AW"| Z |AW™.
=0 =0 i=0

Como el lado izquierdo converge a b —a > 0 en Ly, entonces hay una
subsucesién de {n,,} donde la convergencia a b — a es casi segura. Para esa
subsucesion se tiene que max; |[AW"| — 0 c.s, pues las trayectorias del MB
son continuas. Asi, la unica posibilidad para no tener contradiccién es que
cuando m — oo

Nm—1
Z AW | = o0 c.s.
i=0
O
De lo anterior vemos que no podemos usar la integral de Stieljes para
definir [ X (s)dW (s) trayectorialmente, sin embargo al mostrar que W tiene
variacion cuadratica finita se ofrece una posibilidad para definir la integral;
veamos el siguiente resultado artesanal para definir [ W (s)dW (s).

Proposicién 23.15. Sean a =0 y b =t. Se tiene que

e W2(t) ¢
S W) - w3 50
=0

donde s :=t".

Demostracién. Usando la identidad a(8 — o) = (2 — o?) — 3(8 — a)?
tenemos que

Nm—1

Z W) (W () — W ("))

Nm—1 Nm—1

= 3D W) WA — 5 D (W) - W)

1=0

La primera es una suma telescopica, y la segunta converge a la variacién
cuadratica, cuando m — oo. O
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Proposicién 23.16. En la proposition anterior, si sj" := vt/ + (1 — )7},

con v € [0, 1], el limite es
W2(t) t

Ll
2 S
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24 La integral de Ito

Contenido: La integral de Ito, la isometria de Ito, propiedades de la
integral de Ito.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Un intervalo [a, b], para a < b <
00, siempre estarda dotado con la o—dlgebra de Borel Bla, b], y la medida de
Lebesgue A(dt) = dt. Consideraremos el espacio usual Lo(2) = Lo(2,F,P) y
también el espacio Ly([a,b] X Q) = La([a, b] x 2, Bla,b] x F) con el producto

interno
b b
(f.9)=FE (/ f(t)g(t)dt) =/ E[f(t)g(t)]dt. (24.1)

Luego, la norma en Ly([a, b] x )

| =V =1/ [ B2 (24.2)

Observacién 24.1. Recuérdese que un PE f(+) ,t > 0} sobre
(Q,F,P) es de hecho una funcién de dos Varlables ( ,w) — f(t,w), de
la,b] x Q@ — R, tal que

e f(t,w) es una v.a. sobre Q) para cada t fijo, y

e f(t,w) es funcién de t > 0 para cada w fijo (en este caso se dice que
t — f(t,w) es una trayectoria o realizacién del proceso f(-)).

Usaremos la notacién usual f(t) = f(t,w) 6 fi = fi(w).

Considérese un proceso de Wiener o movimiento Browniano W(:) =
{W(t), t > 0} estandar, es decir, con pardmetro o> = 1. Sea 3 = {F}V,
t > 0} la filtracién natural de W (), i.e. F)¥ := o{W(s), 0 < s < t}.

Definicién 24.2. Para 0 < a < b, sea NJa,b] la familia de PEs f(:) =
{f(t), t > 0} tales que

(a) (t,w)— f(t,w):[0,00) x Q@ — R es medible;
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(b) f(+) estd adaptado a FV (i.e. f(t) es ?fvfmedible para cada t > 0);
(c) f € Ly([a,b] x Q), es decir, f E[f3(t) f F2(t)dt] < oo; ver (2).

Decimos que f € NJa,b] es un PE escalonado (o elemental o simple) si
existe una particiéon a =tg <ty < --- < t, = b de [a, ] tal que

f(t)Ef(t,) Vit e [tiati—i-l)a z:O,l,,n—l,

en otras palabras,

—_

n—

f(t) = f(ti)j[ti,ti+1)(t>7

i

Il
=)

en donde, por convencion, [t,_1,t,) = [tn_1,b]. Denotaremos por E|a, b] la
subfamilia de PEs escalonados f € N]a, b].

Definicion 24.3. (La integral de Ito para PEs en £a,b].) Si f € &[a, b
es escalonado, definimos la integral de Ito de f como

b n—1
| rwaw e =3 rapaw, (24.3)
a i=0
donde AW; := W(t;11) — W(t;). Algunas veces escribimos la integral de Ito
como fabde 6 como I(f).

Proposicién 24.4. (Propiedades de I(f) para f € E[a,b]) Sean f, g procesos
en E[a,b] y a, f nimeros reales. Entonces:

(a) [*(af + Bg)dW = a [P fdW + 8 [* gdW;

(b) la integral de Ito f; fdW es una v.a. con media cero, i.e.

b
E ( / de> 0, (24.4)
y varianza

E (/abde)2 - /abE[f2(t)]dt —E Ub f2(t)dt] L (o45)
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Al resultado en (5) se le llama isometria de Ito. (Vea la Observacién
24.5.)

Demostracién. La demostracién de (a) se deja como ejercicio para el
lector. (Obsérvese que aof + g es un PE en Ela, b].)

(b) En la demostracién de (4) y (5) usaremos que por la independencia
de incrementos de W (+), la v.a. AW, := W(t;11) — W(t;) es independiente
de ng/ , que a su vez implica

E(AW;|F)Y) = E(AW;) =0 (24.6)

E[(AW)?|F,)] = E[(AW:)?] = b1 — t. (24.7)
Ahora, por (6),
E[f(t)AW;] = E(B[f(t:)AW;|F,]])

= E(f(t;)E[AW;|F)])
= 0 para +=0,1,...,n—1,

que junto con la definicién (3) da la igualdad (4) porque

E {/abfdw] - jz:;E[f(ti)AWi] ~0.

Finalmente, para demostrar (5) usamos de nuevo la definicién (3) de la
integral de Ito para obtener

2

E(/abde) — A+ B, (24.8)

donde

A=E |3 f)PAW,)?
=0
y
B:=2E |> f(t:)f(t;) AW,AW;| |
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Usando (6) se puede ver que B = 0 porque, para t; < t;,

E[f(t:)f(t;)) AW, AW = B(B[--|F)])
= E(f(t:)f(t;) AW, E[AW;|F7])

= 0.
Por otra parte,
n—1
A=) Blf(t) (AW
i=0
y como
E[f(t:)*(AW)?] = B(B[--|5])
= B(f(t)*E[(AW:)*|5,)])
B[f(t:)*)(tia — ) por (7),
vemos que
b
A :/ ELf2()]dt.
Sustituyendo estos resultados en (8) se obtiene la igualdad (5). O
Observacién 24.5. Sean (Vi,|| - ||1) y (Va, ]| - ||l2) dos espacios vectoriales

normados con productos internos (-, )1 y (-, -)2, respectivamente. Se dice que
una funcion lineal I : Vi — V5 es una isometria si para todo v € Vj se
cumple que || I(v) ||2=]|| v ||1. En este caso es fécil ver que

(0,01 = (I(v),I(v'))s Vov,0 €. (24.9)
(Esta igualdad se puede obtener usando el analogo de la férmula
Loy o 2
z-y =5l +y (@ —y)]
para x,y en R.) Ahora interpretemos la integral de Ito como una funcién
I: &la,b] — Ly(Q) que a cada proceso f en E|a,b] le asocia la v.a. I(f) =

fabde definida en (3). Por la Proposicién 24.4(a), la funcién I es lineal,
mientras que la igualdad (5) establece que la norma de la v.a. I(f) € Ly(£2)
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coincide con la norma de f € Ly([a, b] x§2) definida en (2). En otras palabras,
I:E&a,b] — Ly(R2) es en efecto una isometria.

Esto significa, en particular, que en lugar de (9) podemos escribir

(f,9) = (f), 1(9)) YV [,g € Ela,b],

en donde (f,g) estd dado por (1), mientras que

(I(f), 1(9)) = E[I(f) - I(g)] = E Uabde-/abgdW] ,

es decir,

E [/abde-/abgdW] —F Mbm)g(t)dt] :/abE[f(t)g(t)]dt (24.10)

para todo f, g en Ela, bl.

Lema 24.6. El espacio £[a, b] es denso en N|a, b] en la norma de Ls([a, b] X
2); es decir, para cada f(-) € NJa,b] existe una sucesién {f,} en Ela, b] tal
que

(/ | fn(2) ()] dt) — 0 cuando n — oo. (24.11)

Demostracién. Caso 1: f es acotada y tiene trayectorias ¢t — f(t,w)
continuas para cada w € €.

Como f es continua en el compacto [a,b], es también uniformemente
continua, entonces para cada n = 1,2,..., podemos definir 7, = {a = t; <
ty < -+ <tp, = b} una particién de [a, b] de tal manera que |f(t;) — f(t)| <
I/nsit € [ti,tiv1), y sea f, € E[a,b] la funcién

Zf Mt i) (t

Asi, se tiene que

[ 150 - spa= fj/”lm F(t)Pdt — 0
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cuando n — oo. Esto implica (11), por el Teorema de Convergencia Acotada.

Caso 2: f € NJa,b] es acotada, es decir, existe una constante M tal que
|f(t,w)| < M para todo (t,w) € [a,b] x Q.

En este caso, por el Ejercicio 2 existe una sucesién de funciones f, €
Nla,b] tales que t — f,(t,w) es continua para todo w € Q y, ademas,
|fult,w)] < My fu(t,w) — f(t,w) para todo (t,w) € [a,b] x Q. Esto
implica (11), por el Teorema de Convergencia Acotada.

Caso 3: f € NJa,b] es arbitraria.

Para cadan =1,2,..., sea f, € Nla,b| la funcién truncada
fa) = f(t) si [f@®)]<n (ie. =n < f(E) <n),

= n si f(t)>n

= —n s f(t) < -—

Nétese que cada f,, es acotada (porque |f,| < n), estd dominada por f (|fa|
< |f| para todo n), y f.(t) — f(t) para todo t € [a,b] cuando n — co. Esto
implica (11), por el Teorema de Convergencia Dominada. ]

Definicién de la integral de Ito para f € Nla,b]. Si f € Nla,b], por
el Lema 24.6 existe una sucesion {f,,} en Ea, b] que satisface (11). Entonces,

por la propiedad de isometria, la sucesién de integrales I(f,,) = f frndW es
una sucesiéon de Cauchy en Ly(2) = Ly(Q2, F, P) porque

Bl ~ 1P = B [ (= faav
= [ G gl (oo )

— 0 cuando n,m — oo (por (11)).

Por lo tanto, existe una v.a. I(f) € Ly tal que I(f,) — I(f) en Ly. Al limite
I(f) se le llama la integral de Ito de f y escribimos

_ / " HOAW () = (L) Jim o (24.12)

Propiedades de I(f) para f € N]a,b:

(a) I(f) es independiente de la sucesién aproximante {f,}.
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(b) Por (12) y el Ejercicio 4, la integral I( f) satisface (4), (5) y (10), es decir,
para todo f,g en N]a,b|:

EI(f)=E (/abde) =0, (24.13)

2

Var(I(f)) = F (/abde) = /abE[ﬁ(t)]dt, (24.14)

Cov(/abde,/abgdW) = E(/abde-/abgdW)
dt.

- / E[f(1)g(t)

a

(24.15)

Relacionado con la Proposicién 23.16 tenemos lo siguiente.

Definicién 24.7. (La integral de Stratonovich) Si en (3) reemplazamos
f(t:) por f(t) con tf = $(t; + tix1), que es el punto medio de intervalo
(ti,tiv1), la integral resultante se llama la integral de Stratonovich de f que
denotamos por

b
S(f)z/ £(t) 0 dW(2).

Ejemplo 24.8. Sea 7w :a =1ty < t; < --- < t, = b una particién de [a,b] y
sea a € [0, 1] un nimero fijo. Para cada ¢ =0,...,n — 1, sea

t;k = (1 — Oé)tz + ati+1.

En particular, si =0, entonces t; = t; es el extremo izquierdo del intervalo
[ti, tis1); st @=1/2, entonces t} = 1(t; 4 t;11) es el punto medio de [t;, t;11).
Sea

n—1
Spi= Y W(t) - AW;  [con AW, := W (tip1) — W(t:)].
=0
En todo caso, usando la variacion cuadratica se puede demostrar que para
a € [0,1]

(Ly) lim S, = ~[W2(5) — W2(a)] + (@ — 2)(b— a). (24.16)

|7|—0 2 2
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Por lo tanto, como W (-) estd en N|a,b|, con o = 0 obtenemos la integral de
Ito

b 1, ) 1
[ wdw = e - wia) - (6~ a

con a = 1/2 obtenemos la integral de Stratonovich
’ 1
/ WodW = §[W2(b) — W?(a)).
De hecho, para cualquier «a € [0, 1] podemos definir una integral estocastica
b 1 1
(a)/ Wdw = 5[WQ(b) —W3(a)] + (o — 5)(b —1).

(La demostracién de (24.16) se puede ver en el libro de Arnold (1974), pp.
58-61, o en el de Mikosch (1998), pp. 96-98, o de hecho en cualquier texto
sobre ecuaciones diferenciales estocasticas.) O

Definicién 24.9. Si f € Nla,b] y A € Bla,b], entonces f - 14 estd en NJa,b|
y definimos

/A FOAV () = / FOLL AV ().

En particular, si f € N[0, T] para algin T > 0, entonces podemos definir la
integral indefinida

¢
X(t) = / F(8)dW(s) Vtel0,T). (24.17)

0
Proposicién 24.10. Sea f € N[0,T] y X(-) el proceso en (24.17). Entonces

(a) X(-) esta adaptado a 7, i.e. X(t) es F}' —medible VO <t < Ty

(b) X(+) es un proceso en Ly y una martingala c.r.a. 3. Por lo tanto:

(c) P(sup [X(t)] >¢) < & [y E[f*(s)lds, v

o<t<T

(d) E( sup [X(1)[2) <4 [} E[f>(s))ds.

0<t<T
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Demostracién. (a) Para un PE escalonado f € £[0,T], el inciso (a) se
sigue de la definicién (3); para f € Na,b|, (a) se sigue de la definicién de
I(f) en (12).

(b) Por (a) y (13)—(14), la integral X(-) esta adaptada a 7V, tiene media
EX(t) = 0 y varianza Var(X(t)) = EX?*(t fo )|ds. Luego, para
demostrar (b) sélo falta verificar que F[X ( )\S’KV] X( ) para todo 0 < s <
t < T, 6 equivalentemente

EX(t) = X(s)|[F¥]=0 V0<s<t<T.

De hecho, como

X(1) ::/Otde:/OSdeJr/:de:X(s)Jr/:de,

debemos probar que
t
E (/ de|3r§V) = 0. (24.18)

Supoéngase primero que f € £[0,7]. Entonces, para alguna particiéon s =
to <ty <---<t,=tde s, t], tenemos

/t FdW = nz ft)AW;  (con AW, = W (tip1) — W (t:);
s 1=0

luego
1

E(/tdeb’L’V) S E[f(t) AW;|FY].

=0
Pero, como S"ZV C 3"2’,
E[f(t)AWi|F)] = BE(f(t:)AWi|F,)|F]
= B[f(t)E(AWi|F}))I1F]
= 0 por (6).
Esto demuestra (21) para f € £[0,7]. De este hecho y de (12) se obtiene
(21) para f € N[0, T] arbitraria.

Finalmente, por (b) y (14), los incisos (c) y (d) se siguen de las desigual-
dades para martingalas (vea la Nota 1 al final de esta seccién.) O
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Definicién 24.11. Sean X(-) = {X(¢),t > 0} y Y(:) = {Y(¢), t > 0} dos
PEs sobre (Q, F, P). Decimos que X(+) es una versién de Y'(-) si

PX() =Y (1) =1 Vt>0.

Teorema 24.12. (Continuidad de la integral.) Si f € N[0,T] y X(¢) :=
fotde, entonces eziste una version Y (+) de X(+) que tiene trayectorias
continuas c.s.

Demostracién. Caso 1: f € £[0,7]. Sea0 =ty <t; < -+ <t, =T

una particién de [0,7], y para cada t € [0,7] sea ¢ := max{t;|t; < t}.
Entonces

PN

X(0) = [ FW =3 1AW+ (O - W]

Luego, por la continuidad de W(-), el proceso integral X(-) es continuo.

Caso 2: f € NJ[0,7]. Por el Lema 24.6 existe una sucesiéon {f,} en

£[0,T) tal que
T

lim [ E|f.(s) — f(s)]*ds = 0. (24.19)

n—o0 0

Sea X,,(t) := fg fndW. Porla Proposicién 24.10(c) y (24.19), cuando n — oo
tenemos

1 /7
P( sup [X,(t) — X(t)| >¢) < —2/ E|f.(s) — f(s)|*ds — 0.

0<t<T e2 Jy
Por lo tanto, existe una subsucesién {n;} de {n} para la cual

1
P(sup [Xo () = X(8)] > 1/2) < 5 Vk
0<t<T 2
y por lo tanto

> p ( sup | X, (t) — X(t)] > i) < (1/2)F < o

9k
0<t<T 1

Luego, por el Lema de Borel-Cantelli (Ejercicio 5), para casi todo w € €
existe un entero k(w) para el cual

sup |X,, (t,w) — X(t,w)| < 1/2F VE > k(w).

0<t<T
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Es decir, para casi todo w (en otras palabras, c.s.) X(+) es el limite uniforme
de una sucesién de vv.aa. continuas y, por lo tanto, X(-) es continuo. O
La integral de Ito para procesos no—anticipantes

Definicién 24.13. Sea W () = {W(t), t > 0} un proceso de Wiener sobre
(Q,F,P), y sea G(-) = {G;, ¢ > 0} una familia de sub-o—dlgebras de &.
Decimos que §(+) es no—anticipante con respecto a W(+) si:

(a) G(+) es creciente (i.e. G, C G, V0 < s <t);

(b) W (-) estd adaptado a G(+) (i.e. W(t) es G;—medible V¢ > 0, o equivalen-
temente, T} C G,);

(c) Paratodot >0y h>0,W(t+ h)— W(t) es independiente de G;.

Ejemplo 24.14. (a) La filtracién natural §(-) = FV (ie. G, = F}" para
todo t > 0) es no-anticipante con respecto a W(-). De hecho, " es la
familia “més pequena” de filtraciones no—anticipantes.

(b) Sea C' una v.a. independiente de ?XV para todo t > 0, y para cada
t > 0 sea G, la miima o-dlgebra que contiene a o{C} y F'. Entonces
G(-) = {Ss, t > 0} es una filtracién no—anticipante con respecto a W (-).

(c) Sean Wi (+), ..., Wy(+) procesos de Wiener independientes, es decir,
las o—algebras o{W;(t), t > 0}, parai = 1,...,d, son independientes. En-
tonces el PE W (+) = {W(t), t > 0} con W (t) := (Wy(t),..., Wa(t)) € R se
llama proceso de Wiener d—dimensional. (Si A es una matriz, A’ denota
su transpuesta.) Sea

G =T :=a{W(s), 0< s <t}

la minima o—algebra que contiene a 3"?/ "para i = 1,...,d. Entonces {9,
t > 0} es no—anticipante con respecto a cada W;(+) (i = 1,...,d) y también
no—anticipante con respecto a W(-) = (Wi (), ..., Wa(+))"

Observacién 24.15. Notacién de matrices. Si F' = (f;;) es una matriz
cuadrada, definimos su traza como

Te(F) =) Fu
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Si F' = (f;;) es una matriz m X d definimos su norma como

1/2
|F| = [Te(FF))V/? = <ZZ ) .

i=1 j5=1

Definicién 24.16. La integral vectorial de Ito. Sea W (-) = (W(-),...,
Wy(+))" un proceso de Wiener d—-dimensional, y G(-) = {G;, ¢ > 0} una familia
no—anticipante con respecto a W (). Sea Nla,b]"*¢ (“na” significa no—
anticipante) la familia de PEs matriciales F(-) = [f;;(+)] : [0,00) x Q@ —
R™*? tales que (como en la Definicién 24.2):

(a) (t,w)— fij(t,w) :[0,00) x 2 = R es medible;

(b) F(-) esta adaptado a G(-) (i.e., cada componente f;;(t) es G;—medible
para t > 0);

(c) F(+) € Lo(la,b] x ), f |F(t)]?dt] < oo, en donde |F(t)| es la
norma de F'(t) = (fw( )) (vea la Observacién 24.15).

Entonces definimos la integral de Ito fab F(t)dW (t) = fab F dW como el vector
aleatorio cuya i—ésima componente (i = 1,...,m) es

b d b
</ Fdw)i::;/a FidWi;

es decir

b d b d b !
/ FdW = (Z/ fljdwj,...,Z/ fmjdwj> : (24.20)
a j=1va j=1v0a

Cada una de las integrales f; fi;dW; se define como en (12) pero sustituyendo
FV con §(-). Por otra parte, si m = d = 1, escribimos N[a, b]"*? como
Nla,blnq.

La integral vectorial (24.20) satisface todas las propiedades vistas en esta
seccion, con los cambios adecuados de notacion. Por ejemplo, comparando
con (13), el valor esperado de la integral es el vector.

E (/adeW) _0eR™ (24.21)
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Asimismo, en lugar de (14) ahora tenemos la matriz de covariancia

(/ab FdW> : (/b FdW) /] _ /ab E(FF')ds. (24.22)

En particular,

E

b b
E|/ FdWP:/ E|F|ds. (24.23)

Definicién 24.17. La integral de Ito para procesos f ¢ Ly([a,b] x ).
En la Definicién 24.16 considérese el caso escalar m = d = 1 pero en lugar
de (c) ahora tenemos

(¢”) ff f2(t)dt < oo c.s.

A esta nueva familia de PEs la denotaremos por M]a,b],, (en lugar de
Nla,b],a) v definimos la integral de Ito como sigue:

Paso 1. Si f € M|a,b],, es un PE escalonado, digamos

—

n—

f@) = f(ti)[[ti,ti+1)(t)7

%

I
o

definimos la integral de Ito como en (3), i.e.

—_

(2

I
=)

Paso 2. (Los procesos escalonados son densos en M|a, bl,, pero c.s.: com-
pare (24.24) con (11).) Para cada f € M]Ja,bl,, existe una sucesion {f,} de
procesos escalonados en M|a, b],, tal que

/b |fu(t) — f(&)Pdt =0 c.s. (24.24)

[Demostracién: Ver Arnold (1974), Lemma 4.4.5.]

Paso 3. Si fy {f.} son como en el Paso 2, entonces la sucesién de integrales

fab fndW converge en probabilidad (no en Lg, como en (12)) y definimos
la integral de Ito de f como

b b
/ fdW = lim fndW  limite en probabilidad. (24.25)

n—oo a
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La definicién de la integral (24.25) en el caso vectorial, con f(-) € R™*?
y W(+) € R? se hace exactamente igual que en los Pasos 1,2,3; véase (24.20).
(Los detalles pueden consultarse en el libro de Arnold (1974), Seccién 4.4,
por ejemplo.)

La definicién (24.25) para procesos f en M|a, b],, es més general que (12)
o que la Definicién 24.16 en el sentido que M|a, b],, es un espacio mucho
mayor que (es decir, que contiene a)

Nla,b],a O Nla,b)].

Sin embargo, esta generalidad tiene un precio alto; por ejemplo, en general,
la integral en (24.25) no tiene las propiedades (13) y (14).

Notas § 24

1. Desigualdades para martingalas. Sea X(-) = {X(¢), t > 0} una
martingala en L, (i.e. E|X(t)[? < oo para cada t > 0). Entonces
(a) Paratodop>1,T>0ye>0:
P ( sup ()| 2 ) < BRI

0<t<T

(b) Para p > 1 se cumple la desigualdad mazimal de Doob:

(o))< 2 e

La demostracién de (a) y (b) se puede ver, por ejemplo, en el libro de Karatzas
y Shreve (1991), p. 13, Theorem 3.8.

Ejercicios § 24
24.1. Demuestre la Proposicién 24.4(a).

24.2. Sea f : [a,b] — R una funcién Borel-medible, acotada por una con-
stante M, y para cadan = 1,2,..., sea f, : [a,b] — R la funcién continua
definida como

t
fult) == n/ e_”(t_s)f(s)ds para a <t <b.
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Demuestre que la sucesion {f,} esta acotada uniformemente por M y que
fn(t) = f(t) para A—casi todo t € [a,b], donde X es la medida de Lebesgue.

24.3. Sean X,X,, (n =1,2,...) vv.aa. y considere las proposiciones:
(a) (X, —=X)€Lyy Y 2 E(X, —X)? < o0

(b) >0, P(|X,, — X| > ¢) < oo para cada ¢ > 0. (En este caso se dice que
{X,,} converge completamente a X.)

(c) X, = X es.

Demuestre que (a) = (b) = (c).

24.4. Sean X, X, (n = 1,2,...) vv.aa. en L, tales que X,, — X en Ls.
Demuestre que (a) EX,, — EX,y (b) EX? — EX2.

24.5. Demuestre el Lema de Borel-Cantelli: Si {A,} es una sucesién

de eventos tales que > P(A,) < oo, entonces P(limsup A,,) = 0, donde

n=1

limsup 4, :== (] U A,

k=1n=k
24.6. Demuestre que X(t) := W3(t) — 3tW (t) es una martingala.

24.7. Use directamente la definicién de la integral de Ito para demostrar que

/Otde( /W

24.8. (Laintegral de Ito no depende de la particion intermedia t} € [t;, t;41)
si el PE f € NJ[0,T] es suficientemente “suave”.) Sea f € N[0,7] un PE
tal que, para algin K < ooy € > 0, Elf(s) — ft)]? < K|s —
tte Vs, te0,T]. (*)

Demuestre que

para cualquier seleccién de los puntos t € [ti,tiﬂ]. En particular, las in-

tegrales de Ito y de Stratonovich coinciden: fOT fdW = fOT fodW. (Por
ejemplo, una funcién determinista f € C'[a,b] es de Lipschitz y, por lo
tanto, satisface (k). Luego en este caso, las integrales de Ito y Stratonovich

coinciden con la integral f f dW definida en las ecuaciones (22.9) 6 (22.10).)

336



24.9. Demuestre que para cadan = 1,2, ..., existe una constante ¢, tal que
EIW(t) — W(s)]*" = cu|t — s|™

24.10. Demuestre que W (t)/t — 0 en probabilidad cuando t — oo (i.e.
P(|W(t)/t| > €) — 0 para cualquier € > 0. (Nota: De hecho, W (t)/t — 0
c.s. cuando t — o0o. En efecto, si n <t <n+ 1, escriba

W(t) = W(t) — W(n)+Wn) =W(t) — W(n)+ Z[W(@) —W(i—1)]

n

y note que & >_[W(i) = W(i—1)] = 0 cs., por la Ley Fuerte de los Grandes
Ntmeros.) -

24.11. Sea a > 0 una constante y X(t) := e®W®=’/2 Demuestre que

(a) EX(t) =1Vt >0;

(b) (X(+),F") es una martingala; y

(c) P[sup (W(s) —as/2) > ] < e™7 (5 >0).

0<s<t

(Sugerencia: En (b), considere X(t)/X(s); en (c), use los incisos (a) y (b) y
la desigualdad en la Nota 1(a) en el final de la seccién.)

24.12. Sea X(-) = {X(t), t > 0} una martingala en Ly. Demuestre que
E[(X(t) = X(5))*|97] = BIX*(t) = X*(s)|F] VO<s<t.
24.13. Sea f : [0,00) — R una funcién deterministica tal que fot f2(s)ds

< oo para t > 0. (Nétese que f estd en N[0,t] para cada t > 0; vea la
Definicién 24.2.) Sea X(t) := fg f(r)dW (r). Demuestre que los PEs

X = [ Py e Xo-3 [ £om

son martingalas con respecto a F}" .
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24.14. Demuestre que si f es un PE en N[0, 7], entonces la integral de Ito
X(t) = fOtde tiene incrementos no—correlacionados, i.e. E[(X(b) —
X(a))(X(d) —X(¢))] =0V a <b<c<d Ademds, para f,g € N[0,T]

B [( / t de) : ( / SgdW)] -/ " B g ar

(vea la igualdad (15)).

24.15. Demuestre que X(t) := W?(t) — ¢ es una martingala con respecto a
Fv.

24.16. Seca X(-) la integral indefinida en (24.17). Demuestre que si el proceso
f es acotado, entonces

M(t) = X(t) - /0 F2(r)dr

es una martingala. Por lo tanto, por la nota en la Nota 23.13, la variacion
cuadrética de X(-) es

(X)) = /Ot f2(r)dr.

(Una versién mds general de este resultado aparece en el Ejercicio 25.7.)
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25 La regla diferencial de Ito

Contenido: Diferencial estocastica, regla diferencial de Ito, férmula de
integracion por partes.

Sea § = {G;, t > 0} una filtracién no—anticipante con respecto a W (-)
(vea la Definicion 24.13). Sean u(t,w), v(t,w) : [0,00) x  — R dos PEs
medibles; adaptados a G(+) y tales que c.p.1:

t t
/ lu(s)] ds < ooy / v3(s) ds < oo Vit>0. (25.1)
0 0

Noétese que, en otras palabras, v(+) pertenece a la familia M0, t],,, para todo
t > 0. (Vea la Definicién 24.17.)

Definicién 25.1. (Diferencial estocastica) Si X(-) := {X(¢), 0 <t < T}
es un PE tal que

X(b) — X(a) = /bu(t)dt + /bv(t)dW(t) V0<a<b<T,  (252)

decimos entonces que X(-) es un proceso de Ito o que X(-) tiene una dife-
rencial estocastica en [0,7] y escribimos

dX(t) = u(t)dt + v(t)dW (t). (25.3)

Ejemplo 25.2. (a) Del Ejemplo 24.8 sabemos que
b 1, ) 1
W dW = §[W (b) — W=(a)] — §(b_ a).
Equivalentemente,
b b b
W2(b) — W?(a) = (b — a) +/ 2W (t)dW (t) = / 1-dt +/ 2W (t)dW (t).

Por lo tanto, X(t) = W?(t) tiene la diferencial estocéstica

dW?2(t) = dt + 2W (t)dW (). (25.4)
(b) Sea f € C' una funcién deterministica. Luego, de (23.22.9) tenemos
b b
/ fFR)aw (t) = f(b)W(b) — f(a)W(a) —/ f(OW (t)dt,
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e
FoW o~ raw = [ rowa s [ roa,
Por lo tanto, X(t) = f(t)W (t) tiene la diferencial estocastica
dlf QW @)] = f(OW (@)dt + f(£)dW (1). (25.5)
Como ejemplo de esta féormula general, si f(t) = t™ entonces
d[t"W (t)] = nt" "W (t)dt + t"dW (t). O
Las siguientes observaciones seran utiles mas adelante.

Observacién 25.3. (a) Considérese la regla formal:

ool dt | aw
dt 0] 0 (25.6)
AW [ 0 | dt

de modo que todos los productos indicados en (6) son cero, excepto (dW)?
= dt. Entonces, de (3) vemos que, formalmente,

(dX)? = u?(dt)? + v*(dW)? + 2uv(dt)(dW) = v* dt;

es decir,
(dX(t))* = v*(t)dt. (25.7)

(b) Notacién. Denotaremos por C%([0,00) x R), o simplemente C'?
el espacio de funciones g(t,z) que son de clase C! en t > 0 y de clase C? en
x € R. Las derivadas parciales se denotan con subindices, por ejemplo

gi == 0g/ot, g, :=0g/0x, etc.

Sea X(+) como en (3), y sea g(t,z) € C*%([0,00) x R). En este caso, escribi-
mos

(Lg)(t,X(1)) := ge(£, X(#)) + g2 (&, X(£))ult) + %ga:x(tax(t)>vz(t)' 0 (25.8)

La demostracion del siguiente teorema aparece al final de la seccion.

340



Teorema 25.4. (Regla diferencial de Ito: caso escalar.) Sea X(:) como
en (3), y sea g(t,z) € CY%([0,00) x R). Entonces el PEY (t) := g(t,X(t))
tiene la diferencial estocdstica (en forma “compacta”)

dY (t) = g(t, X(t))dt + ga(t, X(t))dX () + %gm(t, X())(dX(t))*.  (25.9)

Es decir, por (3) y (7),

dY (t) = [g:(t, X(1)) + g:(t, X(t))u(t) + ;gm(t X()v*(t)] dt

+g.(t, X(¢))v(t)dW (t); (25.10)
o bien, usando (8)
dY (t) = Lg(t,X(t))dt + g.(t, X(t))v(t)dW (t). (25.11)

Ejemplo 25.5. (a). Use la regla de Ito para verificar la igualdad (5), con
f € C! deterministica.

Solucién. Sea Y (t) := g(t,X(t)) con g(t,x) = f(t)xr y X(-) = W(-) (es
decir, u =0y v =1). Entonces

gt(ta x) = f/(t)l', ga:(t>x) = f(t)a y ga:x(ta .T) =0.
Sustituyendo estos valores en (10) se obtiene (5).

(b) Verifique que para cualquier entero n > 2:

AV ()] = n WL () dIV () + %n(n C ()t (25.12)

Solucién. Sea Y (t) = g(t,X(t)) con X(-) = W(-) y g(t,x) = z™. Entonces
g =0, g =nx" 'y g = n(n — 1)2" 2. Luego, (12) se sigue de (10).

(c). Demuestre que la diferencial del PE Y (t) = e(@F*/DH4W (1) ¢g
dY (t) = oY (t)dt + BY (t)dW (¢).
En particular, si o = 0, la diferencial de Y (t) = e(-#*/2+W () g
dY (t) = BY (t)dW (¢).
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Solucién. Témese Y (t) = g(t,X(t)) con g(t,z) = ele=F/DtHr v X(.) =
W(-). Entonces g; = (a«—%/2)g, g = B9 ¥ gue = 3%g. Sustituyendo estos
valores en (10) vemos que

AY () = (o~ B/2¥ (1) + 567V (1)t + 5Y ()W (1

que se reduce al resultado deseado. O

A continuacién veremos la regla diferencial de Ito en el caso vectorial. Si )
es una matriz (en particular, un vector) denotaremos por @)’ su transpuesta.

Caso vectorial. Sean u(:) = (ui(+), ..., um(+)) € R™ y v(:) = (v;5(+)) €
R™*? PEs cuyas componentes u;() y v;;(+) satisfacen (1). Ahora, sea W (-)
= (Wi(+),...,Wy(+)) € R% un proceso de Wiener. En este caso, la diferen-
cial estocéstica (3), es decir, dX(t) = u(t)dt + v(t)dW (t), significa que las
componentes de X(+) satisfacen

d

J=1

Observacion 25.6. Sea g(t,z) : [0,00) x R™ — R una funcién de clase
C12. El gradiente de g es el vector “fila” g, = (gz,,---, 0z, ) Y la matriz
Hessiana es g,; = (gz,2,) € R™™.

Sea o := vv’ € R™*™. Entonces las componentes de o son

d
oy = (vv')yy = sz‘kvjk- (25.14)
k=1
Ademas,
Tr(agacx) = TI'(ngO') = Z(Ugrx)u = Z Z Oij9z;xjs
i=1 i=1 j=1

6 bien, por (14),
d m
Tl"(g:md) = Z Z 9,2, VikVjk- (2515>

k=11i,j=1
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Notacién. En lugar de (8) ahora tenemos, con o := v/,

(Lot X(1) = gu(t, X(0) + ga(t, X(O)u(t) + S Telo(0)gea (1, X(1)]
= Gt + Zg%ul + % Z Z gxix].vikvjk (2516)

Teorema 25.7. (Regla diferencial de Ito: caso vectorial). Sea X(-)
como en (13) y g(t,x) := [0,00) x R™ — R como en la Observacion 25.6.
Entonces el PE Y (t) := g(t,X(t)) tiene la diferencial estocdstica (en forma
“compacta”)

dY (t) = g/(t,Y(t))dt + gu(t, X(t))dX(t)

1
+5 Trlgea (t, X(2))o (1)) dt, (25.17)
donde o = vv' y Tr(g,.0) se puede escribir como en (15). Mds explicita-

mente, sustituyendo (13) en (17) se obtiene

dy (t) = [gt(t,Y(t))+gx(t,X(t))U(t)+%Tr(9m(t,X(t))0(t))]dt
+g. (¢, X(£))v(t)dW (t), (25.18)

o bien, usando (16),
dY (t) = Lg(t,X(t))dt + g.(t, X(t))v(t)dW (t). (25.19)

Un caso de la regla de Ito atin mas general que el del Teorema anterior,
25.7, es cuando también la funciéon g es vectorial. En tal caso se tiene lo
siguiente.

Observacién 25.8. (caso general). Si g : [0,00) x R™ — P, entonces
Y (t) := g(t,X(t)) es un PE en R? y en tal caso la ecuacién (25.19) (6 la (17)
6 la (18)) es una ecuacién vectorial con componentes

dY(t) = (Lgo)(t, X(1))dt + i i WWWW,@@) (25.20)

k=1 i=1

para f =1,...,p.
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Ejemplo 25.9. Férmula de integracién por partes. Supodngase que
X(+) € R? tiene la diferencial estocéstica

us(t) vi(t)
dX(t) = dt dW (t
es decir, dX tiene componentes, dX;(t) = u;(t)dt + v;(t)dW (t) para i = 1, 2.
Demuestre que

d[X1 (£)Xa(t)] = Xy (£)dXa(t) + Xo(£)dX () + vy (£)va(t)d.

Solucidén. Sea Y (t) := Xy (t)Xa(t) = g(t,X(t)) con g(t,z) = x1z2 para todo
t >0y z=(r,25) € R?. Entonces

0 1
g =0, g»=(r2,71), Yy gwx:(l 0)'

2
A U1 . V] U1Vg
o= = (v, v9) = 9 ,
(%) V1U2 Uy

de modo que Tr[g,,0] = 2v1vy. Sustituyendo estos resultados en (17) se
obtiene la férmula deseada. O

Ademas

Como caso especial del Ejemplo 25.9 cabe mencionar el siguiente:
d(WiWy) = WidWy + WadW; + dt,

1.e.

t t
W1 (t)WQ(t) = / WldW2 +/ WQdWl +t para t 2 0.
0 0

Ejemplo 25.10. Suponga que X(-) € R™ satisface (13) y sea Y (t) = |X(¢)|?,
ie. Y(t)=g(t,X(t)) con g(t,x) = 22 + --- + 22, Entonces g; = 0, g, = 2;
Y Gaiz; = 2045. Por lo tanto, (17) se reduce a

dIX(t)]* =2 zm: X; (8)dXq(t) + |v(t)*dt,

=1
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donde [v(t)]* = Tr(ve') = 37, ;vi;(t)*. En particular, tomando u;(-) = 0y
v;;(+) = 6;; obtenemos
Wi (L) + -+ + Wi (8)?] = 2> Wi(t)dWi(t) + mdt.
i=1
Anélogamente, si Y (t) := |X(t)] > 0 c.p.1, tomando ¢(t,z) := |z| = (27 +
c 4 22)Y% vemos que g; =0, go, = /2| ¥ Guya; = 05/ || — iw;/|x]. Por
lo tanto, por (17),

OP 1 Sy % e
AXO = %5 |ZXdX+ X)) |X(t>|3mz_lxz<t)xj<t> ()| dt

con o(t) = (045(t)) = v(t)v'(t). En particular, si X(-) = W(:) es el proceso
de Wiener m-dimensional, entonces u;(-) = 0, v;;(-) = d;; y 0 = v’ = I.
Luego

—1
aw |Z +

y se sigue que el PE Y(¢ ) = ] (t)|, lamado el proceso de Bessel m—
dimensional, satisface que

Y (t) dY () ZWdWJr—dt Vm>2 0O

Ejemplo 25.11. (Caso vectorial — ver (20).) Calcule la diferencial es-
tocéstica de

Y (t) = (Wi(t) + Wa(t) + Wa(t), Wa(t)* — Wi (t)Ws(t)) € R2.

Solucién. Primero escribimos Y () = (g1(t, X(%)), g2(¢, X(2)))" con X(:) =
W) eR? (ie. dX =udt+vdW conu(-)=0€ R v(:-)=1¢c Ry
gi(t,z) : [0,00) x R* = R definida por g(t,z) := 2, + x5 + 3, g2(t, ) :=

I‘% — T1X3.

Por lo tanto, para i,j = 1,2,3 : 8¢1/0x; = 1y 8*g1/0x;0x; = 0. Luego,
por (20), Yi(t) = ¢1(t,X(t)) = Wi(t) + Wa(t) + Ws(t) tiene la diferencial

estocastica ,
dY; =d <Zw> = dw.

i=1 i=1
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Anélogamente, el gradiente de g, con respecto a x es el vector (fila)
(892/8x1, 8g2/(9:c2, 8g2/8x3) = (—xg, 233'2, —.Tl)

y la matriz Hessiana es

Gow = (0%g2/0x;01;) =

—_ o O
o NN O
@]

De aqui se sigue que, por (20),
dYé(t) = dt + (—Wg, 2W2’ —WI)dW - dt - ngWl + 2W2dW2 - WldW3.
Resumiendo, la diferencial de Y'(t) es

a;
0 111
¥ (t) = ( 1 )dH ( W W, —W ) ] c
3

Demostracién. (del Teorema 25.4, Regla de Ito en el caso escalar.)
Se desea demostrar que Y(+) tiene la diferencial estocdstica (11), i.e.

Y0 - Yt = [ Lo X(e)ds+ [ ga(sX(E)u(dW(s) Yo<h <t

to to

con Lg como en (8).

Caso 1. u(t,w) = u(w) y v(t,w) = v(w) son vv.aa. independientes de ¢ (es
decir, son constantes) y G;,—medibles. Sea Il : t) < t; < --- < ¢, =t una
particién de [to, t]. Usaremos la siguiente notacion:

Atl = ti+1 — ti, AXZ = X(t1+1) — X(tl) = UAt,L -+ 'UAVI/Z
con AW; := W (t;11) — W (t;). Nétese que
(AX;)? = u?(A)? + v (AW;)? + 2uv(At) (AW). (25.21)

Ademas, escribimos

V)~ Yito) = S (tin) V(1)) = 3 Ag



donde
Agi =Y (tiy1) = Y(t:) = g(tivs, X(tig1)) — g(ti, X(t:)).

Como g € C'2, por la férmula de Taylor existen nimeros 0 < ©,,0; < 1
tales que

Agi = gilt; + O, X () Aty + g.(ti, X (1)) AX;

1 .
+5 9t X(t) + 0,AX;)(AX;)*. (25.22)

Por la continuidad de g; y de X(+), cuando |[II] — 0 tenemos

th<ti,x(ti))Ati—>/t gi(s,X(s)) ds c.p.1 (25.23)

1<i<n

Esto implica que

n—1 n—1
> gt + O, X () Aty = Y gi(t, X(t:) At
i=0 1=0

n—1
1=0

= - (t—t) —0 cp.lcuando [ — 0.

Luego, por (23), el primer término en el lado derecho de (22) satisface:

n—1

t
> it + O, X(t) Aty — / g:(s,X(s))ds c.p.1. (25.24)
to

i=0
Andlogamente, por la continuidad de g, y X(+), cuando |II| — 0 tenemos

n—1

ng(ti7x(ti))ﬁti—>/tgx(S,X(s))ds cp.1

i=0
y, por la convergencia en (24.24.25),

n—1

t
ng(ti,X(ti))AVVi%/ 92(8,X(s))dW(s) en probabilidad.
to

1=0
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Por lo tanto, el segundo término en el lado derecho de (22) satisface:

— /t u - gz(s, X(s))ds —i—/t vg.(s, X(s))dW (s) (25.25)

en probabilidad cuando [II| — 0.

Ahora usaremos (21) para estimar el tercer término en el lado derecho
de (22). Primero nétese que por la continuidad de g, y de X(+), cuando
III| = 0 tenemos:

1<i<n

n—1 t
> et XA [ gls.X(o)ds epl (2527
i=0 to

y, por la variacién cuadratica de W (),

[y

n—

(AW;)> -t —1t; en L, (porlotanto, en probabilidad). (25.28)

Il
o

En particular, por (28) y (21),

n—1 n—1 n—1 n—1

> (AX)? = UQZ(Ati)Q+UQZ(AI/VZ»)2+2WZ(A1€Z»)(AWZ-)

i=0 i=0 i=0 =0
— v*(t —t9) en probabilidad
y combinando este hecho con (26) vemos que en el tltimo término de (22)

basta suponer que ©; = 0. Es decir, deseamos ver que cuando I — 0

n—1
ngc(th X(tz))(sz)z = u2 : An + U2 : Bn + 2uv - Cn
1=0

t
—>v2/ gz2(8,X(s))ds en probabilidad, (25.29)

to
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donde

n—1
=0

Para probar (29), observe que, por (27),

n—1
i=0
Similarmente,
n—1
(Cul < Jwal | 19ty X(8:)|Ati| =0 epd,
i=0
donde w, = max; |AW;|, lo cual converge a 0 c.p.1. Se usé tambén que
t
Z |g$x(tzax(tz))|(Atz) - fto |ga:x(s7x<3))|d3 Cpl
Finalmente observe que
n—1 n—1
B, = Z Gua(ti, X(1:)) Al + ng(tz‘, X (t:))[(AW;)? — Aty
=0 i=0

- t
— / 9z2(8,X(s))ds en probabilidad
to

porque como ¢, y X(+) son continuos, se tiene que

n—1 t
S g b, X (1)) Aty / o5, X(5))ds cs.,
i=0 to

y se puede verificar que
n—1
> uats, X(8)) (AW)? = At;) 50 en Ly
i=0
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y por lo tanto, en probabilidad. Esto completa la demostracién de (29). En
conclusién, de (24), (25) y (29) se obtiene el Teorema 25.4 en el Caso 1, o
sea, cuando u y v son “constantes”.

Caso 2. u(+) y v(-) procesos escalonados. Este caso se obtiene del Caso
1 porque si u(+) y v(+) son escalonados, entonces el intervalo [ty,t] se puede
particionar en un nimero finito de intervalos en cada uno de los cuales u(-)
y v(+) son constantes.

Caso general. Por hipétesis casi seguramente u(-) € L1[0,1] y v(+) €
L»[0,¢], y para cada casi toda w podemos suponer que u y v estan acotadas,
entonces se sabe que existen sucesiones {u,(+)} v {v,(+)} de PEs escalonados
tales que, con probabilidad 1:

/ts |t (r) — u(r)|dr — 0, /ts [0, (1) — v(r)|[2dr — 0.

X, (s) = X(tg)+/Sun(r)dr+/svn(r)dW(r)

to to
— X(s) uniformemente enlto, t].

Como g € C12] esto implica que la sucesién Y, (t) := g(t, X, (t)) = Y(t) =
g(t,X(t)) uniformemente c.p.1. Por tltimo tomando el limite cuando n — oo
de la sucesion

Y, (1) — Ya(te) = / L (s, Xo(s))ds + / 025, X0 () (5)dVV (5)

to to

se obtiene la “forma integral” de (11). O

Ejercicios § 25

25.1. Use la regla de Ito para calcular la diferencial estocastica de los si-
guientes PEs:

(a) Y(t) =2+ + V0,

(b) Y'(t) = (t, W*(1));
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(c) Y(t) := (Wi(t) + Wa(t), t + Wi(t), WE(t) — Wi(t)) donde (Wi(t), Wa(t))
es un proceso de Wiener bi—dimensional.

25.2. Demuestre que fo W2(s)dW (s) = fo s)ds ¥Vt >0.

25.3. Paran =0,1,... yt > 0, sea mn(t) = E[W"(t)]. Use la regla de Ito

para demostrar que my,(t) = in(n —1) fot My_2(s)ds para n > 2. Demuestre

que my(-) = 0sin > 1 es impar, y calcule my(t) y mg(t).

25.4. (a) Sea Y(t) := e#W®+e en donde f y ¢ son constantes. Demuestre
que

1
dY (t) = (c+ 552)Y(zs)dt + BY (t)dW ().
(Compare con el Ejemplo 25.5(c).)
d
(b) Sea Y'(t) := exp [Z B;W;(t) + ct| en donde By, ... B4, c son constan-
j=1

tes,y W = (Wy,...,Wy) es un proceso de Wiener d—dimensional. Demuestre

que
d
dy :(c—i- Zﬁ) t)dt +Y(t Zﬁjdw

25.5. Supdngase que X(-) satisface dX = aX dt + bX dWW. Demuestre que
dX? = (2a + b*)X? dt + 2bX> dWV.

Deduzca que si el cuarto momento E[X*(t)] (¢t > 0) es acotado, entonces

EX?(t) = EX?*(0) + (2a + b?) / t EX?(s)ds

y, por lo tanto, el segundo momento my(t) := EX?(t) satisface que
ma(t) = ma(0)e@et?) v > 0.

Nota. La propiedad E( f = 0 en requiere la condicion (c) de la
Definicion 24.16, i.e. E([ f? t < o0.
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25.6. Sea dX(t) = —182dt+ 3 dW con f3 constante y X(0) = 0. Sea Y (t) :=
XV = PWO-F*1/2 Por el Ejemplo 25.5(c), dY (t) = BY (t) dW (1), i.e

Y(t) =1+ /Ot BY (s) dW (s),

lo cual implica que Y'(+) es martingala. (Véa la Proposicion 24.10 (b) y la
nota en el ejercicio anterior). Supéngase ahora que 3(-) es una funcién de
t, que pertenece a M|0,t],, para todo t > 0 y es tal que

E/o 1B(s)|*ds <00 vy E (64X(t)) =E[Y'(t)] <K

en donde K es una constante. Bajo estas condiciones, demuestre que Y'(¢) =
eX® es una martingala con respecto a {G;, t > 0}.

25.7. Supdngase que dX(t) = v(t)dW(t) con v(-) € NJ|0,t],, para todo
t>0; en partlcular E (fo ds> < oo para t > 0. Demuestre que el PE

Y (t) fo s)ds es una martingala con respecto a {G;}.

25.8. (Caso espec1al de la férmula de Dynkin y del generador infinites-
imal.) Suponga que se satisfacen las hipdtesis del Teorema 25.7 y, ademas,
g(t,x) y v(t) son tales que

/|gxsX (s)|*ds <00 Vt>0.
(a) Deduzca de (19) la férmula de Dynkin

Eg(t,X(t)) = Eg(s,X(s)) + E / Lo X(M)dr YO<s<t (x)

(b) Si g(t,z) = g(x) no depende de t, entonces el operador L en (16) se
reduce a

(Lg)(t, X(t)) = go(X(t))u(t) + %Tr[d(t)gm(x(t))]

con o(+) :=v(+)v(+)’. Ademsds, si X(0) = z, vemos de (*) que
Eg(X(1) = g(x) + E /0 Lo(r.X(r))dr ¥t >0,
en donde Eg(X(t)) = E[g(X(t))|X(0) = z].
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(c) Para cada estado inicial X(0) = x, definimos el generador infinitesimal
de X(+) como

Ag(a) = Tim B9 (X(1)) — g(a)].

Demuestre que Ag = Lg.
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26 Ecuaciones diferenciales estocasticas

Contenido: Ecuacién diferencial estocastica, condiciones de Ito, ecua-
ciones lineales, propiedades de soluciones de EDEs.

A. Solubilidad de EDEs
En esta seccion se dan condiciones para la existencia y unicidad de solu-
ciones de una ecuacién diferencial estocastica (EDE)

dX(t) = f(t, X(1))dt + G, X)W () Vi <t<T, (26.1)

con condicién inicial X(tg) = C, o en forma integral

X(t)y=C+ /tf(s,X(s))ds + /t G(s,X(s)dW(s) Vito<t<T, (26.2)

to

en donde W(:) € R% X(-) € R™, f(t,z) € R™ G(t,x) € R™y C €
IR™. Supondremos que la condicién inicial C' es una v.a. independiente de
W(t) — Wi(ty) para t > ty. Usaremos la siguiente terminologia:

e f(t,x) = vector (o coeficiente) de tendencia o deriva,
e G(t,r) = matriz (o coeficiente) de dispersion,
e G(t,z)G(t,z)" = matriz de difusion.

A (1) se le llama una EDE de Ito para distinguirla de otras EDEs, como
las EDEs en Ly (vea la Seccién 22).

Sea G(+) = {9;, t > 0} la filtracién no-anticipante con respecto a W ()
definida como G, := o{C, W (s) para s < t}. (Vea el Ejemplo 24.14(b).)

Definicién 26.1. Decimos que un PE X(+) es solucién de la EDE (1) si:

(a) X(-) estd adaptado a G(+);
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(b) f(t,z) y G(t,x) son funciones medibles y tales que

~

flt,w) = ft,X(tw) v Gtw) =Gt X w))

satisfacen que c.p.1.

T T
/|f(t,w)|dt<oo v /|G(t,w)|2dt<oo,

to to

con |G|2 = Tr(GG') (en otras palabras, G estd en Ma, b]™*? — vea la
Definicion 24.17);

(c) X(t) satisface (2) para todo t € [tg, T] c.s.
El siguiente teorema se demuestra al final de esta seccion.

Teorema 26.2. Supongase que f(t,x) y G(t,x) satisfacen las siguientes
hipotesis, llamadas las condiciones de Ito, para alguna constante K > 0:

(a) (condicién de Lipschitz) para todo t € [ty, T], x,y € R™;

[f(t,2) = fty)| + Gt 2) = Gt y)| < Kz —yl; (26.3)

(b) (condicién de “crecimiento lineal” ) para todo t € [ty, T], z € R™:
[f (&, 2)| + |G 2)| < K(1 4 [x). (26.4)

Entonces la EDE (1) tiene una inica solucion continua c.s., es decir,
st X(+) y Y(+) son dos PEs continuos que satisfacen (1), entonces

P( sup |X(t) — Y(£)] > 0) = 0. (26.5)

to<t<T

Antes de demostrar el teorema veremos algunas observaciones y casos
especiales.

Observacién 26.3. (a) Si no se cumple la condicién de Lipschitz (3), la
EDE puede no tener una unica solucién. Por ejemplo, tomando G(t,z) = 0,

sea
i(t) := 3z(t)*® para t>0, con z(0)=0. (26.6)
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Entonces para cualquier a > 0, la funcién

0 si t<a,

a;(t):{ (t—a)® si t>a
es solucién de (6).

(b) Si no se cumple la condicién de crecimiento lineal (4), la solucién de
(1) puede “explotar” en un tiempo finito. Por ejemplo, si

@(t) = 2%(t), con x(0)=1,

entonces la ecuacién tiene la (dnica) solucién z(t) = = para 0 <t < 1,y
x(t) — +oo cuando ¢ T 1.

(c) Condicién de Lipschitz local: El Teorema 26.2 sigue valiendo si
sustituimos (3) por una condicién “local”: para cada N > 0 existe una
constante Ky tal que

[f(t,2) = [yl + G x) = Gt y)| < Knle =yl (26.7)

para todo t € [to,T] v |z|, l[y] < N. (Por ejemplo, f(x) = x* satisface (7)
pero no (3).)

(d) EDE auténoma. Si f(t,z) = f(z) y G(t,z) = G(x) no dependen
de t, se dice que

dX(t) = F(X(8))dt + G(X(t))dW (1) (26.8)

es una EDE auténoma. En este caso, las condiciones de Ito (a) y (b) del
Teorema 26.2 se pueden sustituir por la siguiente condicién de Lipschitz:
existe K tal que

|f(x) = fW)|+1|G(x) - Gly)| < K|z —y| VryeR™ (26.9)

En efecto, (9) implica la condicién de crecimiento lineal (4) en el caso auténomo.
Esto se obtiene observando que si € R™ es un punto fijo arbitrario, tenemos

[f@)] < [f(@) = f@)]+[f(@)] < Klo — 2]+ [f(2)] < K'(1 + |2])

donde K’ := max{K, K|z| + |f(Z)|}, y similarmente para G(z). O
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Definicién 26.4. Se dice que la EDE (1) es lineal si es de la forma
dX(t) = (A(t)X(t) + a(t))dt + Z[Bi(t)x(t) + b; (1) dW;(t), (26.10)
con A, By,..., By matrices m X m y a,by,...,by € R™. Ademas, la EDE

lineal (10) es:

e homogénea si a(t), by(t),...,bs(t) son =0, i.e.
d
dX(t) = A(O)X(t)dt + Y Bi(t)X()dWi(t);

e auténoma si es homogéneay A(t) = Ay B;(t) = B;(i=1,...,d) son
matrices constantes, i.e.

dX(t) = AX(t)dt + > BX(t)dWi(t);

e lineal en el sentido restringido si B;(t) = 0 para todo i = 1,...,d,
ie.

dX(t) = (A@t)X(t) + a(t))dt + B(t)dW(t), X(ty) = C, (26.11)

para alguna matriz B(t) = (b;(¢t))m x d. Nota: Si B(:) € C! se
pueden usar las técnicas de la Seccién 22.

Solucién de la ecuacién (11). Considérese la ecuacién determinista
(t) = A(t)x(t) +a(t) para to<t<T, con z(ty) =c, (26.12)

y la correspondiente ecuacién homogénea & (t) = A(t)x(t). La solucién ®(t) =
(¢, 1) de la ecuaciéon matricial

d(t) = A(t)®(t) con B(ty) =1 (26.13)

se llama la matriz fundamental de (12) y, ademés, la solucién de (12) es

() = B(t) [c—i— / t@l(s)a@)ds] .

to

357



En particular si A(f) = A es independiente de ¢, entonces
D(t) = eMltt0) .= Z A™(t — o)™ /n!
n=0
y la solucién de (12) resulta
t
z(t) = eA(t_tO)c+/ et (s)ds.
to
Proposicién 26.5. Sea Y (-) el PE definido como
t t
Y(t):=C +/ O 1(s)a(s)ds +/ O 1(5)B(s)dW (s), t > t,.
to to
Entonces la solucién de la ecuacion lineal “restringida” (11) es
t
X(t) =2(t)Y () = () {C’ + / ®1(s) (a(s)ds + B(s)dW (s))] .
to
En particular, si A(t) = A es una matriz constante, entonces
t
X(t) = A=t +/ A9 [a(s)ds 4+ B(s)dW (s)] . (26.14)
to

Demostracién. El proceso Y (-) tiene la diferencial estocéstica
dY (t) = ®(t) '[a(t)dt + B(t)dW (t)]. (26.15)

Por lo tanto, aplicando la regla de Ito al PE X(¢) = ®(¢)Y(¢) (es decir,
g(t,y) := ®(t)y) vemos que, por (13) y (15),

dX(1) = SV (t)dt + (H)dY (1)
= A@)D(H)Y (t)dt + a(t)dt + B(t)dW (1)
= (A@)X(t) +a(t))dt + B(t)dW (t). O

O
La solucién de la EDE lineal general (10) se puede ver en el libro de

Arnold (1974), Seccién 8.5.
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Ejemplo 26.6. La ecuacion de Langevin. Del Ejemplo 22.9 la ecuacion
de Langevin es

mV'(t)+ fV(Et)=W'(t), t>0, con V(0)=uwv € R,
que escrita como EDE de Ito resulta
1
dv(t) =aV(t) + EdW(t)’ con «:=—f/m.

Esta es una EDE “escalar” (m = d = 1), lineal en el sentido restringido (11)
con A(t) = a, a(t) =0y B(t) = 1/m. Como ty = 0, de (14) obtenemos

1 t
V(t) = voe™ + E/ AW (s) V>0, (26.16)
0

y V(t) = X'(t) es la velocidad de una particula con posicién X(t). Para
encontrar la posicién X(+), que se conoce como el proceso de Ornstein—
Uhlenbeck, podemos integrar V (t) como en el Ejemplo 22.9 para obtener
que

Vo, ot 1 ' a(t—s)
X(t) = — -1+ — — 1)dW Vi>0 26.17
() =a+ 2 =D+ = [ (e JAW(s) V0, (26.17)
con X(0) = xy. Alternativamente, podemos considerar la ecuacién de

Ornstein—Uhlenbeck mX"” + fX' =W’ i.e.
1
X"=aX"+ =W’ con X(0)=zy, X'(0)=V(0)= vy, (26.18)
m

con a := —f/m. En efecto, sea X;(t) := X(t) y Xqo(t) := X'(t)(= V(¢)).
Entonces podemos reescribir (18) como una EDE de Ito en R?:

{ dX,(t) = Xo(t)dt
dXs(t) = aXo(t)dt + LdW,

() (D) (R0 Yae ( Yav, o



Esta es una EDE lineal en el sentido restringido (11) con coeficientes

A:<8 ;) a()=0€eR? B(t):(l/om>.

0 an—l
0 o"
1) que la solucién de (19) estd dada por (14) con componente X; = X y
Xy =X'(=V) como en (17) y (16), respectivamente. O

Como A° = ] y A" = para n > 1, se puede ver (Ejercicio

Demostracién. Del Teorema 26.2 en el caso escalar (m =d = 1)
y suponiendo:
E(C?) < 0. (26.20)

Bajo esta condicién se puede demostrar (Ejercicio 6) que

(a) E[X*(t)] < oo Yt <t<T, y (b) /tTE[G(S,X(s))Q]ds < 00.
’ (26.21)

Unicidad. Sean X(:) y Y(+) dos soluciones de (2), de modo que para
to <t <T:

Primero demostraremos que
EIX(t)-Y#))*=0 Vit <t<T. (26.23)

Con este fin, en (22) tome cuadrados en ambos lados de la desigualdad y use
que (a + b)? < 2(a? + b?); después use la desigualdad de Schwartz

([ 1) <([F)([[7) o a0=1

tome esperanzas y use la isometria de Ito para obtener

EX(t) - Y(1)? < 20— 1) / Bl (s, X(s)) — f(s, Y (s))ds

to

b2 / EG(s,X(s)) — G(s, Y (s)2ds.  (26.24)

to
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Por la condicién de Lipschitz (3),
E[f(s,X(s)) = f(s,Y(s))]" < K*E[X(s) = Y(s)]" (26.25)
y similarmente para G en lugar de f. Por lo tanto, definiendo ¢(t) :=

E(X(t) = Y(t))?, de (24) vemos que

g(t) < L/tg(s)ds con L:=(2(t—to) +2)K>. (26.26)

to

Luego, por la desigualdad de Bellman-Gronwall (Ejercicio 5), de (26) se
obtiene (23).

Finalmente, para obtener (5), ndtese que (23) implica
P(X(t) = Y(@)|=0)=1 Vtelt,T]
Luego, si ) es el conjunto de los niimeros racionales, se sigue que
P(X(t)=Y(@)|=0 Vte@nlt,T]) =1.
Por lo tanto, por la continuidad de ¢ — |X(t) — Y'(¢)|, concluimos que
P(X(t) =Y()| =0 VteElty,T]) =1.
Existencia. Usaremos el método de Picard o de aproximaciones suce-

sivas: definimos una sucesién de PEs X (.) := {X("(t), t, <t < T} para
n=0,1,...,con XO()=Cyparan > 1:

X™ (1) ::C+/tf(s,X(”1>(s))ds+/tG(s,X(”U(s))dW(s) Vit [t T

to

(26.27)
Por induccién, para cada n = 0,1,..., el proceso X™(+) est4 adaptado a G
y es continuo.
Deseamos demostrar que existe un PE X(-) tal que
lim X™(¢) = X(t) c.s. uniformemente en t € [, T] (26.28)
n—0o0
y que
X(-) satisface la EDE (1) — (2). (26.29)
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Para probar (28) verificaremos que

sup E|XMD () — XM (4)2 < Ly - (Lo(T — to))"/n! ¥Yn >0, (26.30)

to<t<T

en donde Ly = Lo(K, T —tg) y L1 = Li(Lo, T — to, EC?) son constantes, y
que

ZP(D” >1/n%) < oo, donde D, := sup |[X"V(t)—X™(1)].

n—1 to<t<T

(26.31)

Demostracién de (30): caso n = 0. Como X (.) = C,

XD () = XO 1) = /tt f(s,C)ds + /t G(s,C)dW (s).

to
Usando el mismo argumento que seguimos para obtener (24) se ve que

t

E(XW(t) = XO@))2 < 2(t — to)/ E(f*)ds + Q/tE(Gz)ds.

to to

Por otra parte, de (4), E[f?*(s,C)] < 2K*(1 + EC?) y andlogamente para

E[G?*(s,C)]. Por lo tanto,
E(XW(t) = XO(1))? 2(t — to)[2K*(1 + EC?)](t — to + 1)

<
< 2(T —t)[2K*(1 + ECH|(T —tg+ 1) =: L.

Esto implica (30) para n = 0. Para n>1, un argumento similar da

E(X (1) — XM (1) < L /t E(X™(s) — XD (s))2ds,

to

con Ly := 2(T — tp + 1) K. Finalmente, iterando la desigualdad anterior se
obtiene

B0~ XOW)F < Lty [0 B s) - X))
Luego, como E((XM(+) — X©(.))?) < Ly, se sigue (30).

Demostracién de (31). Por la desigualdad de Chebyshev,
> P(D, >1/n*) <Y n'E(D}).
n=1 n=1

362



Por lo tanto, para demostrar (31) veremos que, para alguna constante M,
E(D?) < M- (Lo(T —to))" ' /(n—1)! ¥Vn>1 (26.32)

porque entonces (usando el criterio del cociente para convergencia de series)
> P(D, > 1/n%) < MY n*(Lo(T — t))" " /(n — 1)! < o0.
n=1 n=1

Para demostrar (32) primero nétese que [por la definicién (27) de X (¢)]

D, = sup |X"() - XM ()| < A, + B,

to<t<T
donde .
Avim [ 156X () = Fs X () s

to
t

B, := sup | [ [G(s,X"M(s)) — G(s, X"V (s)]dW (s)|.

to<t<T Ji,
Luego [como (a + b)? < 2(a® + b?)]
E(D;) < 2E(A7) +2E(By),

de modo que para demostrar (32) basta ver que existen constantes M, Mo

tales que
E(A%) < My+-(Lo(T — o))" /(n — 1)! (26.33)

E(B?) < My-(Lo(T — o))" /(n — 1)! (26.34)
Demostracién de (33). Por la condicién de Lipschitz (3):
T
A <K [X(s) = X D)
to
asi que (por la desigualdad de Cauchy—Schwarz)

T
A2 < KT — o) / X (s) — XOD(5) 2ds.

to
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Esto implica que

B < KT~ to) [ BIXO(s) X (o) s

to
< K2(T — t0)2L1°(L0(T — to))nil/@l — 1)' (pOI' (30))
y asf se obtiene (33) con M; := K*(T — t0)*L;.
Demostracién de (34). Por la desigualdad de Doob para martingalas (vea
la Nota 1(b) en el final de la Seccién 24, con p = 2)

2

B < [ (@ X)X s (o

to

= 4/T E[G(s, X" (s)) — G(s, X" V(s))]?ds (Isometria de Ito)

to

IN

T
4 K* / E[X™(s) — X" "V(s)]?ds (condicién de Lipschitz)

< My(Lo(T —t0))" " /(n— 1) (por (30)),

que da (34) con My :=4 K*(T — to) L.

Como ya se tienen (33) y (34) entonces, como ya se menciond, se sigue
(31), i.e.

ZP(Dn > 1/n*) < oo.
n=1

Esto a su vez implica que (por el Lema de Borel-Cantelli; vea el Ejercicio
24.5)
P(limsup{D, > 1/n*}) =0

n—oo
0, equivalentemente,
P(liminf{D, < 1/n?}) = 1.
n—o0

Es decir, para casi todo w € €2, existe N(w) tal que

D= sup [XOH (1) =X (D) < 1/n2 ¥ > N(w).

to<t<T
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De aqui se sigue que la sucesion {X™(¢)} es de Cauchy c.p. 1 porque

[y

XM (1) = XO(t) + S XD (1) — XO(1)].

i

I
o

Por lo tanto, existe un PE X(+) para el cual

X™(t) = X(t) c.p.1 uniformemente sobre [ty, 7.

(26.35)

Esta convergencia uniforme implica que X(-) estd adaptado a G(-) y que X(¢)

es continuo en todo ¢ € [ty, T]. Queda entonces mostrado (28).

e Verificacién de que X(-) satisface la EDE (2), i.e.

X(t) = C + / t F(s5,X(s))ds + / t G(s,X(s))dW(s) Vto <t <T. (26.36)

to

Esto es obvio para t = t, porque como X™(tg) = C ¥V n > 0, se sigue de

(35) que
X(to) = lim XM (tg) =C c.p.l.

n—oo

Por otra parte, también se tiene que

/tf(s,X(”)(s))ds—>/tf(s,X(s))ds cp.l. Vte T

porque (35) y la condicién de Lipschitz (3) dan que

| /t:f(&X(”)(s))ds - /t:f(S,X(s))dsl <K / X0(s) —

— 0 c.p.l. (por (35)).

Finalmente, por (35) y (30), cuando n — oo se tiene que
X™(t) — X(t) uniformemente sobre [to,T], en Ly,

y por lo tanto

(26.37)

(s)]ds

(26.38)

/GsX ))dW (s —>/G3X $)dW(s) en Ly Vitg<t<T.
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En efecto

gy s, X aw(s) — [ 6t X(s))dw<s>r

—F [ /t:<G<s,X<"><s>> —G(s, X(s)))dW(s)] 2

= /t E[G(s5,X™(s)) — G(s,X(5))]?ds (isometria de Ito)

to

t
< K2/ E|X™(s) —X(s)|?ds (condicién de Lipschitz)
to

— 0 (por (38)).

Un argumento similar demuestra que la convergencia en (37) también se
cumple en Ls. En conclusién, X(-) satisface (36). O

B. Propiedades de las soluciones de EDEs
simon
En esta seccién consideramos la EDE

dX(t) = f(t,X(t)) dt + G(t,X(t)) dW(t) Vi <t<T, (26.39)

con condicién inicial X(¢y) = C, bajo la hipétesis de que f(t,z) y G(t,x)
satisfacen las condiciones de Ito en el Teorema 26.2. Dichas condiciones
aseguran la existencia y unicidad de soluciones de (26.39). Ahora veremos
algunas propiedades de tales soluciones.

Teorema 26.7. (Estimacién de los momentos de las soluciones.)
Suponga que se satisfacen las condiciones de Ito y, ademdas,

E|C|*" < oo,
en donde n es un entero positivo. Entonces

(a) E|X(#)]* < (1+ E|C*)eP1t=%) para todo t € [ty,T], en donde D, =
2n(2n +1)K?, y

(b) EIX(t) — C* < Dy(1+ E|C)?™)(t — to)"eP1t=0) para todo t € [to, T), en
donde Dy es una constante que solo depende den K y'T —ty.
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La demostracion se puede encontrar en Arnold (1974), Teorema 7.1.2.
Para s € [ty,T] y s <t < T, denotaremos por X(¢;s,z) la solucién de
(26.39) con condicién inicial X(s) = x; es decir, X(¢; s, x) satisface

X(t)=x+ /t f(r,X(r)) dr + /tG(r,X(T)) dw(r), s<t<T. (26.40)

Teorema 26.8. (La propiedad de Markov.) Supdngase que la EDE
(26.39), con condicion inicial X(tg) = C, satisface las condiciones de Ito.
Entonces la solucion X(-) = {X(t), to <t < T} de (26.39) es un proceso de
Markov cuya distribucion inicial (es decir, en el tiempo to) es la distribucion
de C' y cuyas probabilidades de transicion estin dadas por

P(s,z,t,B) := P[X(t) € B|X(s) = z] = P[X(t; s,x) € B]

para todo tg < s <t < T,z € R" y B € B(R™), donde X(t;s,x) es la
solucion de (26.40).

La demostracién se puede encontrar en Arnold (1974), Teorema 9.2.3. (De
hecho, se puede demostrar algo més: X(-) satisface la propiedad de Markov
fuerte. Vea el libro de Friedman (1975), pag 112, Teorema 3.4.)

Ejemplo 26.9. Considérese la ecuacién lineal en el sentido restringido (25.11),
i.e.

dX(t) = [A(t)X(t) + a(t)] dt + B(t) dW (t) para to<t<T,

con condicién inicial X(ty) = C. Por el Ejercicio 26.3, si C' es un vector
gaussiano (independiente de W (t) — W (ty) para todo t > t3) o un vector
constante, entonces la solucién X(+) es un proceso gaussiano. Por lo tanto,
en vista del Teorema 26.8 se dice que X(+) es un proceso de Gauss—Markov.
O

Notacién: P, .(B) := P(B|X(s) = z), Es.(Y) := E(Y|X(s) = x).

Procesos de difusion

Definicién 26.10. Sea X(-) = {X(t),t > to} un proceso de Markov en R™,
con trayectorias continuas c.s., y probabilidades de transiciéon P(s,z,t, B).
Supongase que X(+) estd en L. Se dice que X(+) es un proceso de difusién
si existen funciones f(s,z) € R™ y o(s,z) € R™™ tales que para todo
s>ty y x € R™, cuando t | s se tiene que
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(a) Poa(|X(t) = X(s)| > €) = o(t —s),
(b) Eso[X(t) = X(s)] = f(s,2)(t = s) + oft = s),
(¢) Eoal(X(t) = X(s))(X(t) = X(s))] = 0 (s, 2)(t = s) + ot — s).

A fy o se les llama los coeficientes del proceso de difusién X(-):
e f(s,z) es el coeficiente (o vector) de tendencia o de deriva,
e 0(s,x) es el coeficiente (o matriz) de difusién.

Si X(+) & Lo, entonces (b) y (c) se deben reemplazar por las siguientes
“condiciones locales”: para cada ¢ > 0

) [ (y—)P(s,t.dy) = f(s,2)(t — ) +oft — 5),

ly—z|<e

() | (y—az)y—x)P(s,zt,dy) =o(s,z)(t —s)+ ot —s).

ly—z|<e
Noétese que o(s, ) es una matriz simétrica y definida no—negativa.

Ejemplo 26.11. (a) Un proceso de Wiener estdndar W(-) € R™ es un
proceso de difusién con vector de deriva f(s,z) = 0 y matriz de difusién
o(s,x)=1.

(b) Considere la ecuacién diferencial (determinista) en R™
(t) = f(t,x(t)) Vt>ty, con xz(s)=uz.

Si f satisface las condiciones de Ito y es continua en t, entonces x(+) es
un proceso de difusién con vector de deriva f(s,x) y matriz de transicién
o(s,z) =0.

(c) Sean ug,c € R™ y vy € R™ constantes. Considérese la diferencial
estocéstica

dX(t) =ug dt +vo dW Vit >ty, con X(s)=c
y W () € R%. Luego

X(t)=X(s)=ug-(t—5)+vg- (W(t)—W(s)) Vt>s>t,
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de modo que X(-) es un proceso de Markov cuya probabilidad de transicién
P(s,xz,t,-) es la distribucién normal

N(xz+ug - (t—s), vovy - (t — 8)).

Ademas
Es . [X(t) —X(s)] =up - (t—s)

y
E..[(X(t) —2)(X(t) —z)] =0 (t — s) +upufy - (t — s)?, con o = vy},

Por lo tanto, X(+) es un proceso de difusién con vector de deriva f(s,z) = ug
y matriz de difusién o(s,z) = o := vovy,.

Teorema 26.12. Considérese la EDE (26.39) con coeficientes f(t,x) y G(t, )
que satisfacen las condiciones de Ito. Si ademds f(t,x) y G(t,x) son fun-
ciones continuas en ¢, entonces la solucion X(-) de (26.39) es un pro-
ceso de difusion con vector de deriva f(t,z) y matriz de difusion o(t,x) :=
G(t,z)G(t,z)". (En este caso se dice que X(+) es una difusién de Ito). En
particular, si la EDE es auténoma (i.e. f(t,x) = f(x) y (t,x) = G(x)),
entonces X(-) es un proceso de difusién homogéneo.

Uns desmostracién se encuentra en Arnold (1974), Teorema 9.3.1; o Fried-
man (1975), p. 115, Teorema 4.2.

Tiempos de paro

Definicién 26.13. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y F, = {F;, t >
0} una filtraciéon de F. Se dice que una v.a. 7 : Q@ — [0,00] es un tiempo
de paro con respecto a F, si

{TSt}ES:t ‘v’tZO

Notese que un tiempo de paro 7 puede tomar el valor 400, y que cualquier
constante 7 =t es un tiempo de paro.

Ejemplo 26.14. Sea X(t) € R% t > 0, la solucién de la EDE (26.39)
con condicién inicial X(0) = Xo. Si B es un subconjunto no-vacio de R*
definimos

75 :=inf{t > 0| X(t) € B}.
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Si B es abierto o cerrado, entonces 7 es un tiempo de paro con respecto a la
filtraciéon natural de X(+). (De hecho, este resultado es cierto para cualquier
conjunto de Borel B pero la demostracién es mas complicada.)

Demostracién. Sea {t;, i = 1,2,...} un conjunto numerable y denso
en [0, 00). Supéngase primero que B es abierto. Dado t > 0, el evento

{re <t} = [J{X(t:) € B}
t; <t
pertenece a F; porque {X(t;) € B} € F C I} para todo #; > t.

Ahora supéngase que B es cerrado. Para cada n = 1,2,... considere el
conjunto abierto

B, := {z € R?| dist (x, B) < 1/n}.

Entonces el evento

o0

{re <t} = [ |J{X(t) € B.}

n=1¢;<t

pertenece a F5. O ]

En contraste con el Ejemplo 26.14, la v.a. ¢ := sup{t > 0 | X(¢) € B},
que representa el dltimo instante de tiempo que X(-) estd en B, en general
no es un tiempo de paro porque el evento {o < t} puede depender de toda
la historia futura del proceso X(-), no sélo de 5.

Definicién 26.15. Si f € N[0,T] y 7 es un tiempo de paro con respecto a
FV v tal que 0 < 7 < T, definimos

| rwawe = [ roneave, (26.41)

Observe que el PE f(t)I;;<;},0 <t < T, en (26.41) estd en N[0,T] y por
lo tanto se cumple lo siguiente.

Lema 26.16. La integral en (26.41) satisface:

E (/O de) =0 (26.42)
E (/OT de)2 =FE (/OT fQ(t)dt) : (26.43)
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Sea ¢(t,z) una funcién de clase C1? en [0,00) x R™ y sea X(t) € R™ la
solucién de (1) para t > 0. Por la féormula de Ito (Teorema 25.7)

dg(t,X(t)) = Lg(t, X (1))dt + gu(t, x())G(t, X (£)) AW (2), (26.44)

donde Lg es el operador definido en (25.25.16), i.e.
1
Lg = g1+ g:f(t,2) + 5Tr(0ges], con o:= GG (26.45)

Reescribiendo (26.44) en forma integral tenemos

t

g(t,X(t)):g(O,X(O))—i—/Ot(Lg)ds—i—/0 GGAW YO<t<T

Por lo tanto, si g, (¢, X(t))G(t,X(t)) estd en N[0,7] y 7 es un tiempo de paro
con 0 < 7 < T, entonces (usando (26.41)) obtenemos la férmula de Ito
con tiempos de paro

g(1,X(t)) = ¢(0,X(0)) + /OT(Lg)ds + /OT .G dW. (26.46)

Ademas, usando (26.42), se obtiene de (26.46) la siguiente forma general de
la férmula de Dynkin (ver el Ejercicio 25.8):

Elg(r,X(7))] = Elg(0,X(0))] + E[/OT(Lg)dS]‘

Ejercicios § 26
26.1. Calcule la solucién (X;(+), Xy(+))" de (19) mediante la férmula (14).

26.2. Considere la ecuacién lineal en el sentido retringido (11) y suponga
que la condicién inicial C' satisface que E(C?) < co. Demuestre:

(a) La media mx(t) := EX(t) satisface (12) con condicién inicial mx(ty) =
EC, ie.

mx(t) = A(t)mx(t) + a(t) para t>ty, con mx(tg) = EC.
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(b) La covarianza Kx(s,t) de X(+) estd dada por
Kx(s,t) = ®(s) {E[(C — EC)(C — ECY

min(s,t)
—I—/ O(r) 'B(r)B(r) (®(r) 1) dr}d(t).

to

(c) La matriz de covarianza de X(t), es decir K(t) := Kx(t,t), es la tnica
solucion simétrica y positiva definida de la ecuacién matricial

K(t) = At)K(t) + K(t)A(t) + B(t)B(t)’, con
K(ty) = E[(C — EC)(C — EC)].

26.3. Considérese la ecuacion lineal en el sentido restringido (11). Demuestre
que si la condicién inicial X(tp) = C' es una v.a. gaussiana o una constante,
entonces X(-) es un PE gaussiano (cuya media y covarianza estan dados en
el Ejercicio 2.)

26.4. Considérese la ecuacién lineal auténoma escalar (m = 1)
d
dX(t) = AX(t)dt + X(t) Y~ BidWi(t) Vt>0, con X(0)=C.
i=1

Demuestre que esta EDE tiene la solucion

X(t) =C e(A_% iy B+, BidWi(t)

(Sugerencia: use el resultado en el Ejercicio 25.4(b).)

26.5. Demuestre el Lema de Bellman—Gronwall: Sean g(-) y h(:) fun-
ciones integrables sobre [tg, T], con g(-) > 0, y tales que, para alguna cons-
tante L > 0,

g(t) < L/ttg(s)ds + h(t) Yt € [to,T]. (%)

Entonces .
g(t) gh(t)+L/ L= In(s)ds Yt € [to, T).

to

En particular, si (x) se cumple con h(-) = 0, entonces g(+) = 0.
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26.6. Suponga que se satisfacen las “condiciones de Ito” del Teorema 26.2
y que X(-) es solucién de la EDE (1)—(2) en el caso escalar m = d = 1.
Demuestre que si la condicién inicial X(¢y) = C satisface que F(C?) < oo,
entonces existen constantes My, My > 0 tales que

(a) E[X2(t)] < My VteltyT)],y

T
b) [, ElG(s,X(s))?|ds < o0.
(Sugerencia: nétese que (b) se sigue de (a) y de la condicién de crecimiento

lineal (4). Para obtener (a), primero aplique a (2) la desigualdad (> x;)? <
i=1

an Después use la isometria de Ito, la condicién (4) y el Lema de

Bellman Gronwall (Ejercicio 5).)

26.7. Verifique que X(t) := e"® satisface la EDE dX(t) = iX(¢)dt +
X(t)dW (t) por dos métodos distintos:

(a) usando la regla de Ito, y
(b) mediante el resultado en el Ejercicio 4.

26.8. Verifique que el PE dado en cada uno de los siguientes incisos satisface
la EDE dada:

(a) X(t) = W(t)/(1+8); dX(t) = —X8at + L aw(¢), X(0) = 0.

(b) (X1(t),X2(t))" = ((cos W(t), sen W(t))";
(i) =5 (%0 ) (1 70) (R0 o
() (Xi(t),X2(t))" = (cosh W(t), senh W (¢))";
() =5 (X a+ (9 5) () v
(d) (Xa(t), Xa(t)) = (t,e'W(t))";

( gi;gg ) B ( le(t) ) dt + ( ex?(t) )dW(t).



26.9. Resuelva las siguientes EDEs:
dXy(t) \ (1 1 0 dWi(t)
(a) ( dXa(t) ) = ( 0 ) dt + ( 0 Xi(t) > < aWu(t) )
(b) dX(t) = X(t)dt + dW(t)
(c) dX(t) = =X(t)dt + e tdW (t).
26.10. (El puente Browniano de a a b sobre [0,7].) Considére el PE

L dW (s)

— S

t t

X(t) := a(l——)+b—+(T—t)/ para t € [0,T].
7T .

Noétese que X(0) = a y X(T') = by, por tal motivo, X(-) se conoce como el

“puente Browniano” de a a b sobre [0, 7]. Demuestre que:

(a) X(+) es un PE gaussiano, con trayectorias continuas c.s., y con media y
funcién de covarianza

t t
mx(t) = EX(t) = a(l — T) + bf,
st

Kx(s,t) = min(s,t) — T

respectivamente, para todo 0 < s,t < T. (Sugerencia: use la Proposi-

cién 22.3.)

(b) X(-) es solucion de la EDE dX(t) = b_T—}E(tt)dt—de(t) para 0 <t < T, con
X(0) = a. (Nétese que esta EDE es de la forma (11) con m =d = 1.)

(¢) X(t) = ben Ly cuando t — T'—.

26.11. Sea dX(t) = aX(t)dt+pX(t)dW (t) parat > 0, con X(0) =z y > 0.
Demuestre que log [X(¢)/z] ~ N((a — £8%)¢, 8%t). (Sugerencia: use la regla
de Ito para calcular d(log X(t)). Vea también el Ejemplo 24.5(c). Al PE
X(+) se le llama movimiento browniano geométrico.)

26.12. Sea X(+) como en el Ejercicio 11 y supéngase que E[X*(t)] < oo para
todo ¢ € [0, T]. Demuestre:

(a) dX2 = (20 + B2)X2dt + 2BX2dW, y
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(b) EX3(t) = 22+ (2a+ (%) fot EX2(s)ds, de modo que EX2(t) = x2eo+8)t,

(¢) Suponiendo que E[X?"(t)] < co parat € [0,T] y n=1,2,..., demuestre
que

n(n —1)

EX"™(t) = 2" exp[(na + 5

B Yn=1,2,....

26.13. (Oscilador arménico perturbado aleatoriamente). Sean
Xm (t) = Xg(t)dt, dX2<t> =-X; (t)dt + O[Xl(t)dW(t), con « > 0.

Calcule ecuaciones para los momentos EX?, EX32, E(X;Xy) y para la
“energfa total” E|X(t)[%.

26.14. Sea dX(t) = A(t)X(t)dt+ B(t)dW (t) para s <t < T, con X(-) € R™
y W(.) € R% Sean m(t) y K(t) la media y la matriz de covarianza de X(t),
le.

m(t) = EX(t) y K(t):= E[(X(t) —m())(X(t) = m(t))']
Demuestre que m(-) y K (-) satisfacen las ecuaciones diferenciales ordinarias
m(t) = A(t)ym(t), K(t)=A@)K(t) + K@t)A{t) + o(t),

con ¢ := BB', suponiendo que la condicién inicial X(s) = C es una v.a.
gaussiana o una constante. (Compare con el Ejercicio 2.)

26.15. Sean 7,77 y T» tiempos de paro con respecto a una filtracién {JF;,
t > 0}. Demuestre que

(a) {T <t} € F, y por tanto {T =t} € F;, para todo t > 0.
(b) min(7y, ) y max(7y, 72) son tiempos de paro.

26.16. Demuestre (26.42) y (26.43).
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27 Apéndice

’Contenido: Espacio normado, producto interno, convergencia en L. ‘

A. Terminologia de analisis

Definicién 27.1. Sea V un espacio lineal o espacio vectorial (sobre R). Una
seminorma sobre V' es una funcion || - || de V en R, := [0, 00) que satisface:

(a) z=0 = ||z |=0.
(b) Homogeneidad absoluta: || ax |[|=|a| || z || Va € R, z € V.

(c) Subaditividad o desigualdad del triangulo:

lztyll<lfzl+ [yl Vo,yeV.

Si ademas se cumple el reciproco de (a), i.e.
@) [z]=0=2=0,

se dice que || - || es una norma. En este caso se dice que la pareja
(V.|| - ||) es un espacio lineal normado.

Si (V,]| - ||) es un espacio lineal normado, entonces la funcién d : V xV —
R, definida por d(z,y) :=|| * — y || es una métrica (o distancia) en V, y
se dice (V,d) es un espacio métrico. Este espacio es completo si toda
sucesion de Cauchy (con respecto a d) converge; es decir, si {z,,} C V es una
sucesion tal que d(z,, z,,) — 0 cuando n,m — oo, entonces existe x € X tal
que x = lim z,.

n—oo
Un espacio lineal normado y completo se llama espacio de Banach.

Hipdtesis 27.2. Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), identificaremos
cualquiera dos vv.aa. X y Y tales que P(X =Y) = 1. (En otras palabras, si
P(X#Y) =0, entonces X =Y.)
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Ejemplo 27.3. Sea p > 1, y sea L, = L,(€2, J,P) el conjunto de todas las
vv.aa. X tales que E|X|? < co. Entonces

X [lpi= (EIX[)!7 (27.1)

define una seminorma sobre L,. En efecto, ||X]||,= 0 no implica que X = 0;
s6lo implica que P(X = 0) = 1. Sin embargo, bajo la Hipdtesis 27.2, la
expresion (1), define una norma sobre L,. De hecho, (L,,| - [|,) es un
espacio de Banach.

Definicién 27.4. Un producto interno sobre un espacio vectorial V' es
una funcién (z,y) — (z,y) de V- x V — R que satisface:

a) (ax +by,z) =alx,z) +b(y,2) Va,beR;z,yecV
b) (z.y) = (y,z) VayeV

Proposicién 27.5. (Propiedades de (-,-)) Sea (-,-) un producto interno
sobre un espacio vectorial V| y sea

| z ||:== /{2, ). (27.2)

(a) Desigualdad de Cauchy—Schwarz: |(x,y)| <||z||||ly|| Vz,y € V.
Ademas, se cumple la igualdad ssi z,y son linealmente dependientes
(es decir, existe a € R tal que z + ay = 0).

(b) La expresién (2) define una norma sobre V.

(c) El producto interno es continuo en ambas variables, es decir, si x, — z
Y Ym — Y, entonces (2, Ym) —> (2, ).

Definicién 27.6. Un espacio vectorial V' con un producto interno (-,-) se
dice que es un espacio pre—Hilbert. Si ademas es un espacio completo con
respecto a la norma definida por (2), entonces V' es un espacio de Hilbert.
(En particular, un espacio de Hilbert es de Banach.)
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Ejemplo 27.7. En el Ejemplo 27.3 témese p = 2. Entonces Ly = Ly(Q), F, P)
con el producto interno

(X,Y) := BE(XY) (27.3)
es un espacio de Hilbert; por (2), la norma en L, es
I X [l2i= VX, X) = /E(X2). (27.4)

(Recuérdese la Hipétesis 27.2.) En este caso podemos escribir la desigual-
dad de Cauchy—Schwarz como

[EXY) <[ X lz- Y [lo= VE(X?) - VE(Y?). (27.5)
Convergencia en L,: Por (4)
X, =X en Ly ssi || X, —X[o— 0 ssi E|X,—X*>—0.

Ademas, por la continuidad de un producto interno (ver Proposicién 27.5
(c)) tenemos:

Lema 27.8. Si X,, - Xy Y,, = Y en L, entonces
(X, Yi) = E(X,)Y,,) = E(XY) = (X,Y).

Lema 27.9. (Criterio para la existencia de un limite en L,.) Sea
X(:) ={X(t), t € T} un PE en Ly, y sea ty € T. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(a) Existe una v.a. X € Ls tal que X(t) — X en Ly cuando t — .
(b) Existe un nimero ¢ € R tal que
EX(t,)X(t,)] = ¢ cuando n,m — oo (27.6)
para cualesquiera dos sucesiones t,, — to, t — to.
Demostracién. (a)=-(b). Sit, — to y t, — g, entonces (por (a))
X(t,) =X vy X(t)—=X en L.
Luego, por el Lema 27.8,

E[X(t,)X( )] — B(X?) =: ¢.
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(b)=(a). Supodngase que t, — to y en (b) témese ¢/ = t,,. Entonces,
por (6),

B[(X(ta) = X(tw))?] = EX*(ta)] + EX*(tn)] — 2B[X(t,)X(t)]
— (+{¢—2{=0 cuando n,m — o0;

es decir, || X(t,) — X(tm) |[2— 0 lo cual significa que {X(%,)} es una sucesion
de Cauchy en L,. Luego, como L, es completo, existe X € Ly tal que
X(tn) — X en Lg.

Ahora sea {s,} cualquier otra sucesién con s,, — to. Entonces
| X(sn) = X [l2 < || X(s0) = X(ta) [l2 + || X(tn) = X |l2,
y como || X(t,) = X |2—=0 vy

E[(X(sn) = X(ta))?] = E[X3(s)] + E[X?(t,)] — 2E[X(s5,)X(t,)]
U 0—2=0,

concluimos que X(s,) — X. O

379



28 Bibliografia

D. Applebaum (2004). Lévy Processes and Stochastic Calculus, Cam-
bridge University Press.

L. Arnold (1974). Stochastic Differential Equations, Wiley.
R.B. Ash (1970). Basic Probability Theory. Wiley.

R.B. Ash (1972). Real Analysis and Probability, Academic Press. Se-
gunda edicién (2000): Probability and Measure Theory.

R.B. Ash, M.F. Gardner (1975). Topics in Stochastic Processes, Aca-
demic Press.

J. Bertoin (1996). Lévy Processes, Cambridge University Press.

L. Breiman (1968). Probability, Addison-Wesley. (Second edition,
SIAM, 1992.)

R.M. Dudley (2003). Real Analysis and Probability, Second Edition,
Cambridge University Press.

R. Durrett (1999). Essentials of Stochastic Processes, Springer—Verlag.

E.B. Dynkin, A.A. Yushkevich (1956). “Strong Markov processes”,
Theory Probab. Appl., Vol. 1, pp. 134-139.

A. Friedman (1975). Stochastic Differential Equations and Applica-
tions, Vol. 1, Academic Press.

[.I. Gikhman, A.V. Skorokhod (1969). Introduction to the Theory of
Random Processes, Saunders.

D.P. Heyman, M.J. Sobel (1982). Stochastic Models in Operations Re-
search, Vol. 1, McGraw—Hill.

380



P.G. Hoel, S.C. Port, C.J. Stone (1972). Introduction to Stochastic
Processes, Houghton Mifflin.

O. Kallenberg (2002). Foundations of Modern Probability, Second Edi-
tion, Springer—Verlag.

J. Jacod, P. Protter (2003). Probability Essentials, Second Edition.
Springer.

I. Karatzas, S.E. Shreve (1991). Brownian Motion and Stochastic Cal-
culus, Second Edition, Springer—Verlag.

D. Khoshnevisan (2007). Probability. American Math. Soc.
R.G. Laha, V.K. Rohatgi (1979). Probability Theory, Wiley.

T. Mikosch (1998). Elementary Stochastic Calculus with Finance in
View, World Scientific.

J.R. Norris (1997). Markov Chains, Cambridge University Press.

B. Oksendal (1998). Stochastic Differential Equations, Fifth Edition,
Springer—Verlag.

E. Parzen (1962). Stochastic Process, Holden-Day.

LK. Rana (2002). An Introduction to Measure Theory and Integration.
Second Edition. American Math. Soc.

J.S. Rosenthal (2000). A First Look at Rigorous Probability Theory.
World Scientific.

K.—I. Sato (1999). Lévy Processes and Infinite Divisibility, Cambridge
University Press.

H.G. Tucker (1967). A Graduate Course in Probability, Academic
Press.

381



