Tarea 7 de Variable Compleja
CINVESTAV

Profesor: Carlos G. Pacheco.
Semestre: enero- junio 2026.
Calcule f,yf convy:=[1—-41+4i—1,—i—1,1—1iy f(z):=1/z.

Sea F' : [0,1] — [0,1] la funcién de Cantor. Vea que la curva y(t) := F(t)+iF(t),
t € [0,1], no es suave a trozos pero es de variacién acotada. ;Cémo se ve la

2 s cud ?
curva en C?, ;cudnto vale f7 0 fv 21

i—1 —1—13
) T3 y 5 > respec-

Sean o1, 09,03, 04 las circunferencias con centros 1%, %

2
tivamente y todos con radio 1/4, y sea v := [1 —¢,1 + 4,0 —1,—i — 1,1 —4].
Suponga que hay un disco A C C suficientemente grade que contiene a todas

las curvas anteriores. Si f: A — C es holomorfa, demuestre que

4

Dé una expansién en series de potencias alrededor de 1 de 1/23, y diga cual es

el radio del disco més grande donde esto ocurre.

Sea u una funcién real valuada y arménica (ver Tarea 6, problema 6) en B,.(29) C

C. Demuestre que para todo o € (0,7)

1

2
u(zp) = %/0 u(zo + roe?)ds.



10.

Sea A C C abierto y conexo. Sea f : A — C holomorfa y no constante.
Demuestre que si zg € A es tal que f(29) = 0, entonces hay g : A — C
holomorfa y n € N tal que (Vz € A)f(z) = g(2)(z — 20)™ con g(zp) # 0.

Sea f : C — C una funcién entera y suponga que hay constantes M,r > 0y
un entero n > 1 tal que (Vz & B,.(0))|f(2)| < M|z|"™. Muestre que f es un

polinomio de grado a lo més n.

i) La regla de Leibniz dice los siguiente:

Proposicién Si f : [a,b] X [¢,d] — C es una funcién continua, entonces g(t) :=

b . . ) . .
fa f(s,t)ds es continua en [c,d]. Pero si ademds % existe y es continua en

. . b
la,b] x [c,d], entonces g es diferenciable y ¢/(t) = [ ‘;{ (s,t)ds.

Use este resultado para probar que

2w eis
: ds
/0 e —tz

es constante si |z| < 1, y use esto para concluir que

dw
vy w—=z

= 2mi.

ii) Demostrar la regla de Leibniz compleja.

Calcule:

1 ﬂdz con {7(t) := eit}te[w”]’

2) [, 7%, con {4(t) := 20 + " e po2m,

5 m(z) dz con {y(t) := €' }1e(0,2q),
M

e s e e
bbbbbbbbb

dz con {y(t) :=1+ %}te[ogﬂ-] y n entero no negativo.

25 con v := {2[ cos(2t)e", t € [0,2n]}.

e—e

(=2}

“dz con {y(t) := e"}iepo,2n) ¥ 1 entero positivo,

~J

m con {7(t) :== 1 + €""},c[0,20) ¥ n entero positivo,

@m(z

o ¢

dz con {7(t) := eit}te[o,zwy
( 2 ) dz para cada n € N donde v := {1 + €%, t € [0,27]}.

=)

z—1

En C, dé un ejemplo de una curva cerrada -y de variacién acotada tal que para

todo k € N existe z fuera de la imagen de v con I(v,z) = k.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea p un polinomio complejo de grado n y sea v := {re’,t € [0,2n]} tal que
(Vz &€ B.(0))p(z) # 0. Demuestre que
/
/ P(2) dz = 2min.
”

p(2)

Sean A C C abierto y f,g: A — C analiticas con g inyectiva y tal que ¢'(z) # 0
para toda z € A. Sea - un ciclo en A homdlogo a cero en A. Demuestre que
para zg en A pero fuera de la imagen de ~,

f(2)

— g(zo)dw'

I20) o) = T2 [

211

Sugerencia: Aplique el teorema de la integral de Cauchy a

[RGE—w)

hz) — 9(z)—g(w)
2) i) Y —w
g'(z) )
Sea v : [0,1] — C una curva cerrada y simple; y sean z1, . .., z, puntos diferentes

en C pero contenidos en la componente acotada de C—{~v([0,1])}. Si f: C —» C

es entera, dé una férmula para calcular

e
L TNCEE S

Sugerencia: construya un ciclo homdlogo a cero en cierto conjunto abierto, y

use los teoremas de Cauchy y la férmula integral de Cauchy.

1. Identifique y clasifique las singularidades de la siguiente funcién compleja

(z=1)%(z+3)
1 —sin(mwz/2)

Identifique y clasifique las singularidades de la siguiente funcién compleja

oo

1
Z nlzn’

k=0

Puede ser un polo de una funcién f : C — C una singularidad removible?
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22.

Encuentre la series de Laurent de la funcién

1
z2(z—1)

en Ann(0,0,1) y en Ann(0, 1, 00).
Encuentre la serie de Laurent de m en Ann(0,1,2).

Calcule

] 3 o3
/ x Sln(l’)dm'
oo T+ 16

Demuestre que

/°° zt/3 p _ mV/2sin(n/12)
o 22+4r+8°" T T2 sin(r/3)

Calcule

o gp d
—— _dx, pe(—1,1).
/0 1+ 22 7 pe( )

Recuerde que tan(z) = sin(z)/ cos(z) y cot(z) = 1/ tan(z).
i) Muestre que los polos de f(z) := mcot(wz) son el conjunto Z y que los
correspondientes residuos son todos el valor 1.
ii) Sea yn la curva dada por el cuadrado con vértices
{i(N+1/2)+j(N +1/2); i,j=1,—1} con N € N. Muestre que
lim / Mdz =0.
N

N—oc0 22

iii) Use el Teorema del Residuo para concluir que Y o2, n=2 = 72 /6.



