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Capitulo 1

Espacios Lineales y
Transformaciones

En este capitulo el lector encontrard los conceptos de espacios lineales y operado-
res, y su desarrollo en el &mbito de espacios de funciones. Ademas se desarrollan
las primeras técnicas, como el Teorema de Neumann o el de contracciones de
Banach, para estudiar ecuaciones diferenciales e integrales.

1.1 Espacios lineales normados

Los siguientes axiomas surgen como extenciéon de la estructura de un espacio
euclidiano.

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial (o espacio lineal) sobre un campo
K (e.g. R,C) es un conjunto X junto con dos funciones

(z,y) =~z +y, (\y)— Az,

para todos z,y € X y A € K, tales que cumplen lo siguiente:

(i) (Vz,y,z€ X) (x+y)+2z=x+ (y+ 2) (ley asociativa),

(ii) (Vz,y € X) z+y=y+z (ley conmutativa),

(i) 30 € X tal que (Vo € X) v 4+ 0 = x (existencia del neutro aditivo),

(iv) (Vxz € X)(3z € X) z+ z =0 (existencia de inversos),
a tal z lo denotamos —zx,

(v) (VA eK)(Vx,y € X) Mz +y) = Az + Ay (ley distributiva),
(vi) (VA peK)(Vo € X) (A + p)x = X+ px (ley distributiva),
(vii) (VA p € K)(Vx € X) Mux) = (Ap)z (ley asociativa), y
(viii) (1 e K)(Vz € X) 1z = x.

Nota 1.1.2. Un campo K es un anillo conmutativo con division.

Ejemplo 1.1.3.
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(i) El espacio C™ de vectores en C,
{(t;);_,: t; €C}.

Se puede verificar que C" es un espacio vectorial con las operaciones naturales
de suma y multiplicacién por escalar. También es vélido cuando n = oo, es
decir C*° denota el espacio de sucesiones en C. Similarmente podemos formar
espacios lineales por medio del espacio de matrices.
(ii) El espacio

{t e C>®: lim t, existe} .

n—oo

(iii) El espacio

k=1

Iy := {tE(COO: Z|tk’|2 <oo}.
(iv) El espacio de funciones
CP:={f:E—C},

con E cualquier conjunto. Notemos que C* = C¥ con E := {1,2,...}.
(v) Si E es un espacio topoldgico, entonces el espacio de funciones continuas,

C(E):={f€C”: f es continua},

es lineal.

(vi) El espacio de funciones r veces diferenciables,
C7([0,1]) == {f € C([0,1]) : d* f /dz* existe para k =1,2,...,7}.

Definicién 1.1.4. Un subespacio vectorial de X es Xy C X, X, # 0, tal
que
(Vz,y € Xo)(VA € K) 2 + Ay € Xo.

Cuando Xy C X estrictamente decimos que es un subespacio propio.

En los ejemplos anteriores encontramos muestras de subespacios lineales.
Ahora estudiaremos el concepto de subespacio generado. La demostracion
del siguiente resultado se deja al lector.

Proposicion 1.1.5. Toda interseccion de subespacios vectoriales es un subes-
pacio vectorial.

Definicién 1.1.6. Sea A C X. El subespacio (A4) generado por A es la
interseccién de todos los subespacios vectoriales que contienen a A.

Nota 1.1.7. El conjunto vacio genera el espacio que consta unicamente del
neutro aditivo, i.e. () = {0}.
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Definicién 1.1.8. Una combinacién lineal (comb.lin.) en A C X es una
suma finita Y . Nz con {z;} CAy {N}CK((neN,i=1,...,n).
(Nota: A no tiene que ser finito.)

Resulta que el generado y las combinaciones lineales son lo mismo; el lector
puede mostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9. Se tiene que {combinaciones lineales de A} = (A).

Ejemplo 1.1.10. Sea C" el subconjunto de elementos (x;) € C* tales que
x; = 0 para i > n. Entonces el subespacio (C° UC! UC?U---) no es igual a
Ce=.

Definicién 1.1.11. Un conjunto A es linealmente independiente (lin.ind.)
si la condicién

Z)‘ixi =0, con {x;} CA, yx; # z; cuando i # j,
i=1

implica que \; =0 parai=1,...n.

Definicién 1.1.12.

(i) Una base (de Hamel) de X es un subconjunto A de X que es lin.ind.
maximal. Asi, cualquier x € X es una tnica combinacién lineal finita de ele-
mentos de A, por lo que X = (4).

(ii) Si X tiene una base finita A, el nimero de elementos de A es la dimensién
de X. La dimension es infinita si no hay una base finita.

Nota 1.1.13. Para determinar la existencia de una base en un espacio lineal se
ocupa el Lema de Zorn, el cual a su vez se muestra asumiendo el Axioma de
Eleccion. En general no es facil caracterizar bases de Hamel explicitamente, y
existen ejemplos donde dicha base resulta ser un conjunto que no es Lebesgue
medible.

Definicién 1.1.14.
(i) Sean X y Y espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Una funcién
f:X — Y eslineal si

(V.’ﬂl,:IJQ S X)(V)\ c K)f()\iﬂl -+ 1’2) = )\f(l’l) —+ f(l’g)

(ii) Denotamos L£#(X,Y) := {f : X — Y lineales} (simplemente L£#(X)
cuando Y = X) el conjunto de funciones lineales y X# := £L#(X,K) el con-
junto de funcionales lineales.

Ejemplo 1.1.15.
(i) Sea X := ([0,1]. El operador T : X — R, definido como T'(z) := fl

o x(t)dt
para x € X, es lineal. También escribimos simplemente Tx.
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(ii) Sea X :={f :[0,1] — R n veces diferenciables }, y sean yo,y1,...,Yn €n
X. El operador

D(z) := Z yrz® | con 2*) la k—ésima derivada,
k=0

define una funcion lineal de X a {f : [0,1] — R}.
(iii) Sik:[0,1] x [0,1] — R es continua, entonces

1
x|—>/0 k(s,t)x(s)ds

define un operador lineal 7' : X — X, al cual llamamos operador integral y
a k le llamamos su ntcleo o kernel.

(iv) La transformada de Laplace

(Tz)(s) := /000 e Sta(t)dt

es lineal.

La siguiente proposicion, cuya prueba queda al lector, nos muestra de manera
mas explicita la estructura de cualquier funcional lineal.

Proposicién 1.1.16. Supongamos quen := dim(X) < oo y que B = {by,...,b,}
es una base de X. Entonces para cada f € X% hay tnicos {1,...,pun}t C K
tales que

(Vo € X) f(z) = Nipi donde z = \ibi.
=1 =1

De hecho, u; = f(b;), i=1,...,n.

Un andlogo en dimensién infinita de este resultado es el Teorema de repre-
sentacion de Riesz que veremos posteriormente.

Definicién 1.1.17.

(i) Sea X un espacio lineal. Una norma en X es una funcién || -|: X — R
tal que

a) ||zf| >0,

b) [[Az]| = |A[lz]],

c) llz +yll <zl + llyll;

d) |jz|| =0 siy sélo si z = 0.

(ii) A (X, ] -] se le llama un espacio lineal normado (ELN).

(i) Si ademds (X, || - ||) es completo (i.e. toda sucesién de Cauchy es conver-
gente), entonces se le llama espacio de Banach.

Proposicién 1.1.18. Sea a,b € R con a < b. El espacio X := Cla,b], con la
norma ||zl|eo = maxeiqp) |(t)|, es de Banach.
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Demostracién. Se puede ver que X es lineal y que || - ||sc €s norma. Probemos
que X es completo. Sea {z,,n = 1,2,...} C X es sucesién de Cauchy. Para
cualquier ¢ € [a,b], tenemos que |z, (t) — 2w (t)| < ||[Tn — Zm||e, pPor lo que
{z,(t)} es de Cauchy en R, luego lim, o =, (t) existe para cada t € [a,b].
Definamos (V¢ € [a,b])z(t) := lim, 00 T, (t) ¥ probemos que lim, oo T, = &
con la norma en X y que x € X.

Sea € > 0 arbitrario. Sea N entero tal que ||z, — Zm|ew < €/3 cuando
n,m > N. Asi pues, (Vs € [a,b])(Vn,m > N)|z,(s) — z,(s)| < ¢/3. Tomando
el limite cuando m — oo obtenemos que (Vs € [a,b])|z,(s) — z(s)| < €/3, en
otras palabras (¥n > N)||z, — z|/c < €/3. Por lo tanto ||z, — z||cc — 0 cuando
n — oo.

Como z es continua y [a, b] es cerrado, xy es uniformemente continua, i.e.
existe § > 0 tal que |zn(t) —2n(8)| < €/3 cuando |s—t| < §. Por la desigualdad
del triangulo

[2(s) —2(t)] < lx(s) —2n(s)|+ |on(s) —an @) + [en (t) — 2()],

por lo que podemos concluir que |z(s) — z(t)| < € cuando |s — ¢| < §, por lo
tanto x es continua. O

Cuando A es un espacio topolégico, se puede extender este resultado a fun-
ciones f : A — R continuas y que ademés son acotadas con la norma del
supremo.

Nota 1.1.19. Usando la norma ||z|| := \/f; x2(t)dt, el espacio C([a, b]) no es

completo.

1.2 Operadores lineales

Definicién 1.2.1. Sean X y Y espacios lineales normados.
(i) Una transformacién (operador) lineal T € L#(X,Y) se llama acotada si

. IT@I _

sup
zexX—{0} [l

(ii) El conjunto de transformaciones lineales acotadas de X a Y lo deno-
tamos como L*(X,Y). SiY = X, escribimos L*(X).

(iii) Para A, B € L#(X), AB significa la composicién de A con B. También
usamos I : X — X para denotar la identidad.

Proposicién 1.2.2. Se tiene lo siguiente:

(i) IT] = supyays IT@)]-

(i) Para todo v € X, |T(x)|| < ||T|||z]-

(ii) Si X =Y, ||T"| <||T||", donde T™ es la n—ésima composicion de T.

Teorema 1.2.3. Sean X,Y ELNs. Se tiene que T € L7 (X,Y) es acotado si y
solo si T es un mapeo continuo.
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Demostracién. Si T es continua, en particular es continua en 0 € X (neutro
de X). Luego

(Ve > 0)(36 > 0)[|lz — 0] < 6 = |T(z) — T(0)]| <

en particular para e = 1. Si € X es de norma 1, ||0z| = §, luego ||T(x)| < 1.
Asi, ||Tz|| <1/6 < oo para todo x de norma 1, por la proposicién anterior T' es
acotado.

Supongamos que T es acotado. Tenemos que hay M < oo tal que para todo
z,y€ X conx—y#0

1Tl _,,
[ = yll
Luego [|T'(z) — T(y)|| < M|z — yl|, por lo tanto T" es continua. O

Ejemplo 1.2.4. Un operador integral en (C[0,1],| @ ||«) donde el nicleo k :
[0,1] x [0,1] — K es funcién continua define un operador acotado.

Teorema 1.2.5. Sea X FELN y Y espacio de Banach. Entonces L*(X,Y) es
de Banach.

Demostracion. Sean Ty, Ty € L*(X,Y), entonces

1Ty + Tof| = Sop, 1T (z) + Ta(2)] < HSlulgl(HTﬂx)H + (@) < Tl + 1721,

y también ||[ATy|| = |A|||T1||. Claramente | T|| =0si (Ve € X)T'(z) =0€Y; ysi
IT|| = 0 entonces (Vz € X)||T(x)|| =0, lo cual implica que (Vz € X)T'(z) = 0,
pues || - || es norma en Y. Hemos pues mostrado que la funcién || -|| en £*(X,Y)
es efectivamente una norma.

Se puede ver facilmente que £*(X,Y) es espacio lineal. Verifiquemos en-
tonces que es completo para ver que es de Banach.

Sea {T,,n =1,2,...} C L*(X,Y) sucesién de Cauchy. Para cada xz € X,
ITn(x) = T (2)|| < T — Tinlll|z]], uego {Thn(x),n = 1,2,...} es sucesién de
Cauchy en Y, y como Y es completo, el limite T'(x) := lim,,_,o Ty (x) estd bien
definido para cada x € X. Por la linealidad de cada T;,,

(Va,y € X)(Va € K)T,(ax +y) = aT(z) + Tn(y).

Tomando el limite cuando n — oo, llegamos a T'(ax + y) = oT'(z) + T(y), por
lo tanto T es lineal.

Probemos ahora que T' es acotada. Notemos que || T}, ]| < | T — Tl + | Tl
y lo mismo intercambiando n y m, por lo que

Tl = 1Tl < 1T = T,

luego {||T%|I}5%; es de Cauchy en R. Esto implica que hay M < oo tal que
IT.|| < M para toda n, entonces (Vn = 1,2,...)(Vz € X)||T,(z)|| < M|z
Como la norma es una funcién continua, tomando el limite cuando n — oo
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llegamos a ||T'(x)| = limp—oo [T (2)|| < M|z|| para toda x € X, luego T es
acotada.
Para terminar, sea € > 0y N > 0 tal que || T, — Tp»,|| < € cuando n,m > N.

Entonces, si ||z|| = 1, también || T, (x) — Ton(2z)]] < €. Y por la continuidad de
la norma ||T,,(z) — T(2)|| = lmy,—eo [|Tn () — Tin(x)|| < € para todo € X de
norma uno. Podemos concluir que T,, = T, n — oo en L*(X,Y). O

Con lo anterior podemos mostrar el siguiente resultado que se tiene en teoria
de matrices y que originalmente es la idea de una serie geométrica en R o C.

Teorema 1.2.6. (de Neumann) Sea X un espacio de Banach y T € L*(X).
Si||T|| < 1, entonces I—T es invertible, i.e. existe A € L*(X) tal que (I-T)A =
A(I —T)=1. Mds ain, podemos calcular A con la serie de Neumann

n
_ 1 k
A—nILrI;OkZﬂ)T.

Demostracién. Definamos 4,, := >, _, Tk para n = 0,1,.... Se puede veri-
ficar que cada A, es lineal y acotada. Para n > m tenemos que

- - [t s
[Arn — Al = || Z Tk” < Z ||THk = :
k=m-+1 m+1 1= |7

Como ||T|™ — 0 cuando m — oo, {A,}52, es de Cauchy en L£L*(X). Por el
teorema anterior hay A € L*(X) con A, — A si n — oo.

Asf tenemos que (I —T)A,, = > _TF —TY }_T" =1—T""'. Por lo
que ||(I = T)A, — I|| = 0 cuando n — oo, luego (I —T)A = I. Similarmente
A(I —T) = I. Podemos entonces concluir A = (I —T)~ 1. O

Ejemplo 1.2.7. Sea X := C[0,1] y k£ : [0,1] x [0,1] — R continua. Si
SUp; se0,1] [k (s, t)| < 1, entonces del Teorema de Neumann sabemos que [ — T
es invertible, donde T el operador integral con ntucleo k. El inverso puede ser
calculado tedéricamente con la serie de Neumann. Asi, podemos encontrar la
incongnita x € X del la ecuacién

J:(t)—/o k(s )a(s)ds = v(t), t € [0,1],

donde v € X es conocido. Esto es, resolvemos x — Tx = v, mediante x =
(I—-T) .

Ahora, basando en las series de Neumann, podemos construir un método
para resolver ecuaciones de la forma Tz = v.

Teorema 1.2.8. Sea X espacio de Banach y T € L*(X). Supongamos que
existe L € L*(X) tal que |[I —TL|| < 1. Siv € X, entonces eziste x € X,
no necesaritamente unica, tal que Tx = v. Mds aiun, r = lim,_ o T,, donde
2o = Lo y Tpy1 = Tn + L(v —Txy).
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Demostracién. Se puede probar que T'L estd en £*(X), luego por el Teorema
de Neumann, T'L es invertible, y de hecho

o0

(TL)™ =) (I -TL)*.
k=0
Definimos = := L(T'L)"!v, entonces T(z) = (T'L)(TL)"'v = v. Sea x, =
LYy _o(I—=TL)*v paran =0,1,.... Como la serie -, [|[I — T'L||* es conver-
gente, >o— || — TL||* — 0 cuando n — co. Ademas,

lzn — x| = IL > (I=TL) | <|IL| Y [IT = TL|*|ll,
k=n+1 k=n+1

por lo que z,, — x,n — oo.
Ahora tenemos que

2, = LY (I-TL}v=L|I+Y (I-TL)*|v
k=0 k=1
n—1
= L|I+(I-TL)Y (I-TL)*|v
k=0

n—1 n—1

L+LY (I-TL*-LTLY (I-TL)*
k=0 k=0

v

n—1 n—1
= [L S I-TLF+L <I—TLZ(I—TL)’“>] v

k=0 k=0
= 2+ Lv—T(xy1)),

paran=1,2,...,y g = Lv. O

Concluimos esta seccién enunciando el Teorema de Banach-Steinhaus,
o también llamado el principio de acontamiento uniforme. Omitimos la
demostracién, pero se puede encontrar en otros libros de analisis funcional.

Teorema 1.2.9. Sea X un espacio de Banach yY ELN. Sea F C L*(X,Y).

Si (Ve € X) sup ||Tz|| < oo, entonces sup ||T]| < oo.
TeF TeF

1.3 Contracciones
En esta seccion trabajamos con transformaciones no necesariamente lineales.

Definicién 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métricoy F : X — X. Se dice que F'
es una contraccion si (Vz,y € X)d(F(x), F(y)) < 0d(x,y) con 6 € [0,1).
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Teorema 1.3.2. (de la contraccion de Banach) Sea (X,d) un espacio
métrico completo. Si F : X — X es una contraccion, entonces F tiene un
dnico punto fijo x. Mds ain, (Vzg € X)x, — x cuando n — oo, donde xo € X

Y Tpyr = F(zy), n=1,2,....

Demostracion. Tenemos que d(zy,, Tp—1) = d(F(zp—-1), F(2n—2)) < 0d(xn—1,Tn—2).
Repitiendo este argumento, llegamos a d(x,,T,_1) < 0" td(z1,z0). Asi, para

m > n,

IN

AT, Tn) d(@m, Tm—1) + ... + d(Tpy1,Tn)

3

IA

0
O™ 4+ 0 d(xy, o) < 1 d(@1, o).

-6
Por lo que d(2, x,) — 0 cuando m,n — oo, luego {x,,}22 ; es de Cauchy; como

X es completo hay x € X con x = lim,, oo T,,. Ademds, como F' es continua

Flo) = i, Flon) = g oni =2

Supongamos que hay otro punto fijo y € X de F, i.e. F(y) = y con y # x.
Se tiene entonces que 0 < d(z,y) = d(F(x),F(y)) < 0d(z,y). Esto es una
contradiccién, por lo que y = x. O

Ejemplo 1.3.3. Consideremos la ecuacién integral de Fredholm (no necesaria-
mente lineal)

/0 k(s, £, 2(5))ds + w(t) = o(t),

donde k y w son conocidas. Entonces la solucién de la ecuacion es un punto fijo
del operador

Fla)(t) ;:/O k(s, , 2(s))ds + w(t), ¢ € [0,1].

Denotado tambien Fx(t).

Supongamos que k(s,t,7) y w(t) son funciones continuas en [0,1] x [0,1] x R
y [0, 1], respectivamente. Asi, podemos buscar la solucién en C[0, 1].

Si suponemos que el kernel k satisface la condicién de Lipshitz:

|k(s,t,m0) — k(s,t,71)] < Olrg — 71| con 6 € [0,1).

Podemos entonces considerar C[0, 1] con la métrica del supremo, lo cual forma
un espacio métrico completo. Veamos que bajo estas condiciones, F : C[0,1] —
([0, 1] es una contraccién. Sean u,v € C|0, 1], luego

|Fu(t) — Fo(t)] < /o |k(s,t,u(s)) — k(s,t,v(s))]ds < 0]ju — v co,

para toda t € [0,1]. Por lo tanto ||Fu — Fv|/s < 0]ju — v||o, y por el Teorema
de la contraccién de Banach, F tiene una unica solucién en C[0, 1].
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Nota 1.3.4. El proceso del teorema de anterior dado por 1 := F(z,) define
el método iterativo de Picard para encontrar la solucion.

Ahora extenderemos el método descrito en el Ejemplo 1.3.3 a situaciones
donde el parametro f no necesariamente es menor a 1. La prueba del siguiente
resultado se deja al lector, quien podria emular en la idea de la Proposicion
1.1.18.

Lema 1.3.5. Sea a >0 y a <b. Con la funcion

2]l = sup [a(t)le”",

t€la,b]
el espacio Cla,b] es normado y completo.

Nota 1.3.6. La norma descrita anteriormente (a veces llamada una norma
ponderada) es equivalente a la norma del supremo (i.e. cuando a = 0), esto
significa que ambas normas generan la misma topologia. Note también que el
lema puede extenderse a conjuntos mas generales que un intervalo compacto
[a, b].

Teorema 1.3.7. Sea f € C([a,b] X R) funcidn real valuada y asumamos que
existe A > 0 tal que

(Vs € [a,0])(Vto, t1 € R)[f(s,t0) — f(s,t1)] < Alto — tal.
Entonces, el PVIx' = f(t,x), x(a) =& tiene solucidn inica en Cla,b).

Demostracion. El PVI es equivalente a resolver x = Tz donde

Tz(t) :=¢ +/ f(s,z(s))ds, con z € Cla,b).

Ahora, usando el lema anterior, queremos mostrar que 1" es una contraccién en
(Cla,b], || - lw) con = A/0 y 6 € (0,1).
Para u,v € C[a,b] tenemos que

t t
|Tu(t) — To(t)] < |f(s,u(s)) — f(s,v(s))|ds < A/ e?s/0em 23/ 1y (s) — wv(s)|ds
t
< Au-— v||w/ /05 < Mu — vl|8M/0 /2,

para todo ¢t € [a,b]. Luego
(Vt € [a,b])|Tu(t) — To(t)|e 0 < 0llu — v,

por lo tanto |Tu — Tv||, < 8]|u— v||. De donde se deduce el resultado usando
el teorema anterior. O

Nota 1.3.8. La funcién w(t) := e~ ** puede ser convenientemente escogida de
otra forma para formar un espacio métrico completo.
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Nota 1.3.9. El teorema anterior puede extenderse a sistemas de ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales:

2y = filt,x1(t), ..., a(t))

= fult,z1(t), ..., 20(t)),

conz;(a) :=§;,i=1,...,n. Paraesto, consideramos la funcién f = (fiy- s fn):
[a,b] x R" — R" y tomamos el espacio Cla,b] = {Z : [a,b] = R™} con la norma

2] = sup e 0|(t)],
t€la,b]
donde ||£(t)| := max(|z1(t)],...,|za(t)]), que por cierto es equivalente a la

norma euclidiana. Asi, si se cumple la condicién

1f(t,a) = f(t,0)[] < Alla — o
con 4,0 € R™, podemos verificar que 2’ = f(t7 z), 2(a) = ¢ tiene solucién tnica.
Ahora tenemos los siguientes resultados como concecuencia de trabajar con
una contraccién.

Teorema 1.3.10. Sea (X,d) un espacio métrico completo y F : X — X una
funcion tal que F™ es una contraccion para algun m < oo. Entonces F tiene
un dnico punto fijo x. Mds ain, (Vy € X))z = lim, 00 x, donde xg ==y y
Tpt1 = Fl(xy,).
Demostracién. Como F™ es una contraccién, hay z € X tal que FF¥(z) =z
para k = 1,2,.... Asi F(z) = F(F™(x)) = F™"Y(z) = F™(F(x)), es decir,
F(z) es también punto fijo de F™. Por unicidad F(z) = z. Ademds, si hay
y # x tal que F(y) = y, entonces F™(y) = y. Por lo que y seria punto fijo de
F™  pero esto no es posible pues x es el unico punto fijo de F™.

Tenemos que (Vy € X)lim,, oo F"Fi(y) = lim, o F"™(F'(y)) = z para
cadat=1,...,m. Luego,

(Ve > 0)3N)(Vi =1,...,m)(n > N)d(F"™ ' (y),z) < e.

Como todo entero positivo k es de la forma nm +i con 1 < ¢ < m, tenemos que
para todo k > Nm, d(F*(y),x) < e, es decir, limy,_,o. F*(y) = z. O

Teorema 1.3.11. Sean k : [a,b] X [a,b] = R y v : [a,b] = R funciones contin-
uas. Entonces la ecuacion lineal de Volterra

z(t):/ k(s,t)x(s)ds + v(t)

tiene una dnica solucion en Cla,b].
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Demostraciéon. Sea T'(z) := fat k(s,t)z(s)ds parax € (Cla,b],||"||co). Notemos
que

T (t)] = I/ k(s, t)x(s)ds| < [[E]looll]|oo(t = a).

También,

T2 (t))|

IN

/ k(s 1) |Tx(s) | ds < / (s, )| klloo 2o (5 — a)ds

(t—a)?
B

IN

1%l12ll2loc

Asi sucesivamente llegamos a que

(t—a)"
n!

(b—a)"

n n
T2 < kel 2

< RN [l oo

para toda t € [a,b]. Luego, | T"] < ¢™/n! con ¢ := ||k|/co(b — a). Tomemos m
tal que ||T™| < 1. Definamos F(z) := Tx + v para x € Cla, b]. Entonces, como
FF(z) =Trz + TF v+ ... + Tv + v, llegamos a que

E™ (@) = F™(y)lloo = IT™2 = T™"ylloo < IT™ [z = ylloo

para z,y € Cla,b]. Esto muestra que F™ es una contraccién en un espacio
completo, y por el teorema anterior F' tiene un unico punto fijo: la solucién de
la ecuacién integral. O

Corolario 1.3.12. Sean f,h € Cla,b]. El PVIz' = f(t)x + h(t), z(a) = &,
tiene solucion unica en Cla, b].

1.4 Sistemas de ecuaciones diferenciales
Considere la ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de la forma
™ = ft,x(t), 2 (t),..., 27V ()).

Decimos que f(t,xg,1,...,2,—1) es de Lipschitz en T = (zg,21,...,Zn_1)
cuando
‘f(tvx()a e a'r’fb—l) - f(t’y07 e 7y’fb—1)| S ch_ y”a

donde || - || representa la norma euclidiana.

Proposicién 1.4.1. Sea f : [a,b] x R* — R continua y de Lipschitz en T.
Entonces la EDO

2 = f(t,a(t), 2/ (t),..., "D (8),

con condicion inicial x(tg) =&, i =0,1,...,n—1, to € [a,b], tiene solucion
unica.
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Demostracion. Definamos un sistema vectorial de la forma
¥ =g, 7)con J:R* > R"yg:[a,b] x R" = R",

de la siguiente manera:

y(/) = U = gO(t7y07"'ayn71)
yvio= 2 = gi(t,Y0,--- Yn—1)
Yn—2 = Yn-1 =t gn—2(t, Y0, Yn—1)
yéfl = f(tvy(h"'?yn*l) = gnfl(t7y07'~~7yn71)
Y la condicién inicial es precisamente y;(to) := ) (to), i =1,...,n — 1.
Vemos que cada g;, ¢ =0,1,...,n—1 es de Lipschitz, luego g también es de

Lipschitz. Por lo tanto, por los teoremas de contracciones de la secciéon anterior
(vea la Nota 1.3.9), la EDO con condiciones iniciales tiene solucién tinica. O

Ahora consideremos el sistema lineal o separable
7'(t) = A(t)z(t) + B(t)

con condiciones iniciales Z(ty) = &, donde A : [a,b] = R"™" y B : [a,b] — R™.
Si las entradas A;; 1 < ¢,j7 < n son funciones continuas, entonces hay
solucion unica, pues se cumple la condicién de Lipschitz:

IA@)T + B(t)] - [A()y + Bl = |A®) (T =)l < cllz -7l
Con esto podemos probar los siguiente resultados.

Proposicién 1.4.2. FEl conjunto X de soluciones de T = A(t)T es un espacio
lineal de dimension n.

Nota 1.4.3. En el contexto de esta proposicién, se dice que el conjunto de
soluciones forman el espacio nulo N(L) del operador L(z) := T — A(t)Z. Lo
cual se escribe como N(L) := {7 : LT = 0}.
Demostracion. Puesto que A(t) x (AT +7) = M) T+ Aty y (AT +7) =
AT’ + 7, el conjunto X es subespacio lineal.
Definamos §; := (0,...,0,1,0,...,0) (i.e. 1 en la posicién i), y sea T; la
solucién de T = A(t)T con condicién inicial T(tg) = d;, esto parai =1,2,...,n.
Ahora bien, si Z?:l \;x; = 0, entonces

n n
0= Z AiTi(to) = Z Aidi,
i=1 i=1
por lo que A; = 0 para cada i = 1,2,...,n. Por lo tanto {Zy,...,T,} es
linealmente independiente.

Finalmente, sea Z alguna solucién del sistema lineal con condicién Z(tg) = 7.
Definiendo 7 := Y ;" | 7;T;, vemos que § es también solucién del sistema lineal
y ademds que G(tg) = 7], luego por la unicidad de la solucién 7 = Z. Concluimos
entonces que la dim(N(L)) = n. O
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Corolario 1.4.4. Si a, # 0, la EDO anz™ + .. 4 a12’ 4 apxr = 0 tiene
exactamente n soluciones linealmente independiente.

Definicién 1.4.5. Sean z1,...,7, € C(® Y[a,b]. El determinante Wron-
skiano del vector T se define como

x1(t) ... xp(t)
i) ... 2 ()
W (t) := det :
R ) NN ()

A la matriz que define W (¢) le llamamos la matriz Wronskiana, denotada M (¢).
Teorema 1.4.6. Sean x1,...,x, soluciones de
L(z) := 2 4 an_ 12 £ a2’ + agr = 0.

Tales soluciones son linealmente independientes si y solo si W (t) # 0 para todo
t € la,b].

Demostracién. (<) Asumamos que el determinante es siempre diferente de
cero, y por un momento supongamos que E:L:l Aix; = 0y A\ # 0 para al
menos un indice i. Derivando sucesivamente tenemos que Y -, )\ixz(-k)
k=0,1,...,n— 1.

Esto implica que las columnas de M (t) son linealmente dependientes para
todo ¢ € [a, ], luego W (t) = 0 para todo ¢ € [a, b], contradiciendo la hipdtesis.

(=) Ahora asumamos que las soluciones son lin. ind. y pensemos que
(3to € [a,b])W(tg) = 0. Luego la matriz Wronskiana M (¢t) en t = ¢, es singular,
por lo que hay un vector de escalares A\ # 0 tal que M (tg)A = 0. Definimos
pues  := Z?:l Aix;. Como cada x;, ¢ =1,...,n es solucién del sistema lineal,
se tiene que L(z) = Y1 | \;L(x;) = 0. Ademés, del hecho M (o)X = 0 se tiene
que z®)(5) =30 | )\ixgk) (to) =0 para cada k =0,...,n — 1.

Por la unicidad de soluciones x = 0, lo cual implicaria que los x1,...,x, son
linealmente dependientes, contradiciendo la hipétesis. Concluimos que (V¢ €

[a, b)) W () # 0.

= 0 para

O

1.5 Ejercicios

En este curso puede usar la regla de Leibnitz

b(x) b(z)
[ e =¥ @) b)) - d @ @) + [ Lo

dx (z) a(x) dx

para funciones diferenciables.
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1.5.1. Sea .
1110)= | (6= 975

-1

t

Describa el rango de L y pruebe que e’ no puede estar ahi.

1.5.2. Probar que el PVI {a”(t) + A\?z(t) — q(t)z(t) = 0; x(0) = 1,2(0) = 0}
puede ser resuelto por medio de

1

x(t) — X/o q(s)sen((t — s)A\)x(s)ds = cos(At).

1.5.3. Diga a que PVI es equivalente resolver

z(t) = w(t) —|—/ (t + s)x(s)ds.

0

1.5.4. Demuestre que el operador T : C[0,1] — C[0, 1] definido como

[Tx](t) := /0 cos(st)x(s)ds + 2x(t)

es sobreyectivo.

1.5.5. Use integracién por partes para mostrar la igualdad

/: /ay f(t)dtdy = /:(a: — ) f(t)dt.

1.5.6. Sea Cy(R) el espacio de funciones continuas f : R — R tales que || f|c <
00. Demuestre que este espacio de Banach.

1.5.7. Reduzca a una ecuacién diferencial la siguiente ecuacion integral
o0
u(t) = / e 1=5lu(s)ds.
0

Con u continua y tal que [ e~ !"~*l|u(s)|ds < oc.

1.5.8. Considere la siguiente ecuacién integral de Fredholm,

1
z(t) = )\/O e'~Sx(s)ds + v(t)

con v € C[0,1] y A € R dados. ;Para qué valores de A se puede aplicar el
Teorema de Neumann para resolver esta ecuacién? Encuentre la solucién.

1.5.9. Use el Teorema de Neumann para resolver la ecuacién integral de Volterra

t
x(t) — )\/ e’ tx(s)ds = —e " con A € (0,1).
0
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1.5.10. Considere el operador de Volterra

t
[T2(t) = / st (s)ds.
0
Diga si estd acotado en (C[0,1],] ® ||oo). Muestre que z(t) := 0y z(t) := '~ 1
son soluciones de Ty = y, y explique porque ocurre esto.

1.5.11. Muestre que el operador

1
[Tz](t) := x(t) — /0 x(s)(s? +t2/2)ds

es invertible y exprese su inverso con una serie.

1.5.12. Probar que la sucesion que surge del Teorema de Neumann aplicado a

1
u(z) = z? +/ e_y/mu(y)dy
0
converge.

1.5.13. Sea X un espacio de Banach, T € £*(X) y y € X. Defina zg € X
arbitrario y x,4+1 = T(x,) + y paran = 1,2,.... ; Qué pediria a ||T|| para que
{z,}$2, sea convergente?

1.5.14. Sea o > 0,y a,b € R. Demuestre que ||z, := sup;e(, p 2(t)e”*" define
una norma en Cla, b] y ademds lo hace completo.

1.5.15. ;Para qué valores de A podria la ecuacién integral
1
z(t) = )\/ e cos(z(s))ds + tan(t)
0

tener solucién en C[0,1]?

1.5.16. Demuestre que

x(t) :/0 [z(s) + s]sin(s)ds

tiene una unica solucién en C[0,7/2]; encuentrela.

1.5.17. Sea g € C[0,b]. Demuestre que el PVI z/(t) = cos(z(t)g(t)), =(0) =
o € R tiene solucién tunica.

1.5.18. Para t € [0,b] y € R, sea (t,z) — f(t,2) € R funcién continua, tal
que 4 eg continua. Demuestre que el PVI

v
2'(t) = f(t, (1)), 2(0) = o,

tiene solucién tnica en C|0, b].
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1.5.19. Sea f : [0,00) — R una funcién continua y acotada, y sea p > 0.
Considere la ecuacién

t
u(t) = f(t) + ¢ / (s/4)u(s)ds.
0
(Para qué valores de ¢ el método iterativo (del teorema de la contraccién) con-
verge?
1.5.20. Muestre que z1(t) := v/t y 22(t) := 1/t son soluciones de la ecuacién
2%z 4 3tz —x =0, t € (0,00).

Diga que ocurre con el Wronskiano de estas soluciones cuando ¢ — 0. Resuelva
el PVI dado por la ecuacién diferencial y las condiciones z(1) =2y /(1) = 1.

1.5.21. Sean p y ¢ funciones continuas en un intervalo abierto (a,b). Sean 1 y
x2 las soluciones linealmente independientes de z' +p(t)a’ +q(t)z = 0. Muestre
que el Wronskiano W (¢) de estas soluciones resuelve la ecuaciéon W/ +p(t)W = 0.

1.5.22. Sean x; y x2 soluciones de la ecuacién de Bessel
22"+t + (t* —n?)x =0, t € (0,00),

tales que z1(1) = 25(1) = 1y 22(1) = 2} (1) = 0. Encuentre el Wronskiano de
Ty Ta.

1.6 Notas
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Capitulo 2

Espacios con producto
interno

2.1 Espacios de Hilbert

Para todo efecto préactico, en esta seccién nos restringimos al campo C (que
incluye R).

Definicién 2.1.1. Un producto interno en un espacio vectorial X es una
funcién (-,-) : X x X = K que cumple

(i) paray € X fijo, z — (x,y) es lineal,

(i) (z,y) = (y,2),

(i) (z,z) >0,

(iv) (z,z)=0=2=0.

De la definicién, tenemos las reglas

Az +py,z) = Ma,z) + ply, ),

(m, Ay + pz) = Ma,y) + 7z, 2).
Lema 2.1.2. Sea X un espacio vectorial con producto interno. Entonces
(i) =0 << (VyeX) (z,y)=0,
(it) z=y < (Vz€X) (x,2) = (y,2),

Nota 2.1.3. La funcién ||z| := y/(z,z) es una norma en X. Esta norma
determina una topologia en X.

Ejemplo 2.1.4. X = C", (z,y) = Y.i_, ;y; donde z = (z1,...,2y), y =
(y1,.-.,Yn). La norma es

D ol

=1

]| =

23
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Ejemplo 2.1.5. Mas generalmente, sea A € C"*"™ una matriz n-por-n que
. —T . .
satisface A” A = I donde AT es la matriz transpuesta. Definase

(T, y)a = inaij?j = 2" Ay
0,J
para z,y € C". Entonces (-, )4 es un producto escalar en C". Todo producto

escalar (-,-) en C" se obtiene de esta forma: de los elementos bésicos d; =
(0,...,0,1,0,...,0) se define a;; = (d;,9;).

En los siguientes resultados X es un espacio vectorial con producto interno.

Teorema 2.1.6. Se cumple lo siguiente para todos x,y € X:

(i) Kz, ) < ||z|llly]l (desigualdad de Cauchy-Schwarz),

(ii) |z +yl|*> + |z — yl|*> = 2(]|=||* + ||ly||?) (Ley del paralelogramo),
(iii)  Si(x,y) =0, entonces ||z +y|* = ||z|* + ||y||* (Pitdgoras).
Demostracion. (i) Supongamos que y # 0, pues de otro modo es trivial;

0 < o=l =(z -y, 2= )

= (z,7) = Mz,y) — AM(y,2) — My, y))-

Tomemos \ para anular el tltimo término, A = (y, z)/(y, y), dejando

0 < (w,2)— EZ’;C; (z,y)
s &,y
[Eal W

de lo cual se sigue la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

(i) Al expandir ||z £ y||?> aparecen términos +((z,y) + (y,x)) que se cancelan
en la suma ||z + y|* + ||z — y[|?, dejando 2((z,z) + (y,y)).

(iii) Esto resulta al anularse los términos (z,y), (y,x) que surgen al expandir
Iz + ylI>. O

Ahora veremos numerosas consecuencias de estas propiedades, sobre de todo
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicién 2.1.7. ||z| = sup{[{z,y)|: |ly| =1}.
Demostracién. Si z = 0, se cumple trivialmente. Sea ||y|| = 1, por Cauchy-
Schwarz [(z,y)| < ||z||. Ahora, para y := x/||z||,

x |(z, )|

sl = | (o g2 )| = S5 =t
’ ikl ]

por lo tanto se alcanza el supremo. O

El siguient resultado lo mencionamos sin demostracién.

Proposicion 2.1.8. Si se cumple la ley del paralelogramo en un ELN X, en-
tonces existe un producto interno en X que define la norma.
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Definicién 2.1.9. Sea X un espacio con producto interno. Decimos que
(i) =,y € X son ortogonales si (z,y) =0, y lo denotamos z_Ly,

(ii) un conjunto E C X es ortogonal si cualesquier dos elementos de E son
ortogonales, y

(ili) F es ortonormal si es ortogonal y sus elementos tienen norma 1.

Proposicién 2.1.10. (Generalizacién del T. de Pitigoras) Sean x; € X (i =
1,...,n) ortogonales. Entonces || > i z;]|? = >0y |Joi]*

Teorema 2.1.11. (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Sea {z,}>; un
conjunto lin.ind. en X. Entonces, existe {y,}°>2, ortonormal tal que para cada
s ({yktizr) = (entiz)-

Demostracién. Definimos y; := 1/||x1]|, e iterativamente

n—1

Tn — Z <$n7 yk>yk
k=1
n—1

Tn — Z<xn7 yk>yk

k=1

para n = 2,3,.... Dicho conjunto cumple lo deseado. O

Definicién 2.1.12. Una base ortonormal (6 conjunto ortonormal com-
pleto 6 sistema ortonormal completo) de X es un conjunto ortonormal
méaximo. (Se admite el conjunto vacio en el caso de que X = {0}.)

Una base ortonormal no necesariamente es una base de Hamel 6 de Schauder
(vea Definicién 2.2.13).

Nota 2.1.13. Utilisando el Lema de Zorn se puede demostrar que todo ELN
X con producto interno tiene una base ortonormal.

Teorema 2.1.14. Sean ey, ..., e, ortonormales en X, y sea x € X arbitrario.
Entonces,

(i) i1 [z, e;)]* < ||z]|* (Desigualdad de Bessel) y

(i) para cada k=1,...,n, se tiene que (x — Z?:1<x,ej)ej) L eg.

Demostracion. (i) se sigue de

n n n
0< flo = (a,ej)es* = (x) =2 [(w,e5) > + D lw, e5) [
j=1 j=1

j=1

Para mostrar (ii), observamos que

<x - <(£,€j>€j ) ek> = <$,€k-> - <SC,6k> =0
j=1

para k=1,...,n. O
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Corolario 2.1.15.

(i) Si{e;}52, es ortonormal, entonces lim; oo (7, €;) = 0.

(i) Si E C X es ortonormal, entonces para cada x € X, el subconjunto de
elementos e € E tales que (x,e) # 0 es a lo mds numerable.

Demostracién. El inciso (i) es consecuencia inmediata de la desigualdad de
Bessel pues |(z,e;)|> — 0. Para (ii), fijemos # € X y consideremos S = {e €
E: (z,e) # 0}. Definamos

Sp(z) = {e €E: |(z,e)> ”i} cs.

Si hubiese mas de n? elementos en S, (), digamos ej,...,exy con N > n?,

tendriamos

N
Dl e > N(llz]/n)?* > ||,

j=1

contrario a la desigualdad de Bessel. Por lo tanto S,(z) es finito y la unién
S =U,~, Sn(z) es numerable. O

Teorema 2.1.16. (Teorema de bases ortonormales) Sea X espacio con
producto interno y E C X ortonormal. Las siguientes son equivalentes:

(i) E es completo,

(ii)) (VreX)(zlE = z=0),

(iii) (Vo e X)z=) . plxee,

(w) (VxeX)|z|? =3 cxl{z )| (identidad de Parseval) .

Cuando se cumple alguna de estas condiciones se dice que E es una base
ortonormal de X. Recuerde que las sumatorias en (iii),(iv) son numerables por
el Corolario 2.1.15.

Demostracién. (i)=-(ii): Sea E completo. Consideremos zLE. Si z # 0,
entonces E U {z/||x|} serfa ortonormal, contradiciendo que E es completo. Por
lo tanto = = 0.

(ii)=-(iii): Sabemos que x — ) .p(x,e)e L E (donde la sumatoria es forzosa-
mente numerable), y al asumir (ii) tenemos = — 3 . o (z,e)e = 0.

(iii)=-(iv): Enumerando {e € E: (z,e) # 0} = {e;},

2
n

D wees|| = e eeill? = [ e
j=1 j=1

Jj=1

Al asumir (iii), la continuidad de la norma da

2 2
2 n

n
2 . .
ol = ~im Y mees|| = tim [Sioeste,
j=1

Z(:me)e

E

j=1
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(e P =D Iz, o).
j=1 E
(iv)=-(i): Supongamos ahora la identidad de Parseval. Si E no fuera completo,

tomarfamos y € X — E con E' U {y} ortonormal para dar con la contradiccién

L=lyl* =Y [{y,e)| =0.

eckE

Por lo que E tiene que ser completo. O

Definicién 2.1.17. Sea E una base ortonormal de X. Al conjunto {(x,e)}ccr
se le llama los coeficientes de Fourier de x (relativos a E), y a ) . p(z,e)e
se le llama la serie de Fourier de z (relativa a F).

Definicién 2.1.18. Un espacio de Hilbert es un espacio lineal con producto
interno que ademas es completo.

Ejemplo 2.1.19. C" y Iy son espacios de Hilbert. C[0,1] no es espacio de
Hilbert (es un subespacio lineal no cerrado de L?[0, 1]).

Veamos que concecuencias tenemos cuando el espacio es completo, ademas
los siguientes dos resultados nos permitirdn demostrar el teorema de Riesz, el
cual es muy importante.

Teorema 2.1.20. Sea X un espacio de Hilbert, y sea E C X no vacio, cerrado
y convexo. Entonces, existe un unico x € E de norma minima.
Demostraciéon. Tomemos {z,}52, C FE tal que ||z,|| — d := infyeg ||z
cuando n — oo. Por la ley del paralelogramo,

Ty — T 2 X
an :QHJ
2

2 Ty |12 Ty + T 2
2[5 -
2 + 2

2

Como (z,, + zm)/2 € E por convexidad,
|20 = zml* < 2]l@nl® + 2l | - 4d°,

lo cual converge a 0 cuando m,n — co. Luego, {z,}52; es de Cauchy, y como
E es cerrado el limite = limz,, estd en E. Por lo tanto ||z| = d.

(unicidad) Supongamos que z,y € E tales que ||z]| = ||y|| = d donde d es el
infimo de las distancias de 0 a elementos de E. Por la ley del paralelogramo,

2
z—y z |2 y|?
2 H 2 2

rty
2

2
H <d?)2+d*/2—-d* =0,

por lo que z = y. O

En espacios X con producto interno, para E C X, escribimos
Et:={recX: zLE},

llamado el complemento ortogonal.
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Definicién 2.1.21. Dados dos subespacios lineales Y7, Y5 de un espacio lineal
X, una suma directa, denotada X =Y; @ Y5, es cuando todo elemento de X
es suma de un elemento de Y7 y un elemento de Y5 de manera tnica.

Teorema 2.1.22. Sea X un espacio de Hilbert y sea Y C X un subespacio
cerrado. Entonces X =Y @Y+,

Demostracion. Podemos suponer que Y es subespacio propio, de otro modo
la conclusion es trivial. Fijemos z € X. Sea E =Y +x C X; entonces E es
no vacio, cerrado y convexo. Usando el teorema anterior, sea z € F de norma
minima. Sea y =z — 2.

Consideremos w € Y con |Jw|| = 1; luego (z,w)w — z € E porque al sumar
2 obtenemos un elemento de Y. Por definicién de z,

1217 < llz = {2, wywl® = 2ll* = 20{z, w)* + [z, w) Pl w]® < 2]/,

por lo que (z,w) = 0, o sea zlw. Esto demuestra que z € Y1, y tenemos
r=y+z.

(unicidad) Supongamos que = y1 + 21 = Y2 + 20 con yy1,y2 € Y y 21,29 €
Y. Entonces y; —y2 = 21 — 22 € YNY+ = {0}, por lo tanto y; = y2 y 21 = 2.
Concluimos entonces que X =Y @ Y+, O

El siguiente resultado es andlogo a la Proposicion 1.1.16.

Teorema 2.1.23. (Teorema de Representacion de Riesz) Sea X un es-
pacio de Hilbert, y sea f € X*. Entonces, existe un unico y € X tal que

(Ve € X) f(z) = (z,y).

Demostracion. (existencia) Si f = 0, entonces y = 0. Sea pues f # 0, y
definamos Y = N(f) # X. Observemos que f|y 1 es 1-a-1 porque N(f|y.) =
N(f)N Y+ = {o}.

Como f es continua, Y es cerrado y por le teorema anterior Y+ # {0}.
Tomemos pues z € Y+ de norma uno, sabemos f(z) # 0 por la inyectividad.
Para cualquier x € X se tiene

IO 10
(o= 7) = - F =0

por lo tanto x — %z estd en Y y asi es ortogonal a z. De esto se sigue

f(x)(z,2z) = f(2){x,2), lo cual implica f(z) = f(z){z,2z) = (z,y) donde y =

f(2)z.

(unicidad) Ahora mostramos la unicidad.Supongamos que (Vx € X) f(x) =
(x,y1) = (z,y2). Entonces (Va € X) (x,y1 — y2) = 0. Por lo tanto y; = ya, por
el Proposicién 2.1.7. O

De la demostracién anterior se tiene también que

Lema 2.1.24. Para f € X* no nulo, dim(N(f)*) = 1.
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Ahora mostramos la existencia del operador adjunto 7™ de un operador
T.

Teorema 2.1.25. Sea X espacio de Hilbert y sea T € L*(X). Entonces, existe
un dnico T* € L*(X), tal que

(Va,y € X) (T(x),y) = (2, T (y))-

Adems, |[T*] = 7.

Demostracién. Para cada y € X fijo,  — (T(x),y) es lineal y acotada,
entonces por el Teorema de Representacién de Riesz, existe un tnico ¢y’ € X
con (T'(x),y) = (z,y’) para toda x € X. Definamos pues T como la asignacién
y — y'. Aplicando la regla (T'(v),w) = (v, T*(w)), encontramos que

(0, T*(Az +y)) = (0, A\T"(2) + T"(y))

para toda v € X, de lo cual se sigue que T* es lineal. Finalmente, usando el
Lema 2.1.2,

1T} = sup [T*(y)l = sup sup [z, T"(y))l = sup sup [(T(x),y)| = |[T].
lyli=1 lyli=1 llal=1 lell=1 flyl=1

Pudimos intercambiar supjj, =y supy,j=1 porque |(z,y)| > 0. O

Proposicién 2.1.26. Sean T,T1,T> € L*(X) y A € C. Entonces
(Z) (N1 + To)* ZXTI*-FTQ*

(1)) (TyoTa)* =T5oTy

(iii)) (T*)*=T

(iv) |T*T| =T

En lo sucesivo denotamos la composiciéon T} o To como T T5.

Definicién 2.1.27. Sea X un espacio con producto interno.
(i) T € L*(X) es autoadjunto si T* =T,
(ii) T € £#(X) es Hermitiano (6 simétrico) si (Vz,y € X)(Tz,y) = (x,Ty).

Mostramos ahora que, sin saber que es acotado, la propiedad de ser Hermi-
tiano implica que el operador es acotado.

Teorema 2.1.28. Sea X un espacio de Hilbert, y sea T € L#(X) tal que
(T(x),y) = (x,T(y)) para todos x,y € X. Entonces T es un operador acotado,
y por ende autoadjunto.

Demostracién. Para cada y € X de norma uno, definimos Ty (x) = (T'(z), y),
sabemos que T}, es lineal porque T y (-, y) son lineales. La hipétesis (T'(x),y) =
(x,T(y)) v la desigualdad de Cauchy-Schwarz dan

Ty ()] = [(T(x), y)| = [{x, T(y)| < [=[T W),
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por lo que T, es funcional acotado, pues ||T,| < ||T(y)||. Ademéds, tomando
= T(y)/|IT(y)|| vemos que de hecho [T | = [|T'(y)]|
Ademss, para todo y € X de norma uno y para cada x € X,

Ty ()] = (T (), y)| < [T ()],

por lo que

sup [T (z)| < [T (2)] < oc.

llyll=1
Por el Teorema de Banach-Steinhaus, supy, = [|7y|| < oco. Pero, usando la
Proposicién 2.1.7

IT| = sup [|[T(@)]|= sup sup [{(T(x),y)| = sup sup [(T(z),y)|
lzll=1 lz[l=1[[yll=1 llyll=1 [|z||=1
= sup ||Ty].
llyll=1
Por lo tanto T' es acotado. O

Ejemplo 2.1.29. Sea X := L5[0,1] y T : X — X definido como

1
Tx(t) ::/0 k(s,t)x(s)ds, t € 0,1],

donde k es continua en [0, 1] x [0, 1]. Resulta que T es acotado y existe un tnico
adjunto. Para encontrar T usamos que (T*x,y) = (x, Ty), i.e.

/01 T*x(s)y(s)ds = /01 x(s)wds

(y usando los Teoremas de Fubini y de Tonelli, vea el apéndice)

_ /0 ' /0 R () dsg .

Por lo tanto T*z(t) = fol k(t,s)x(s)ds, t € [0, 1].

Ahora queremos encontrar una base ortonormal para Lo[—7, 7] y ver la
relacién entre bases completas y conjuntos densos. Para estos fines tenemos
primero algunos resultados que son ademas de interés general.

Proposicion 2.1.30. Sea {e;}72, conjunto ortonormal en un espacio X con
k=1 ] /4
. - o0
producto interno. Siu := Zk:l crex es convergente en X, entonces ¢, = (u, eg).
Demostracion. Para m € N, tenemos que

n n n

(u, em) = ( lim chek,em> = lim (Z Ckek, €m) = lim ch<ek,em> =cp.

O
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Proposicién 2.1.31. Sea X un espacio de Hilbert, {ex}7°, C X un conjunto
ortonormal y {c}72, C K. Entonces
>k te siy solo si 352 |exl? t

w1 Crkek es convergente si y solo si ) 4 |ck|* es convergente.
Demostracién. Primero, si u := 21?;1 cie es convergente, por la proposicion
anterior, ¢ = (u,ex), k=1,2,...; y por la desigualdad de Bessel Y 7=, |cx/|* <
|lul|?> < co. Para suficiencia notemos que para n > m,

n

n m
|| chek - chekHQ = Z ‘Ck|2.
k=1 k=1

k=m+1

O

Teorema 2.1.32. Sea X un espacio con producto interno y E C X conjunto

ortonormal. Considere el problema de optimizacion para un conjunto ey, . ..e, €
FE dado: )

inf tcp €K

n

u — E CkEL
k=1

con u € X fijo. Entonces, se alcanza el minimo solo cuando ¢ = (u,ex) para

k=1,...,n.
Demostracion. Notemos que

n n
u— E CLCr, U — E CLEk
k=1

n

n
Cr(u, ex) — ch<€k,u> + ZCTch
k=1

NE

<u’ u> -

k=1 k=1 k=1
n n
= ul® =D Kw e + > [uen) — el
k=1 k=1
Por lo tanto se alcanza un inico minimo cuando ¢ = (u,ex), k=1,...,n. O

Teorema 2.1.33. Sea X espacio con producto interno y E = {ex}7>, C X
conjunto ortonormal. Entonces E es completo si y solo si (E) es denso en X.
Demostracién. La necesidad es facil verla. Mostremos pues la suficiencia. Sea
u € X arbitrario, entonces suponiendo que (E) es denso, hay {w,}32; C (E)
tal que (Ve > 0)(IN € N)(n > N)|w, — ul| < e. Cada w, es de la forma

S en(n)ex, con my, € Ny {cp(n)}jtr, C K para cadan = 1,2,.... Por el
teorema anterior
M Mn
u— Z(% er)er|| < |lu— ch(n)ek .
k=1 k=1
Luego
my,
nhﬁnéo u— Z(u, erer|| = 0;
k=1

por el teorema de bases ortonormales E es completo. O
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Teorema 2.1.34. El conjunto

es ortonormal y (E) es denso en X := Lo|—m, 7], por lo que E es también una
base de X.

Para mostrar este teorema usaremos los siguiente hechos:
i) Que C[—m, 7] es denso en X con la norma || - ||2.
ii) Del Teorema de Weierstrass (vea el apéndice), (E) es densoen {f € C[—m, 7] :
f(=m) = f(r)} con la norma || - ||oc-

Demostracion. Sea u € X y € > 0. Por el punto ¢) anterior, hay f : [-7, 7] —
R continua tal que |ju — f|]2 < €/2. Mds atn, podemos suponer que f(—m) =
f(m). Ahora, por ii), hay g € (E) tal que ||f — g|l2 < 27||f — gl|% < €/2, luego
|lu — gll2 < e. Por lo tanto (E) es denso en X. Usando usando las identidades

sin(a) sin(b) = = cos(a — b) — % cos(a +b),

DN = N =

cos(a) cos(b) = = cos(a — b) + % cos(a + b),

1 1
sin(a) cos(b) = 3 sin(a — b) + 3 sin(a + b),
se puede mostrar la ortogonalidad del conjunto O
Se sigue del Ejercicio 2.3.13 que
Corolario 2.1.35. Se tiene que Lo[—m, 7| es separable.

Corolario 2.1.36. Para toda f € Ls[—7, 7],

oo

f(t) = Zpk(t)a le [_71—’77]’

k=0
donde pi(t) := ay, cos(kt) + by sin(kt) y

1

ap = 7 _7; f(s) cos(ks)ds,
b = % 7; f(s)sin(ks)ds, y
1 ™
ag (s)ds.

- Vot ) _»

A las combinaciones finitas de las funciones p;’s se les llaman los polinémios
trigonométricos.
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2.2 Meétodos de proyeccion

En esta seccion vemos como efectuar aproximaciones para resolver ciertos prob-
lemas en dimensién infinita con otro en dimensién finita.

Definicién 2.2.1. Sea X un ELN. Una transformacién P € £*(X) es una
proyeccion si es idempotente, esto es que Po P = P.

Ejemplo 2.2.2. i) P := indentidad.

ii) Sea X un espacio con producto interno y {ex}7_; C X conjunto ortonormal,
ie. (e ej)eslsii=jy0sii+#j Entonces P(x):= ) ,_,(z, ex)es define
una proyeccién.

Teorema 2.2.3. Sea P una proyeccion en un ELN X. Entonces x € X es un
punto fijo de P si y solo si x € R(P) (el rango de P).

Proof. La necesidad es directa. Para la suficiencia, si x € R(P), hay v € X tal
que Pv =z, y como P es proyeccion x = Pv = PPv = Px. O]

Con esto podemos mostrar que

Teorema 2.2.4. Si P es una proyeccion, entonces I — P es también proyeccion.
Ademdas R(P)=N(I —P) y N(P) = R(I — P).

Teorema 2.2.5. Enun ELN X seaT € L*(X) con rango V tal que dimV < oo.
Sea {e1,...,en} base de V', entonces existe {f1,..., fn} C L*(X,K) tal que
T(x) = 3oy Jr(@)e

Demostracién. De la Proposicién 1.1.16 sabemos que cualquier g € £L*(V,K)
es de la forma g(v) = Yp_, Agpr donde v = >} Akep € V. Definimos
funcionales sobre V como g;(v) = A;, i =1,...,n, donde v =Y} Ape € V.

Asi
1 g=i
Entonces tenemos que
MveViu= ng(v)ek.
k=1
Como T'(X) =V, para toda z € X,

n

Tx = Z gk (Tx)ey,

k=1

pero fr := gr o T es lineal y acotada para cada k =1,...,n. Esto es entonces

(Ve e X)Tx = ka(x)ek, con f € LY(X,K), k=1,...,n.
k=1
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Nota 2.2.6. En el teorema anterior, si T" es proyeccién, como e € V' son puntos
fijos de T,

1 k=1
fe) =aren ={ o ¢ 7/
Alpar{ey,...,ex} v {f1,..., fn} selellama sistema o familia biortonormal.

Ejemplo 2.2.7. (Proyeccién con polinomios de Lagrange). Consideremos II,,_1 C
Cla,b] los polinomios de grado < n — 1. Notese que dim(Il,,_1) = n. Sea
{t1,...,tn} C [a,b] estrictamente creciente y definamos

ei(s) = Hj#isij, 1= 17. ey N
ti —t;

Asi, {e;}, forma una base de II,,_;, ademds

ei(t;) = { (1) ;;jj

Por lo que {e;, tf}7 ; forma una familia biortonormal, donde ¢} € £*(Cla, b],R)
estd definido como ¢f(f) := f(¢;) para cada f € Cla,b]. A tf se le llama
funcional de evaluacion.

De lo anterior se sigue que

n

Pu(H)(t) == f(t)eilt), t € [a,b]

i=1

es una proyeccién de Cla,b] a II,,_1. Este es un ejemplo particular de un
método colocacién.

En un espacio lineal X podemos definir una proyeccién P usando una familia
biortonormal {e;, f;}7; como sigue

n

(Vz € X)P(x) =Y _ filx)ei.

i=1

Sea T': X — X un operador en £*(X). El método de la proyeccién para
resolver T'x = x, con x € X, consiste en proyectar el problema en un subespacio
V' C X donde sea mas fécil resolverlo. Esto es, si P : X — V es una proyeccion,
podemos intentar resolver P o T(v) = P(v), i.e. concontrar v € V tal que
P(T—-Iv=0.

Asipues, si V; C Vs, ..., X es una sucesion de subespacios de X ELN, y P, :
X — V,, proyecciones. Entonces podemos construir z,, tal que P, (T —I)x,, = 0,
esperando que x,, converja al punto x € X donde Tx = x.

Nota 2.2.8. Dado V subespacio vectorial de X y dado x € X, una proyecciéon
puede servir para aproximar el elemento de V més cercano a x, es decir, si
consideramos el problema de optimizacién

dist(z, V) i= inf {l}o = o]},



2.2. METODOS DE PROYECCION 35

entonces podemos aproximar la solucién (i.e. donde se alcanza el infimo) tomando
P(z), donde P : X — V es una proyeccién.

Nota 2.2.9. Si X es un espacio con producto interno y {ex}7_, es base ortonor-
mal de V,, C X, ya teniamos por el Teorema 2.1.32 y por el Ejemplo 2.2.2 que

dist(z,V,) = ||& = Y (w,ex)er|| = ||z — Pu()].
k=1
Ademsds, si {ex}72; es una base de X, vemos que lim,_,o dist(z,V,) = 0.

Consideramos las proyecciones P, (z) := Y ;_,(z,ep)er, n=1,2,.. ..

El siguiente resultado nos dice como controlar el error ||z — Pz|| en un con-
texto més general.

Teorema 2.2.10. Sea V subespacio de X ELN y P : X — V una proyeccion,
entonces

(Vx € X)||lz — Pz|| < ||[I — P||dist(x,V).
Demostracion. Para v € V se tiene que Pv = v, luego

|z — Pz|| = [z —v— Pz —v)| = [|(I - P)(x —v)|| <[] = Pll[]z —v].
Al tomar el infimo sobre v € V se tiene el resultado. O

Teorema 2.2.11. Sea {P,}5°; una sucesion de proyecciones en un espacio de
Banach X y asumamos que (Vx € X)P,(x) — = cuando n — co. Sea u € X y
Te LX) Si{r,}22, C X estal que Py(Txp—u)=0yx, -2z € X cuando
n — 0o, entonces Tx = u.

Demostracién. Como P, (z) — x, también ||P,(z)| — ||z, luego

sup || P (2)|| < oo
n>1
para cada x € X. Como X es de Banach, por el Teorema de Banach-Steinhaus,

sup,>1 || Pnll < co. Por otro lado, como T es continua 7'(x,) — T'(x). Por
hipétesis, P,Tz, = P,x, luego de la desigualdad

1P (u = Tx)[| = | Po(Tn — T)|| < [|Pal[[[ Ty — T,

tenemos entonces que 0 = lim,_, o || Pp(u — T2)|| = ||u — Tz||. O

Ejemplo 2.2.12. (método de Galerkin, ver Nota 2.2.9) Sea X espacio de
Hilbert y {ex}72, C X base ortonormal. Sea también T € L*(X) y u € X fijo.
Buscamos = Y, ; Agey tal que T'(z) = u. Consideramos las proyecciones
Po(z) :=>p_ (x ex)er, n=1,2,.... Asi,

K

Po(u) = Po(T(2)) = > MPo(T(er)) = Mo Y (Tep,ei)e
= =1

1=

£
Il
-

i )\k Tek, 61

1 k=1

I
M=

A
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De aqui podemos buscar /\gn)7 ey /\%n) tal que
Sl edes = 30 3N T e
i=1 i=1 k=1

lo cual se reduce a un sistema lineal finito de ecuaciones.

Definicién 2.2.13. Sea X un espacio de Banach. Una sucesién {ex}32; C X
es una base de Schauder si para todo z € X existen tnicos {A\z}32; C K tal
que z =Y 1o Ageg (e limy oo |2 — D72 Akex|| = 0).

Ejemplo 2.2.14. i) Para X := (C[0,1], ] - ||oc)- Definimos eg(t) :=t, e1(t) =1t
y paran > 2 sea m € N tal que 2™~ < n < 2™, asi

om (t _ 2';;2 _ 1) 27217;2 <t< 2'r2LT:1 -1

en(t):=¢ 1—2m (-2l 1) 22l <y 2n

0 e.0.C.

Se sabe que {ex}72; es una base de Schauder para X.
ii) Para L,[0,1] con 1 < p < oo se puede construir su base de Schauder,
llamdada base de Haar.

2.3 Ejercicios

2.3.1. Demuestre que no hay un producto interno en el espacio (C|a, ], || ® ||oo)
que genera la norma.

2.3.2. Verifique que el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt cumple
lo deseado.

2.3.3. ;Son las funciones real valuadas C[—1,1] un espacio de Hilbert con el
producto interno f_ll f(s)g(s)ds? Diga porque.

2.3.4. Sea X espacio con producto interno, y y € X fijo. (Es la funcién x —
(x,y) un operador acotado?

2.3.5. (Es {1, cos(nt), sen(nt)}°; un conjunto ortogonal usando el producto
interno [” f(t)g(t)dt?

2.3.6. Sea X := Lo[-m,7] y f(t) := M, donde x4 es la funcién indi-
cadora del conjunto A. Demuestre que f ¢ X, més atin, demuestre que

. T . 0

lim f(t)sin(nt) = 5

n—oo [

2.3.7. ;Cudles de las siguientes dos son series de Fourier en Lo[—m7, 7],

> COS = COS
2 0 Ly

n=1




2.3. EJERCICIOS 37

Sin(nt+%)

2.3.8. Demuestre que f,,(t) := § + cos(t) + cos(2t) + ... + cos(nt) = /2]

2.3.9. Del gjercicio anterior, concluya que f,, no converge puntualmente para
cada t € [-m,7]. A f, se le llama el kernel de Dirichlet.

2.3.10. Sea E := {cos(nt)}>2,. ¢ Es E base ortogonal de Ls[0,7]? ;Es (FE)
denso en Ls[0, 7]

2.3.11. ;Es la funcién )7, Clzsg((?f)) cuadrado integrable sobre [0, 7]?

2.3.12. Sea f : [0, 7] — R una funcién continua. Diga cuales son los coeficientes
A2, ..., Ay que minimizan

2
T n
cos(kt)
t) — A dt.
/ <f( IO )
k=2
2.3.13. Muestre el siguiente teorema. Sea X un espacio con producto interno

sobre R. Entonces X es separable si y s6lo si X tiene una base ortonormal
numerable

2.3.14. Resuelva -
x(t) = sin(t) + / (t2 + 52)x(s)ds.
0

Sugerencia: Proponga un subespacio de dimensién finita donde se pueda re-
solver.

2.3.15. Sean p y q polinomios reales y a,b € R. ;Hay subespacio de dimensién
finita donde

x(t) = acos(t) + bsin(t) + /()Tr(p(t) + q(8))x(s)ds

pueda tener solucién?

2.3.16. ;Cémo propondria una proyeccion de rango finito en un espacio de Ba-
nach con base de Schauder? ;Cudl seria el método de Galerkin en este contexto?

2.3.17. Sea ¢ € C|0,1] tal que (Vt € [0, 1])¢(t) > 0. Defina el operador

T2 (t) ::/0 k(s, ) (s)ds, t € [0,1],

donde k(s,t) := ¢(s)/o(t). Diga si T es una proyeccion.
2.3.18. Diga si la norma de una proyeccién es 1, <1 o > 1.

2.3.19. Diga si puede aplicar el Teorema 2.2.11 al Ejemplo 2.2.7 para u € C|[a, ]
y T € L*(Cla,b)).



38 CAPITULO 2. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

2.3.20. Del Ejemplo 2.2.12; suponga que T'(x) = u tiene solucién inica. Muestre
o de un contraejemplo de que x,, — z, donde

Ty 1= Z )\,(C")ek.
k=1
2.3.21. Considere el problema de frontera

2"(t) + p()2' (t) + q(t)x(t) = f(t), 2(0) = x(1) =0.

Proponga un método de proyecciéon para aproximar su solucién, justificando
convergencia.



Capitulo 3

Teoria de Operadores
Compactos

Sean X,Y ELNs de dimensién infinita, y sean {7,}52; € L*(X,Y") de rango
finito. Supongamos que T,, = T y que R(T,,) — oo cuando n — oo, para algin
operador T. Una pregunta natural es ver que propiedades hereda T' del hecho
de que R(T,) < oo para cada n. El concepto de operador compacto ayuda a
responder esta pregunta.

3.1 Propiedades generales

Definicién 3.1.1. Un operador entre ELNs es compacto si envia todo con-
junto acotado a uno relativamente compacto (i.e. que la cerradura es compacta).

El siguiente resultado nos muestra una alternativa para definir un operador
compacto.

Proposicion 3.1.2. Sean X y Y ELNs, y sea T € E#(X,Y). Entonces, T
es compacto si y sdlo si para toda sucesion acotada {x,}22, C X, la imagen
{T(z,)}52, tiene una subsucesion convergente en'Y .

Proposicién 3.1.3. Sean X y Y ELNs, y sea T: X — Y lineal y compacto.
Entonces T es acotado.

Demostracién. Si T no fuera acotado, existiria {z,}52; C X con ||z,| =1
para todo n, tal que ||T'(z,)|| — oo cuando n — oco. Entonces {T(x,)}5; no
tendria una subsucesién convergente y T no seria compacto. O

Proposicién 3.1.4. Un operador lineal (sobre un ELN X ) de rango finito es
compacto.

Demostracién. Si A C X es acotado, T'(A) es acotado en R(T), luego por el
Teorema de Heine-Borel!, es relativamente compacto. O]

1Un conjunto en un ELN de dimensién finita es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

39
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Teorema 3.1.5. Sea X := (Cla,b], || [|sc)- Si k € C([a,b] X [a,b]), entonces el
operador

b
(Tx)(t) ::/ k(s,t)x(s)ds, z € X,

es compacto.

Demostracién. Sea A C X acotado, i.e. (IM < 00)(Vz € A)||z|l00 < M. Asi

(¥ar € A)(¥ € [0, B)|(Tx)(1)] < M(b— 0) mae, K(s.),

por lo tanto T'(A) es acotado.
También, como k es uniformemente continuo en [a, b] X [a, ],

€
3 _ _c
(Ve > 0)(36 > 0)(Vs € [a,b])|k(s, t1) — k(s,t2)] < b=l
siempre y cuando [t; — 2] < § con t1,ts € [a, b].

Entonces,

b
[(Tx)ty — (Tx)ta| = |/ (k(s,t1) — k(s,t2))z(s)ds| < €

para toda © € A y todos t1,t2 € [a,b] con [t1 — ta] < §. Es decir, T(A)
es equicontinuo (de hecho uniformemente equicontinuo), y por el Teorema de
Arzeld-Ascoli T(A) es relativamente compacto. Concluimos que T' es compacto.

O

Los siguientes resultados ayudan en particular a ver que el conjunto de ope-
radores compactos forman un espacio de Banach.

Proposicion 3.1.6. Sean X,Y,Z ELNs.

(i) SeanTy,To: X — 'Y operadores compactos. Entonces NXT1 +Ts es también
compacto para todo escalar .

(ii)) SeanTy: X =Y, To: Y — Z operadores compactos. Si R(T1) C D(T»),
entonces Ty o T también es compacto.

Teorema 3.1.7. Sea X ELN y sea Y espacio de Banach. Sean T}, € L*(X,Y)
compactos tales que Ty, — T cuando k — oo. FEntonces, T € L*(X,Y) es
compacto.

Demostracién. Sea {z,} C X acotado: |z,| < M < oo. Recordemos que
para un subconjunto infinito de indices I C N, {x,}ner es una subsucesién
de {z,}, y si I' C I con I’ también infinito, entonces {x,},cr €s una sub-
subsucesién. Por ser T compacto, hay I; C N infinito tal que {T1(z)}ner,
converge en Y. Como T5 es compacto, hay I C I; infinito tal que {T5(zy) bner,
converge en Y. Sucesivamente construimos I, (k=1,2...) con I+ C I} y tal
que {Tx(xn)}ner, converge en Y. Definase ny como el k-ésimo elemento de Ii;
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observemos que ng4+1 > ng. Escribiremos 2z, = x,, para k = 1,2,... Luego
para cualesquier i, j, k,

IT(z) =T < T (z0) =Te(z0)ll + 1Tk (20) =T (25) || + [T (2) =T ()|
< 2M|T = Tool| + [T (2:) — Ti(2) |- (+)
Sea € > 0. Puesto que T}, — T, existe k tal que |T — T| < ¢/4M.
Ahora bien, como la sucesién {Tj (2, )}ner, es de Cauchy, podemos tomar
N > k tal que [|Tk(2:) — Ti(25)|| = | Th(zn;) — Th(wn,)|| < €/2 parai,j > N.
Entonces por (%),
|T(z) — T(z;)|| < eparai,j> N.

Luego {T'(z,,)}22; es de Cauchy, y converge por ser Y completo. Estamos pues
diciendo que {T'(x,)}>2; tiene una subsucesién convergente, por lo tanto T es
compacto. O

Para el siguiente resultado usaremos lo siguiente:
i) Consideramos (G, 2, ) un espacio con medida y L?(G) el espacio de Hilbert
con producto interno (f, g) fG u(ds) y con una base numerable.
ii) El espacio Iy := {(an)2; : an € K Zn,1 lan|? < oo} es de Hilbert con el
producto interno Y > | ana. Notemos que Iy = L?(G) con G =N, Q = P(G)
y i la medida del conteo. En particular la desigualdad de Cauchy-Schwarz

establece que
o0 2 o] o0
S < (S imr) (L)
n=1 n=1 n=1

Teorema 3.1.8. Sea (G, Q, i) un espacio con medida. En L*(G) consideramos
el operador

/kst s)ds, x € L*(G).

Si k estd en el espacio L?(G x G), entonces T : L*>(G) — L*(G) es compacto.

Demostracién. Sea {e,}>; base ortonormal de L?(G) y definamos a,,, :=
(Tem,e,). Para toda z € L*(G) v =Y 72 (x,e,)e, y como T € L*(G),

o0 o0 o0
T(x) = g (Tx,en) n:E (x,em)Tem, en)en
n=1 n=1 m=1
o0 o0
= g (x,em)(Tem,en)en.
n=1m=1

Asi los operadores

k )
= Z Z A (T, € )e

n=1m=1

son de rango finito, luego compactos. Por lo que

Ty —Tyx = i i U (T € ) e

n=k+1m=1
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Por la identidad de Parseval en L?(G) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
lo se tiene que

oo o0 2 oo oo o0
ESECEED Vil SUSTUHIIES SICVSTD ol o1ty
n=k+1 [m=1 m=1 n=k+1 \m=1
oo
= lzI” D bn,
n=k+1
donde by, :=>"°_ | |amn|?, n=1,2,.... Defina k;(s) := k(s,t), entonces usando

el Teorema de Fubini tenemos que

//|k(s7t)|2,u(ds)u(dt) :/Hktqu(dt) :/Z hes o) Fas(dt)

[p>

= 3 [ renoiun = 3 Tl
m=1 '

= Z Z |<T€m,€n>|2 = Z Z \amn|2 = Z bn’
n=1

m=1n=1 n=1m=1

%1

/ ke (r)em () p(dr)
G

() = [ 37 |[re)oPa(a

por lo que Y, by, — 0 cuando k — oo. Por lo tanto (Vo € L*(G))|| Tz —
Trz|| = 0, k — oo, y por el teorema anterior T' es compacto. O

Sabemos que el limite de operadores compactos es compacto, y que los ope-
radores lineales de rango finito son compactos. Ahora veremos, bajo ciertas
condiciones, que un operador compacto es el limite de operadores de rango
finito.

Recordemos que {ar} es una base de Schauder para un espacio lineal Y
cuando para todo y € Y existen tnicos escalares A\, (y) tales quey = Y7 | A (y)ay.
Se puede verificar que Ar: Y — K son funcionales lineales (k =1,2,...).

Lema 3.1.9. Sean X yY ELNs. Sea {T,,}52; C L*(X,Y) tal que (Yn)||T,] <
M < oo, y sea K C X un subconjunto compacto. Si (Vx € K) lim, o0 T () =
0, entonces la convergencia es uniforme en K, i.e.

sup ||T.(z)]| = 0 cuando n — oo.
reK

Demostracion. Supongamos que la convergencia no es uniforme: existen € > 0,
{ni}32, estrictamente creciente, y {xx}32, C K tal que ||T,, (x)|| > € para
k=1,2,... Como K es compacto, podemos suponer que {xj}7>, converge a
un punto z € K. Sin embargo, para cada k tenemos

[T (@) 2 T, (i) | = ([T () = T (@) [| = € = [T |||z — i

por lo que limy_, o || T3, (2)|| > €, lo cual contradice la hipotesis. Por lo tanto la
convergencia es uniforme en K. O
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Teorema 3.1.10. (Teorema de Schauder) Sean X yY espacios de Banach.
SiY tiene una base de Schauder, entonces todo operador compacto en L*(X,Y)
es el limite de operadores con rango finito.

Demostracién. Sea T € L£*(X,Y) compacto y sea {ax}72, una base de
Schauder de Y. Defina P,: Y — Y como

n
Pu(y) =Y Me(y)ax.
k=1
Notemos que I — P, es lineal y se cumple lim, .. (I — P,)(y) = 0 para cada
y € T(B1(0)) =: K, ademés {I — P,}>2; es un sucesién acotada por el Teorema
de Banach-Steinhaus. Como K es compacto, por el lema anterior la convergencia
es uniforme en K. Por lo tanto

sup ||(I = P,)oT(z)|| = 0 cuando n — oc.

z€B1(0)
Esto nos dice que ||T|| = limy— o0 || Pn © T'||, y observamos que {P, o T}5°; es
una sucesién de operadores lineales de rango finito que convergen a T en norma.

O

3.2 Alternativa de Fredholm

Queremos estudiar ecuaciones de la forma (I + T)x = y con T compacto y y
dado, o econtrar x tal que Txr = x. El siguiente resultado es de gran utilidad
para estos propositos.

Lema 3.2.1. (de Riesz) Sea X un ELN,Y C X subespacio propio y cerrado,
ya € (0,1). Entonces existe un © € X de norma 1 tal que ||z — y|| > o para
todo y €Y, o en otras palabras ||z — Y| > a.

Demostracién. Sea zg € X —Y ysea d = inf,cy ||zg — y||. Por ser cerrado Y,
se tiene que d > 0. Tomemos yo € Y tal que d < ||zg — yo|| < d/a y definimos
x = (zo — yo0)/||xo — yol|, el cual cumple lo deseado. O

Teorema 3.2.2. Sea X ELN. Entonces la identidad I : X — X es un operador
compacto si y solo si dimX < oo.

Demostracion. La suficiencia ya se tenia usando el Teorema de Heine-Borel.
Para la necesidad, supongamos que X no es de dimensién finita. Tomemos
21 € X de norma 1, luego Y7 := ({z1}) y es cerrado en X, por el Lema de Riesz
hay x5 € X de norma 1 tal que ||z —Y3|| > 1/2. Volvemos a aplicar el Lema de
Riesz con Yy := ({z1, 22 }) para encontrar 23 de norma 1 tal que ||z5—Y3|| > 1/2.
Asf sucesivamente creamos una sucesién {x,}>2 ;, todos de norma 1 y tal que
|€n — @m|| > 1/2 para n # m. Esto dice que la sucesién {x,}>2 ; es acotada
pero que {I(x,)}>2; no tiene subsucesién convergente, contradiendo que I es
compacto, por lo tanto dimX < oc. O

Con lo anterior, podemos mostrar que Tr — Az = 0 tiene un nimero finito
de soluciones independientes cuando 7" es compacto y A # 0.



44 CAPITULO 3. TEORIA DE OPERADORES COMPACTOS

Teorema 3.2.3. Sea X ELN yT € L*(X) compacto, Entonces
dim(N(T — X)) < oo

para cualquier \ # 0.

Demostracion. Si z € N(T — A\I), Tx — Az = 0, pero también (T — \I)Tz =
T(Tz—Ax) =0, por lo tanto Tx € N(T'—AI), oseaque T(N(T—\I)) C N(T—
AI). Ademas por ser T acotado (i.e. continuo), N(T — AI) es cerrado en X: si
{2n}521 C N(T'—=XI) con z,, — x, entonces (T'—AI)z = lim,, oo (T —A)z, =0
por lo tanto x € N(T — \I).

Ahora notemos que el operador T : N(T — AI) — N(T — M) es compacto:
sea {z, }5°, C N(T'—\I) acotada, entonces por ser T’ compacto hay subsucesién
convergente, pero como N (T — AI) es cerrado el limite estd en N(T — \I).

Finalmente, vemos que para todo x € N(T — AI), %Tx = x, 0 sea que
1T : N(T — M) — N(T — X) es la indentidad. Por el teorema anterior,
dimN(T — M) < oo. O

Proposicién 3.2.4. Sea X un ELN y T € L*(X) compacto. Entonces (VA #
0)R(T — M) es cerrado.

Demostracién. Sea {y,}>°, C R(T — Xl), y y € X tal que y = lim,, 00 Yn;
queremos pues probar que y € R(T — AI). Si y = 0 entonces se cumple, asi que
supongamos que no es cero. Tomemos pues {z,}52; C X tal que (T'— M)z, =
Yn. Como y # 0, a lo mds una cantidad finita de x,,’s estd en N(T — AI); asi
podemos removerlos y suponer realmente que x,, ¢ N(T — AI) para toda n.

Bajo las hipdétesis, por el resultado anterior sabemos que dimN (T —AI) < oo.
Asi, para todo n, N(T —\I) es cerrado en (N (T — XI) |J{z,}). Usando el Lema
de Riesz podemos construir vy, := z,+an T, de norma 1y tal que z,, € N(T'—AI)
y dist(v,, N(T — X)) > 1/2.

Entonces como (T — Ay, = nln, |Onll|ynll = lomynll = (T — Ao, || <
T — AI||, y como y, — y # 0, tenemos que {a,}72, estd acotado. También,
como {v, }22; es acotada, {T'(v,)}72; tiene subsucesién convergente. Con todos
estos puntos podemos considerar que hay subsucesiones donde se cumple que

T(vp,) > w € X y an, = a cuando i — oo.
Ya teniamos que (T'— AI)v,, = ap,Yn,, luego

1 Q. Yn,
n, = —1Tv,, — —=—=.
Un, = 3 Tn, 3

Veamos que a # 0. Si lo fuera, v,, — %, luego

(T = A% = Tim (T — M)v,, = lim o, yn, =0,
A 1—00

17— 00

por lo que w € N(T — AI). Pero entonces

< dist(vn,, N(T — X)) < ||vn, —w/A|| = 0.

N =
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Esto es una contradiccién la cual implica que « # 0. Asi pues, (T — Al)v,, —
ay # 0. Pero como vy, = w/X — ay/A, concluimos que

Como obviamente é% — ¥ € X, lo anterior dice que y € R(T — AI), como

queriamos. 0

Teorema 3.2.5. Sea X ELN, T € L*(X) compacto y A # 0. Entonces T — A\
es inyectivo si y solo si es sobreyectivo.

Demostracién. (<) Sea L :=T — M y X,, := N(L™). Supongamos que L
es sobre pero no inyectiva. Claramente {0} C X; C X5 C .... Veamos que
X, — X,—1 # {0}. Como suponemos que L no es inyectiva, podemos tomar
y1 € X7 — {0}. Como L es sobreyectiva, hay yo tal que Ly, = y1, y ys tal
que Lys = %o, etc. Asi L™y, = L" 'y, = ... = Ly; = 0, sin embargo
Ly, =L" 2y, | =... =y #0, por lo tanto y,, € X,, pero y, # X,,_1. De
esto vemos que X,, C X, 4+ propiamente.

Como cada X, es cerrado, por el Lema de Riesz, hay =, € X,,, n=1,2,...
de norma 1 tal que dist(x,, X,—1) > 1/2. Luego, si m > n, entonces L™x,, =
0, pues x,, € X,, := N(L™), ademas que L™ 'z, = 0y L™x, = 0, pues
Tn € Xp C X1 C X, Esto muestra que L™ (L, — A\v, — Lz,) = 0, i.e.
Lz, — v, — Lz, € X,,_1. Asi

| Txp — Txpm| = [[(L+A)xy — (L 4+ N)xm|| = || Len + Axn — Ley — Az |
Al

= ||Axm + (Lxm — Axy, — Lay)|| > [N dist(@m, Xm—1) > 5 -

Por lo tanto {T'(z,)}5 ; no puede tener subsucesion convergente, contradiciendo
la compacidad de T. La conclusién es que L es inyectivo.

(=) Sea L :=T—- Xy X, == R(L"). Siz € X,,, hay v € X tal que
x=L"u=L"" 1LueXn,l,por loque X =X9gD>X1D2X2D....

Resulta que si L no es sobreyectivo, la contencién X O X1 es propia para
todo £ = 0,1,.... El primer caso Xg D X; es facil verlo por la definicién de
X1. Veamos ahora que la contencién X; D Xj es propia: Si, L(X) = LL(X),
como L no es sobreyectivo, hay u ¢ L(X), pero obviamente Lu € L(X), por
lo que Lu € LL(X), y esto implica que hay v € X tal que Lu = LLv. Sin
embargo, como L es inyectiva, necesariamente u = Lv, contradiciendo que u ¢
L(X). Aplicando este argumento para cada contencién, tenemos que todas las
contenciones son propias.

Tenemos que

L™ = (T — AXI)" é() (=AD" F = "I+Z ()Tk

Entonces L™ = T — X con T compacto y h) # 0. Por la proposicién anterior
X, = R(L™) es cerrado paran =1,2,....



46 CAPITULO 3. TEORIA DE OPERADORES COMPACTOS

Podemos aplicar el Lema de Riesz y construir {z,}32,, con z, € X,, tal
que ||z,|| =1y dist(zp, Xni1) > 1/2. Asi, para m > n,

T2y — T (L + M)y — (L + M)z
Al

7.

A&y, + (Lxy, — Ly, — Axw)|| > |A|dist(xn, Xny1) >

Pero esto dice que {Tz,}5°; no tiene subsucesién convergente, contradiciendo
la compacidad de T. O

Teorema 3.2.6. (alternativa de Fredholm) Sea X un ELN y T € L*(X)
compacto. Para toda A € C — {0} solo una de las siguientes se cumple:

i) Para todo y € X, existe un tdnico x € X tal que Tx — \x = y.

ii)Existe © € X — {0} tal que Tx — Az = 0.

Demostracién. Del teorema anterior, pues solo se cumple una: T — Al es o
no inyectiva. O

Ejemplo 3.2.7. Consideremos la ecuacién integral

1
x(t) — )\/0 e'~*z(s)ds = u(t), t € [0,1]. (3.1)

Entonces, de acuerdo a la alternativa de Fredholm, hay una tnica funcién con-
tinua que resuelva la ecuacion, o hay al menos una funcién no nula que resuelve
la ecuacién cuando w es cero. Entonces, podemos encontrar los valores \’s, para
ver en que caso estamos. ;Cudl serd ese conjunto de \’s?

3.3 Descomposiciéon espectral

Queremos encontrar los eigenvalores de 7', i.e. resolver Tx — Ax = 0.

Definicién 3.3.1. Sea X un ELN y T € L#(X). Se dice que A € K es
eigenvalor de T'si V := N(T'—\I) # {0}, y a V se le llaman los eigenvectores

correspondientes a A. Decimos que la multiplicidad de A es nsin = dimN (T —
).

El lo sucesivo X es espacio no vacio con producto interno, y usamos {z}=+
para denotar todos los elementos de X ortogonales a z € X.

Lema 3.3.2. Sea T € L(X) simétrico. Entonces

(i) Todos los eigenvalores de T son reales.

(i) FEigenvectores de T de diferentes eigenvalores son ortogonales.
(iii) (T(x),z) es real para todo x € X.

(iv) Se tiene que ||T|| = sup =1 {T(z), z)|.
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Demostracion. Dejamos al lector la demostracién de los primeros tres incisos.
Para el inciso iv), sea M := sup =1 [(T'z, z)|. Como ||T'|| = supy, =y supjj, =1 [(T'z, 2)|,
estd claro que ||T|| > M. Mostremos pues la otra desigualdad.

Se puede verificar que

(T(x+2z2),x+2)—(T(x—2),x—2) =4Re(Tx, 2).
Usando la ley del paralelogramo tenemos entonces
ARe(Tz,z) < Ml + 2|* + M|z — 2| = 2M ([l«||* + |12]?),

lo cual es valido también para z = x.
Ahora bien, si z := Tz /|| Tx||, entonces

Tx
Re(Tx,z) = Re <Ta:7 > = ||Tx],

pero también si ||z| = ||z|| = 1,

Re(Tz,z) <

M
< Ul + [12]%) = o

Con esto concluimos que | T|| < M. Queda pues mostrado que |T|| =M. O

Teorema 3.3.3. Sea T € L(X) compacto y simétrico. Entonces al menos uno
de los valores {||T||, —||IT||} es un eigenvalor de T.
Demostracién. Supongamos que 1" # 0; de otro modo es trivial. Del lema
anterior sabemos que ||T'|| = sup, =1 [(T'(z), )|, y que (T'x, ) es real para todo
z € X. Tomando que en cuenta que T es compacto, tenemos que existe {x}72
de norma uno tal que
i) A= limy_ oo (Txg, zx) es igual a | T]] o —||T|, ¥
ii) limg_, oo T'(xx) = y para algin y € X.

Asi, cuando k — oo,

0 < ||Tl‘k — )\IkH2 = <Tﬂjk — Az, Txy, — /\l‘k>

= (Twg, Txy) — 2MTxy, x5) + N2
=yl =222+ 2% = [ly]* - X%

Por otro lado,
Iyl = klim [Tkl < 1T = [Al.
—00

Entonces limy ;o [|[Tzr — Azg| = 0, luego
ly = Aze|l < lly — Tapl| + [ Tze — Az — 0,
cuando k — co. O sea que limy_,, Axx =y, por lo tanto

T(y) = lim T(Axg) = lim = Ay.

k—o0 k—o0
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Como y # 0, podemos concluir que al menos uno de {||T||, —||T||} es eigenvalor.
O

Ahora veremos que para un operador compacto y simétrico, hay una base
de su imagen formada de eigenvectores.

Teorema 3.3.4. (Teorema espectral) Sea T € L(X) compacto y simétrico.
Entonces, existen un conjunto {\t} C R a lo mds numerable de eigenvalores de
T repetidos de acuerdo a multiplicidades y tal que

T(x) = Melx,ex)ex
k=1

para todo x € X, donde e son las correspondientes eigenfuciones, tomadas de
norma uno. Ademds, si la coleccion de eigenvalores es infinito entonces A, — 0
cuando n — 0o.

Demostracién. Suponemos que T' # 0, de lo contrario es trivial. Sea X; = X.
Del teorema anterior tomemos A; = £||T|| y un eigenvector e; € X; para Ap,
lei]] = 1. Ahora sea X5 = {e1}+ C X;. Para x € Xo, se tiene (T'(z),e1) =
(x,T(e1)) = (x,\1e1) = 0. Entonces T(X3) C Xo.

Consideremos la restriccién T'|x,: X2 — X5. Este operador es compacto y
simétrico, X2 es un espacio lineal con producto interno, y || T|x, || < ||T]|. Si
T|x, # 0, otra vez usando el teorema anterior, hay es € X5 y A tales que

T(e2) = Agea, [le2|| =1, [Xa] = || Tlx, || < |M1] y e2Les.

<

Continuando con este proceso, formamos |A;| > |A2| > ... > |Ay| > 0
{e1,...e,} ortonormal con T'(ey) = A\per para k = 1,...,n. Se define X, 11 =
{61, ce en}L.

Puede suceder que T'|x,,, = 0. En este caso, el rango de T es R(T) =
({e1,...,en}). En efecto, sea x € X. Entonces

x — Z(m, exyer L {e1,...,en},

k=1

por lo que z—>"}'_ (z, ex)er € Xnt1,y se tendria pues que T'(z) = Y 7 (z, ex)T(er) =
ZZ:l )\k <(E, €k>€k.

Puede suceder que el proceso siga sin parar. Si A\ /4 0, entonces hay una
subsucesién para la cual [A,| > € > 0. Luego {ex, /A, }32; es acotada. Pero
(V) T(ex;/Ax;) = ex;, contradiciendo que T' es compacto, pues como {ex}3;
es ortonormal se tendrfa que |ley, — ek, || = V2 cuando i # j. Por lo tanto
Ar — 0 cuando k — oo.

Sea z € X. Definamos y, = = — > ,_,(z, ex)ex. Como (y,,ex) =0, k =
1,...,n, se tiene y, € Xp41 y

n n
l2l® = llyn + > (2 endenll® = lyal® + Y e e = llyal®

k=1 k=1
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Por esto y por el hecho que A\,+1 = £|| T|x

n41 ||7

1T ()l = 1T X0 0 (Wa) | < PAnalllz]] = 0, 0 — oo

Finalmente, como T(y,) = T(x) — > p_; A\e(z, ex)ex se concluye que T'(z) =
limy, o0 Do peq M (T, € ek O

Ejemplo 3.3.5. Consideremos el espacio de funciones Ls[0, 1] real valuadas y
{e,}22 | una base ortonormal de este. Podemos intentar verificar que el siguiente
operador es compacto y simétrico,

T =3 anen(t) /0 F(8)en(s)ds, t € 0,1], (3.2)

para todo f € L2[0,1], y donde {a,}52; C R.

Si asi resulta, se puede ver que el conjunto {(e,,a,)}52, corresponden a
los eigenvectores y eigenvalores de T. ;Qué condiciones necesitamos pedir al
conjunto de a’s para que esto sea asi?

3.4 Ejercicios

3.4.1. Sea X un ELN (con campo R) y T' € L(X) operador de rango finito. Asi,
hay {e1,...,e,} C X linealmente independientes tales que R(T') = ({e1,...,en}).
Para algin y € X fijosean {8;,i =1,...,n} y {aursi=1,...,n;k=1,...,n}
en R tales que

T(y) = Zﬁzez y T(ek) = Zaikeiak =1,...,n.
=1

i=1
i) Suponga que se tiene T(z) — Az = y para A # 0 y € X unico. Demostrar

entonces que se cumple

n

Zaki%—)\% =P, parak=1,...,n,
i=1

donde T(z) = Y, vie;. Concluya que z = 3 (31| vie; —y). Sugerencia:
calcule T(T(z) — Ax) = T(y).
ii) Es compacto en algin espacio de funciones el siguiente operador?,

T(f)(t) :/0 K(s,t)f(s)ds, t €[0,1]

donde K(s,t) = >.1" ; hi(s)e;(t), con h;’s y e;’s funciones.
iii) Si g es conocida y A # 0, ;Cémo encontraria f que satisfaga la ecuacién
integral

/0 (t—s)f(s)ds — Af(t) = g(t), t €]0,1]?

Dé una férmula.
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3.4.2. Sea K(s,t) una funcién en Ly([0,1] x [0,1]), y considere el operador en
L5([0,1]) dado por

T()(t) = /O K (s, 1) (s)ds.

En el contexto del Teorema 3.8, ; Cudl podria ser explicitamente la sucesién de
operadores de rango finito para mostrar que 1" es compacto?, jPodriamos usar
funciones indicadoras?.

3.4.3. Resuelva

g(s) = f(s) + )\/0 Trsin(s) cos(t)g(t)dt

para g.

3.4.4. Dé una férmula para encontrar x de la expresion

/O (a(s) + b(t))a(s)ds — 2(t) = ().

3.4.5. Un nucleo o kernel separable es de la forma K (s, t) = > i, hi(s)ei(t),
con h;’s y e;’s funciones y n < oco. Demuestre que cualquier kernel K(s,t) €
L([0,1] x [0,1]) es el limite de una sucesién de nicleos separables.

3.4.6. Sea X un espacio de Hilbert con campo R y base ortonormal {e;}72 .
Sea {Ar}72; C R una sucesién, ;Necesitamos condiciones adicionales sobre los
AL’s para mostrar que

T(.’IJ) = Z >\k <.T, ek>e;€
k=1

es compacto?, ;Es T autoadjunto?.

3.4.7. Sea T : X — X un operador compacto en un ELN X. Demostrar lo
siguiente:

i) Si x—T2 = 0 solo para x = 0, entonces (Vy € X)(hay tnico x € X)z—Tx = y.
ii) La ecuacién ¢ — Tz = 0 tiene un nimero finito de soluciones linealmente
independientes, y ademaés, si x — Tx = y tiene soluciones no nulas, entonces
estas son de la formax =z4+wcon z€e NI -T) y we X.

3.4.8. Seau : [a,b] — R diferenciable y tal que f(a) = 0. Considere la ecuacién
lineal de Volterra del primer tipo dada por

/ k(t,s)x(s)ds = u(t), t € [a,b)].

Derive con respecto a t, y diga que condiciones se necesitan para transfomar
esta ecuaciéon en una del segundo tipo, i.e. de la forma

z(t) +/ k(s,t)x(s)ds = v(t), t € [a,b].

Usando la alternativa de Fredholm, jqué conclusiones puede decir de la primera
a partir de la segunda?
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3.4.9. Diga si un operador lineal de Volterra en C[0, 1] con kernel continuo tiene
eigenvalores diferentes de cero.

3.4.10. Sea X un espacio con producto interno con base ortonormal {ey}72 ;.
Para n < oo fija defina V := ({e1,...,e,}) C X y el mapeo T': X — V como

x — v tal que dist(z,V) = || — v||. Encuentre los eigenvalores y eigenvectores
de T
3.4.11. Considere la ecuacién z(t f el=sx(s)ds = y(t ), t € a,b] cony e

Ls[a,b]. (Bajo qué condiciones sobre a,byy dlcha ecuacion cumple el primer
inciso de la alternativa de Fredholm, y bajo cudles se estd en el segundo inciso?

3.4.12. Con las condiciones del Teorema espectral, demuestre que si adicional-
mente N(T) = {0}, entonces el conjunto de eigenvectores {e, }5°; es una base
ortonormal.

3.4.13. Sea X un espacio con producto interno. Suponga que un operador
T en X es de la forma T(z) := > po; M\e(w, ex)ex con {ex}3°, ortonormal y
{A}2, € K— {0} acotada. Si y estd en el rango de T, ;jcémo propondria
resolver T'(x) = y?.

3.4.14. Sean f,g: [0,1] — R funciones continuas. Defina

_J fls)g(t) 0<s<t<1
Gls,?) ~—{g(3)?(t) 0<t<s<l

,Es el operador T'(x fo s)ds compacto o simétrico en Lo([0, 1])?

3.4.15. Sea X un espacio con producto interno y T € L*(X, X)) simétrico.
Demuestre que si T es invertible, 77! es también simétrico.

3.4.16. Muestre que el siguiente operador es compacto en Lo [0, 7],

[ cos(hh) s) cos(ks)ds
fH;A = 1(s) cos(ls)ds.

Encuentre los eigenvalores e indique en que parte de la alternativa de Fredholm
nos encuentramos dependiendo del valor A (pardmetro de la alternativa).

3.4.17. Exhiba un operador T compacto y simétrico tal que ||T|| y —||T|| sean
ambos eigenvalores y que ademds tenga una cantidad infinita de eigenvalores.
3.4.18. Muestre que el operador integral de Fredholm en Ls[—, 7| con kernel

oo

K(ts) = Z : 1 (cos((k‘ + 1)t) sin(ks)  sin((k + 1)t) cos(ks))

nt D2\ Jx NN

n=0
no tiene eigenvalores.
3.4.19. Sea {e;}72, una base ortonormal de un espacio de Hilbert X sepa-
rable. Se dice que T' : X — X es un operador de Hilbert-Schmidt si

ey ITex||? < oo. Muestre que T es compacto.
Sugerencia: Defina T,z := Y, _, ([, ex)Te), y analice que pasa cuando n — co.
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Capitulo 4

Teoria de Sturm-Liouville

4.1 Planteamiento y propiedades
Una ecuacion diferencial de segundo orden estd dada por la expresién
F(t,r,2’,2") =0 con F : [a,b] x R* = R.
En esta seccién nos enfocamos a ecuaciones lineales de la forma
p(t)x"(t) + r(t)2'(t) + q(t)x(t) = y(t), (4.1)

donde p,7,q y y son funciones conocidas, y p # 0 en todo [a,b]. Buscamos
pues = : [a,b] — R que sea solucién de la ecuacién. Para llevar a cabo
esto, se piden también condiciones de frontera, por ejemplo en términos de
z(a), 2’ (a), x(b), 2’ (b).

Primero, definimos el operador

(L) (t) := p(t)=" (t) + r(t)2'(t) + q(t)x(t)

sobre Lsa, b] actuando en el subconjunto de funciones dos veces diferenciables
C?[a, b]. El siguiente cdlculo ayuda a estudiar el operador adjunto de L:

(Lf.g) = /ab(pf”+rf’+qf)g
= pflgll - /f pg) +rfgly — /f?"g /bqu

= [pf'g— flpg) /fpg”+7“fg|b /fv'g /qu
= (f.L*9)+[p(f'g—fg')+ (r—p)fgl,

donde L*g := (pg)”’ — (rg) + qg =pg”" + (2p' — )¢’ + (p”" — 1" + q)g, al cual se
le llama el adjunto formal de L.

53
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Nota 4.1.1. Vemos que si 7 = p' y si p(f'g — f¢')|2 = 0, entonces L serfa un
operador simétrico dado por

Lz = (pz') + qu.

Los siguientes resultados ayudan a transformar el problema original (4.1) en
uno que involucra un operador simétrico.

Proposicién 4.1.2. La EDO A(t)z" + B(t)az’' + C(t)z(t) = D(t) con t € [a,b]
admite la representacion (p(t)z'(t)) + q(t)x(t) = f(t) cuando A, B,C son con-
tinuas y la funcién A nunca se anula en |a,b].

Demostracion. En la primera ecuacién multiplicamos ambos lados por

1 gt &as
A(t)

para obtener

x”ef% _|_ gx/e\f% + %xef% = gef %’

lo cual se escribe también como

(x/ef %)/ + (ief E) T = %‘EI%

O

Por otro lado, es comuin asumir que se conocen condiciones de frontera dadas
por las siguientes ecuaciones:

/

arz(a) + aza’(a) =0
B12z(b) + B22'(b) =0 (4.2)

con |ag| + |az| > 0y [B1] + |B2] > 0.
Proposicién 4.1.3. Si f y g satisfacen las condiciones (4.2), entonces

p(fg' — fg)lb =

Demostracién. Las condiciones (4.2) dicen que

(1010 (5) -0
g(b) g'(b) Ba ’
con |B1| + |B2| > 0, luego la matriz es singular y el determinante es f(b)g’(b) —

f/(b)g(b) =0, y lo mismo con a. O

En vista de las dos proposiones anteriores y la Nota 4.1.1 podemos concen-
trarnos en estudiar el siguiente problema que involucra un operador simétrico.
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Definicién 4.1.4. Sean p,q y r funciones en C|a, b] real valuadas, p es diferen-
ciable y ademads pedimos que p,r > 0.
i)El problema de Sturm-Liouville (SL1) es encontrar  que satisface

(p(H)2' (1)) + q()a(t) = y(t)

y tal que x cumple las condiciones de frontera (4.2).
ii)El problema de Sturm-Liouville de eigenvalores (SL2) es encontrar
A€ Cy z tal que

(p()a' (1)) + q(t)x(t) + Ar(t)a(t) = 0,

y ademds x cumple las condiciones de frontera (4.2). Cuando esto se cumple, a
A se le llama eigenvalor y a x eigenfuncién o eigenvector.

La funcién r proviene de estudiar ecuaciones diferenciales parciales, como se
verd en la seccion 4.4.
Estamos pues considerando el operador L : X — Ls[a, b], definido como

Lz = (p2') + quz, (4.3)
donde
X :={x € Ly[a,b] : 2" existe y  cumple (4.2)}.
Se puede verificar que X es un subespacio lineal.
Ahora mostraremos la identidad de Lagrange.

Lema 4.1.5. Parau y v en C?[a,b] se cumple la identidad de Lagrange:

d

v(B)(Lu)(6) = u(t)(Lo)(t) = —

[p(t) (v(t)u'(t) — u(t)o'(2))], (4.4)

para toda t € [a,b).

Demostracién. Para u,v € C?[a,b] tenemos

vLu—ulv = v((pu')" + qu) — u((pv') + qv)
= o(pu” +p'u + qu) —u(po” + p'' + qu) =
= plou” —w") +p'(vu' — uwv') + q(uv — uwv) = (plvu’ — wv’))’.

O

Veamos que situaciones se pueden tener relaciondo al problema SL2 y las
diferentes propiedades que se tienen.

Ejemplo 4.1.6. i) Consideremos el problema SL2 dado por la ecuacién x”(t) +
Az(t) =0, t € [0,1], y condiciones x(0) = (1) = 0. Asi, las soluciones posibles
son:

1) Si A < 0, entonces z(t) = aeV = 4 fe= VAL,

2) Si A =0, entonces z(t) = a + St.

3) Si A > 0, entonces z(t) = a cos(VAt) + Bsin(v/At).
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Aqui «, 3 son constantes en R. Podemos ver en el caso 1) que si @« o 8 no
son cero, entonces no se cumplen las condiciones de frontera, por lo que no hay
eigenvalores negativos de este problema. Similarmente en el caso 2). En el caso
3) la condicién x(0) = 0 implica @ = 0, pero z(1) = 0 implica sin(v/A) = 0, lo
cual se cumple siempre que A = (n7)%, n=1,2....

ii) El problema z'(t) + Az(t) = 0, ¢ € R con condiciones lim; , o z(¢) =
lim;_, oo (t) = 0 no tiene eigenvalores.

iii) En el problema 2" (t) + Az(t) = 0, t € R con condicién sup,cp |z(t)| < oo
cualquier valor A > 0 puede ser eigenvalor con eigenfuncién sin(v/At) o cos(vV/At).

Proposicion 4.1.7. Sea A € R fijo y u y v soluciones de Lx + Arx = 0 lineal-
mente independientes, entonces A es eigenvalor si y solo si el determinante

aqu(a) + axu/(a) aqv(a) + agv'(a)
Pru(b) + Bau'(b)  Pro(b) 4 B20'(b)

Demostracion. Por la Corolario 1.4.4, cualquier soluciéon de Lz + Arz = 0 es
combinacién lineal de w y v. Asi, A es eigenvalor si y solo si hay ¢,d € R con
lc| + |d| > 0 tal que w = cu + dv es eigenfuncién, para lo cual basta saber que
w cumple con

)

= 0. (4.5)

aqw(a) + asw’

(a)=0
Brw(b) + Baw'(b) = 0.

Esto es

ayu(a) + asu'(a) av(a) + agv'(a) '\
(a1, )+ Goeto+ vy, ) =°

Pero por las condiciones sobre ¢ y d esto ocurre si los vectores son linealmente
dependientes, i.e. si se tiene (4.5). O

Ejemplo 4.1.8. Para )\ > 0 el problema
" + X =0, t €0,1], z(0) =2'(1) =0,

tiene soluciones linealmente independientes dadas por u(z) := sin(v/Az) y v(z) :=
cos(ﬁx). Por la Proposicién 4.1.7, X es eigenvalor si y solo si

sin(0) cos(0) —0
Vcos(VA)  —vAsin(v/A) '

2
Por lo que A\, = (@) ,n=1,2,... son eigenvalores.

Proposicion 4.1.9. Eigenfunciones de distintos eigenvalores son ortogonales
c.r.al producto interno

b
(, V) 1= / w(t)o(t)r(t)dt.
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Demostracién. Sean e, y e, eigenfunciones de eigenvalores A\, # A,,. En-

tonces
Le, = (pel) + qen = —Apre,
Le,, = (pel,) + qem = —Amrem.

Multiplicando respectivamente por e,, vy e,, restando e integrando llegamos a

b b
/ (emLen —enLlem) = (Am — )\n)/ emenT.

Usando la indentidad de Lagrange, Lema 4.1.5, y la Proposicién 4.1.3 vemos
que lo anterior es cero. O

Proposicion 4.1.10. Los eigenvalores del problema SL2 son niumeros reales.

Demostracién. Supongamos que A es un eigenvalor con A # A y v una eigen-
funcién correspondiente. Se puede mostrar que A y T serian también eigenvalor
y eigenfuncién. Pero por la Proposicién 4.1.9

0= (v,0), = /v@r = / lv|?r,

lo cual solo ocurre si v = 0. O

Proposicion 4.1.11. Los eigenvalores son simples, i.e. solo hay una eigen-
funcion por eigenvalor.

Demostracion. Supongamos que u y v son dos eigenfunciones de un mismo
eigenvalor. De la Proposicion 4.1.3 tendriamos que el Wronskiano es cero en
al menos un punto, pero el Teorema 1.4.6 afirmaria que u y v son lineamente
dependientes. O

Nota 4.1.12. En vista de la Proposicién 4.1.10, en los sucesivo restringimos el
problema SL2 al caso A € R.

4.2 Método de Prifer

En esta seccién tomamos cierto punto de vista para poder estudiar los eigenva-
lores, del operador L definido en (4.3). Esto consiste en asumir que el producto
px’ toma la forma

y definiendo
g(t) == q(t) + Ar(t),

tenemos que )
a(t) = @k(t) y K(t) = —g(t)a(t).

Ahora tomamos la siguiente representacién en coordenadas polares:

x(t) = R(t)sin(0(t)) v k(t) = R(t) cos(6(t)).
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Derivando tenemos

Rcos(0)0 + R'sin(f) = 2’ =

R’ cos(0) — Rsin(0)0' = k' = —g (4.6)

Multiplicamos las ecuaciones en (4.6) por sin(6) y cos(f), respectivamente, y
posteriormente las sumamos para llegar a

R = g (; - g) sin(26). (4.7)

Ahora multiplicamos las ecuaciones en (4.6) por cos(6) y sin(#), respectivamente,
y posteriormente las restamos para llegar a

0 = %cos2(9) + gsin?(9). (4.8)

Dada una condicién inicial (a), la ecuacién (4.8) tiene solucién unica, la
denotamos

O\ 1), t € [a,b], (4.9)

N[—=
~/—~
o
=
I
<
—~
~
SN—
N

pues depende del valor A € R. Con esto, usando la notacién F (t) :=

resolvemos (4.7) para llegar a

t

R (t) := Rx(a) exp {/ Fy(s)sin(20(A, s))ds} ) (4.10)

también escribimos R) para enfatizar la dependencia en .

Nota 4.2.1. Vemos que los ceros de z son los ceros de sin(#), es decir cuando
0(t)/m € Z.

Fl siguiente lema es un resultado de comparacién que serd de utilidad para
analizar los ceros descritos en la Nota 4.2.1.

Lema 4.2.2. Considere las ecuaciones diferenciales

(p2')" + g2 =0y (pma’)' + gmz =0, (4.11)
y sean 0 y 0., respectivamente las funciones descrita en (4.9) para cada ecuacion
en (4.11). Si (Vt € [a,b])pm(t) > p(t) v gm(t) < g(t), y ademds la condiciones
iniciales cumple que 6,,(a) < 0(a), entonces

O (1) < O(t), t € [a,0]. (4.12)

Mds ain, si se tiene desigualdad estricta gm(t) < g(t), entonces 0,,(t) <
0(t), t € [a,b].
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Demostracién. Del método de Priifer, especificamente de la ecuacién (4.8)
tenemos

0 = % cos?(0) + gsin?(0)

0!, = pi cos?(0,n) + gm sin? (Om).

Luego,
(9 - em)/ = <gm - p:in) sin (9; Z (9m) (9 - em)
11 L
<p - pm> cos?(0) 4 (g — gm) sin?(6).

Definiendo u := 6 — 6,,,, podemos ver la ecuacién anterior en la forma
u'(t) = G(t)u(t) + H(t) (4.13)

Ademsds se cumple que H > 0 y que G es funcién continua, esto ultimo se
observa usando el teorema del valor medio que afirma

sin?(0(t)) — sin® (0, (1))
0(t) = Om(t)

para alguna funcién £(t) entre 6(t) y 6,,(t) para cada ¢ € [a, b].
Finalmente, como la solucién de la ecuacién diferencial (4.13) esta dada por

t
u(t) = efa G(s)ds (/ H(s)e  Ja G0dvgg 4 u(a)> , t € la,b,

entonces podemos afirmar que # domina a 6,,,. La desigualdad estricta se obtiene
observado que de acuerdo a la hipotesis. O

= sin(26(1))

Podemos mostrar ahora el siguiente resultado fundamental, que entre otras
cosas afirma que el operador L del problema de Sturm-Liouville tiene espectro
discreto.

Teorema 4.2.3. El operador L tiene una cantidad numerable de eigenvalores,
los cuales estdn acotados inferiormente y son estrictamente creciente a infinito:
A< A <...—o00.

Demostracién. En el método de Priifer A € R es eigenvalor si

0 = ayz(a) + asz’(a) = Ra(a) (041 sin(0(\, a)) + ag(W) . (4.14)

Sin pérdida de generalidad basta pedir

/2 siag =0

0(A,a) = { p€10,7/2)U (w/2,7] siayg #0, con p tal que tan(p) = — o

Asi, para cada valor A € R, dado el valor 8(\, a), queda determinada la funcién
{0(\,t),t € [a,b]} solucién de (4.8). Sin embargo, para que un valor A € R sea
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eigenvalor se debe cumplir también la condicién de frontera en b, para lo cual
requerimos también que

0= Brx(b) + Boa’(b) = Ba(b) (51 sin(B(\,b)) + @“’S'(‘)W) L)

p(b)

Para lo cual bastaria que exitiera algin entero n tal que

O(\,b) = {

Busquemos pues valores A € R para los cuales se cumpla esta condicién en b.
Por el Lema 4.2.2 vemos en particular que 6(\, b) es mondtona creciente en A,
y ademads se puede ver que es continua en A\. Probemos ahora que 8(\,b) — oo
cuando A — 00, lo cual muestra que hay una cantidad infinita pero numerable de
eigenvalores determinados, pues al crecer A, la funcién (), b) estarfa cruzando
valores de la forma p + nm, con n € Z.
Sean p,,, ¢m ¥ Tm constantes tales que

(Vt € [a,b])pm > p(t), gm < q(t), Tm < (1),

y sean 0 y 6,, determinadas como (4.9), con 6,,(\,a) := 6(\,a). Del Lema 4.2.2
sabemos que

p+nm  sif; =0, conp=m/2
p+nm  sip #0, con p tal que tan(p) = —ﬁz(b).

(Yt € [a,b]) O(\,t) > O (A, 1). (4.16)
Tenemos también que
20m(Nt
cos® O, (A, 1) n
Pm
por lo que para X suficientemente grande 6/ (A, t) > 0 para toda ¢ € [a,b], lo

cual dirfa que 6,,(),t) es creciente en t.
Por otro lado, sea x,, solucién de

(pmz/), + (Qm + /\T’m)ﬂj =0. (417)

Luego, los ceros de z,, determinan los ceros de sin(6,,()\,t)), que detemina
también los valores donde 6,,,(), t) es de la forma nm con n € Z. Sin embargo,
cuando A es un valor grande tal que p := (¢m + A\rm)/Pm > 0, la solucién de
(4.17) es de la forma x,,, () = 7 cos(ut)+d sin(ut). Esto nos dice que los ceros de
Ty, aumentan conforme A crece, lo cual surge porque la periodicidad aumenta.
Como 6,, es creciente en ¢, concluimos que 6,,(\,b) — 0o cuando A — oo, y lo
mismo para 6 debido a (4.16).

Ahora veamos que limy_,_ [0(),b)| < oo lo cual dirfa que los eigenvalores
estan acotados inferiormente. Para esto, tomemos ahora p,,,, ¢ ¥ 7 constantes
tales que

0, (\t) = (A + @) sin? (6, (N, 1)),

(vt € [a,0])pm = p(t), gm < q(t), rm = 7(t).
Del Lema 4.2.2, cuando A < 0, se tiene 6, < 6. Pero la solucién de (4.17)
cuando X es suficientemente pequefio es de la forma x,,(t) = yett + de™#t la
cual no tiene ceros, esto implica que 6,, (A, b) estd acotada inferiormente cuando

A — —o00, luego se tiene la conclusién para 6.
O
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4.3 Operador de Green

Las seccién anterior nos ayuda a atacar el problema SL1. Primero tenemos lo
siguiente.

Teorema 4.3.1. Sea X un espacio de Hilbert y {e,}>>; C X ortonormal. Sea
{152, € K— {0} tal que el operador Tx := 377 A\p(x,en)e, para x € X
estd bien definido. Siy € R(T) entonces

:Zl (Y, en)

pertenece a X y es solucion de Tx = y.

Demostracién. Sea z € X. Al tomar el producto interno en la ecuacién
Tz =1y cr.a e, y usando la continuidad del producto interno obtenemos

<Z )\n<z, €n)en; em) = (Y, €m>7

luego A\ (z,em) = (y, em). Por la desigualdad de Bessel

N<ye
2

por lo tanto la suma que define x es convergente, y por la completez del espacio
concluimos que z € X. Asi

. (Z <yii”>en>

N

Z zen)|* < |21,

oo
Z y7€n €n =Y
n=1

n=1 =
O
Para estudiar el problema SL1 atravez del planteamiento SL2, tomemos la
funcién r := 1 Por el Teorema 4.2.3 el operador de Sturm-Liouville L posée

una coleccién a lo mds numerable de eigenvalores {—\,}52, con sus corre-
spondientes eigenvectores {e, }>2; (uno por cada —\,). Podemos pensar que
cualquier solucién z de la ecuacién Lz = y es tal que € ({e,}), por lo que
x =" (x,en)en. Asi, el operador L podri t

=) 1z, en)en. , perador L podria representarse como

oo

Lz =— Z(:m €n)An€n.

n=1
Usando el Teorema 4.3.1, podemos resolver Lx = y mediante

o0 ) b
x(t) = Z /\i (y, en)en(t Z % / y(s)en(s)ds

n=1 v n=1

= /b i en(t y(s)ds, (4.18)

n=

3

=
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para cada t € [a,b]. Con esto llegamos a la expresién

awz/mK@@m@@,

donde K (t,s) :==—> ", en(t)en(s)/An.

Por otro lado, sabemos que la solucién = debe cumplir las condiciones (4.2).
Supongamos que tenemos dos soluciones u y v linealmente independientes, y
que u cumple aju(a) + asu’(a) = 0y v cumple S1v(b) + G20’ (b) = 0. Entonces
resulta que la expresion

t b
U(t)/ u(s)y(s)ds+u(t)/ v(s)y(s)ds (4.19)
a t
satisface (4.2), pero (4.19) puede obtenerse de construir

M(t)u(s) a<s<t<b

K@ﬁ*:{Amﬂm@ a<t<s<b

para algin A € R. A dicho kernel se le llama la funcién de Green, y vere-
mos posteriormente que conviene pedir adicionalmente que u y v resuelven el
problema homogeneo Lz = 0.

Demostremos pues que dicho kernel ayuda a resolver el PSL.

Teorema 4.3.2. Considere el operador Lz := (pz') + qx con p,q € Cla,b] y
p(t) # 0 para toda t € [a,b], y el subespacio

arz(a) + agx’(a) =0

X = {x € Lyfa,b] : x € C*[a,b] y tal que Bllx((b))—i— ﬁjx’((b)): 0 } ,

con |oq| +|az| > 0 y |B1|+|B2] > 0. Sean v y u soluciones linealmente indepen-
dientes de Lz = 0 con condiciones aqu(a) + agu'(a) = 0 y frv(b) + B20'(b) = 0,
respectivamente, y defina

A= (p(a)(v(a)u'(a) — v'(a)u(a))) ™. (4.20)

Entonces L : X — Ls[a, b] tiene inverso por la derecha dado por

b
T = [ Glt.9(s)ds, 1 fa.b]

donde (u(s)
M(tu(s) a<s<t<b
Gt s) = { Au(t)v(s) a<t<s<b
Demostracién. Asumamos primero que A # 0. Esto surge porque p nunca
es cero, y como u y v son lineamente independientes, por el Teorema 1.4.6 el
determinante Wronskiano nunca es cero, i.e. w(t) := v(t)u'(t) — u(t)v'(t) # 0
para toda t € [a,b]. También tenemos que w es de hecho una constante en todo
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[a,b], pues por hipétesis vLu — uLv = 0 y usando la identidad de Lagrange
vemos que p(t)(v(t)u' (t) — u(t)v’(¢)) es constante para toda ¢ € [a, b].

Para ver que T es inversa de L, dado y € Ls[a,b] definamos z := Ty y
verifiquemos que Lz = y. Tenemos que

b t b
ac(t):/ G(t,s)y(s)ds = /)\v(t)u(s)y(s)ds—l—/t Au(t)v(s)y(s)ds
t b
= /\v(t)/ u(s)y(s)ds—i—/\u(t)/t v(s)y(s)ds,
de donde

t b
J1) = M@uyt) + @) / w($)y(s)ds — Mu()o(t)y(t) + Ml (1) /t o(s)y(s)ds

t b
= )\[v// ueru// vyl,
a t

S = M Oulty) + ") [

a
t b
)\[v”/ uy+u"/ vy
a t

Asi, usando el Lema 4.1.5 y el hecho de que w es constante,

t b
uy — M (Eo(t)y(t) + M (1) / vy

+ Ay[v'u — u'v].

t b
1
px’ +p'x' +qxr = Mpv”’ / uy + Apu”’ / vy + /\yx
a t
t b
+ )\p’v’/ uy + /\p’u’/ vy
a t

t b
+ )\qv/ uer)\qu/ vy =Y.
a t

Observese que las primeras dos columnas estdn en terminos de Lu y Lv, por lo
que se anulan. Ademds, vimos que (4.19), que es en realidad Ty, satisface las
condiciones de frontera (4.2). O

En el teorema anterior, a T se le llama el operador de Green asociado al
operador L.

Nota 4.3.3. La conclusion del teorema anterior es que bajo ciertas condiciones
podemos resolver la ecuacion diferencial de orden 2 con valores en la frontera.
Note que la existencia del operador de Green implica que podemos encontrar
una Unica solucién. Sin embargo, la no-existencia de la funcién de Green no
impide que podamos resolver el problema de frontera. De hecho podrian en
cambio exisistir muchas soluciones, vea por ejemplo el problema 4.6.9.
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Proposicién 4.3.4. Sean {a,, e, 122, los eigenvalores y eigenvectores del ope-
rador T provenientes del Teorema 3.3.4, entonces

i) {en}22, es base de X y de L(X), y

i) {ag e, 152, son eigenvalores y eigenvectores de L : X — La[a, b].

Ejemplo 4.3.5. Con los resultados anteriores se pueden resolver los siguientes
problemas.

i)Encuentrar los eigenvalores A y eigenfunciones en el siguiente problema de
frontera,

2" (t) + Mz(t) =0, z(—7) = z(7) = 0.

ii) Encuentrar también el operador de Green del problema de Sturm-Liouville
asociado al inciso i), describiendo claramente su dominio e imagen.

iii) Expresar con una serie el operador diferencial asociado al problema, y de-
scriba claramente su dominio e imagen.

Solucién i) Como se llevé a cabo en el Ejemplo 4.1.6 se muestra que
cualquier eigenvalor es positivo. Ademds, cos(v/At) y sin(v/At) son soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial " + Az = 0. Usando la
Proposicion 4.1.7, A es eigenvalor si y solo si

cos(—VAm) sin(—V/Ar) | 0

cos(VAm)  sin(vAr) |
Usando una identidad trigonométrica, el lado izquierdo es sin(27v/A), entonces
los eigenvalores son A, := (k/2)%,k = 1,2,.... Y las correspondientes eigen-
funciones son ey (t) := ay, cos(v/Axt) + Br sin(v/Axt) para k = 1,2, ..., donde los
escalares son tales que e (—7) = ep(m) = 0.

ii) Ahora, usando el Teorema 4.3.2, tenemos que las funciones u(t) :==t+m y
v(t) :==t — 7 son soluciones del problema homogeneo z”(¢) = 0, son linealmente
independientes, y cumplen con u(—m) = 0 y v(w) = 0. De esto resulta que
(4.20) es —1/27. Por lo que se puede construir el operador de Green T' como
estd descrito en el Teorema. Mds atn, se tiene que T : Lo[—7, 7] — X, con X
descrito en el Teorema.

Usando el Teorema espectral y el Ejercicio 3.4.14 (vea la Proposicién 4.3.4),
otra forma de expresar el operador de Green T es mediante la expansién (4.18),
usando los eigenvectores y eigenvalores del inciso i). Esto hecho se ocupard en
la parte iii).

iii) Como se acaba de mencionar, el operador de Green T" admite la expansién
(4.18). Entonces podemos usar el Teorema 4.3.1 para invertir 7'y encontrar la
expansién deseada del operador diferencial L : X — Lo[—m,7]. Este proced-
imiento nos dé que para g € X

L0 = = > dwertt) [ exls)gs)ds, 1 € [,
k=1 -

donde \g y eg son los eigenvalores y eigenfunciones del inciso 1).
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Concluimos con el siguiente resultado. Tomando en cuenta las condiciones
(4.2) podemos obtener que

Teorema 4.3.6. El operador (Lz)(t) := p(t)x” (t) +q(t)x’ +r(t)x(t), con p,q,7
continuas y p y r no nulas en todo [a,b], poseé un conjunto infinito numer-
able de eigenvectores {e, }52 ¢, i.e. Le, = apen, los cuales forman un conjunto
ortonormal en el espacio de funciones medibles cuadrado integrables c.r.al pro-
ducto interno especificado con la funcion de peso

t q(s)

1
— Ja 56
w(t) : (t>e &) ds.

Nota 4.3.7. Un tema relevante donde los resultados de esta seccién son de
interés es en la teoria de polindmios ortogonales; en el apéndice hay una intro-
duccién a este tema.

4.4 Método de separacion de variables para EDP

Considere el siguiente problema de frontera. Encontrar u(x,t) tal que

r(x)m(t)% = %(p(x)%) + q(x)u, = € (a,b), t >0, (4.21)

con condiciones de frontera

d
aru(a,t) + a2£(a,t) =0, t>0, (4.22)

Blu(bv t) + ﬁ?%(bvt) = 07 t> O»
u(z,0) = f(z), = € (a,b),

con la restriccién |oq| + |az] > 0, |S1] + |B2] > 0. Ademds asumimos que
p,0',q,1, f € Cla,b]; p,r > 0; m € C[0,00] y m > 0; y que f es consistente con
las condiciones anteriores, i.e. f satisface las ecuaciones de frontera sobre a y b.
Bajo estas condiciones decimos que el problema es regular.

Cuando oy = 81 = 1y az = 82 = 0, decimos que las condiciones son de
Dirichlet. Pero si a3 = 81 = 0y as = B3 = 1 las llamamos condiciones de
Neumann.

El método de separaciéon de variables para resolver el problema descrito
consiste en suponer que la soluciéon es una combinaciéon lineal de funciones de
la forma g(t)h(z). Al substituir en (4.21) llegamos a la ecuacién

g'@®) _ (p(z)h'(x))" + q(x)h(x)
g(t) r(z)h(z)
Sin embargo, como esta relacién se cumple para toda t y x, ambos lados deben

ser la misma constante para todo t y x, pues un lado depende exclusivamente
de t y el otro de z. Llamemos a dicha constante —\ € R.
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Tenemos pues las siguientes ecuaciones:
(ph") + qh + Arh =0, = € (a,b) (4.23)
mg' = —M\g, t > 0. (4.24)

Usando las condiciones (4.22) llegamos a las siguientes condiciones sobre h:

aih(a) + agh’(a) =0 (4.25)
Brh(b) + B2h/(b) = 0.

De esta manera, la ecuacién (4.23) junto con las condiciones (4.25) definen
un problema de Sturm-Liouville de eigenvalores , Definiciéon 4.1.4. Podemos
entonces intentar resolver primero el problema de eigenvalores, después resolver
la ecuacién (4.24), y finalmente unir piezas tomando en cuenta la condicién
inicial u(x,0) = f(x) en (4.22). Veamos el siguiente ejemplo de una ecuacién
parabdlica.

Ejemplo 4.4.1. (Ecuacién del calor) Considere el problema regular (con
k> 0)

Ut = Klgg, « € (0,1), £ >0 (4.26)
u(0,t) = u(l,t) =0, t >0
w(z,0) = f(x), z € (0,1}, f(0) = fF(1) =
De acuerdo a (4.23), (4.24) y (4.25), queremos resolver
R (z)+Ah(z) =0, x € (0,1), ¢'(t) = —Arg(t), t >0, h(0) = h(1) = 0. (4.27)

De acuerdo con el Ejemplo 4.1.6, los eigenvalores y eigenvectores estan dados
por A\, := (nm)? y e, () :=sin(n7z), n = 1,2,....

Ahora bien, encontrados los valores \,, la solucién de la segunda ecuacién

n (4.27) es gn(t) := cpe "t donde ¢, es alguna constante real. Vemos pues

que, para cada n = 1,2,...,, la funcién u,(z,t) := cpe,(z)e™ "t resuelve la
ecuaci6n diferencial parcial en (4.26) y cumple las condiciones de frontera en 0
y 1.

Podemos aplicar el principio de superposicion, el cual afirma que com-
binaciones lineales finitas de {u,,}52; también resuelve la ecuacién diferencial y
cumple las condiciones de frontera. Posteriormente, si f € ({e,,}52 ), podemos
escojer las constantes ¢, de tal manera que f = Zn 1 Cnén, Para finalmente
intentar verificar que la funcién w :=>" 7 | u, es solucién al problema (4.26).

Nota 4.4.2. Del ejemplo anterior, queda claro que los pasos a seguir para
resolver el problema (4.21)-(4.22) son:

1) Resolver el problema SL2 dado por (4.23) y (4.25), con lo cual encontramos
el conjunto {\,,e,}52 .

2) Usando los valores A, resolvemos (4.24) para llegar a

wo=enlon [ ).
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n=12,....
3) Encontramos constantes c1, ca, ... tales que f = 220:1 cpén. De tal manera
que un candidato para la solucién de (4.21)-(4.22) estd dado por

u(z,t) =Y gnlt)en(x). (4.28)

Tenemos los siguientes resultados que ayudan a verificar si (4.28) estd bien
definido y para ver si es efectivamente solucién del problema.

Lema 4.4.3. Para cada x € [a,b] fijo, la suma (4.28) es uniformemente con-
vergente en t > 0.

Demostracion. Surge de saber que A, — oo cuando n — oco. O

Con el lema anterior, podemos usar el siguiente tipo de resultado para con-
cluir que (4.28) cumple lo deseado. La demostracién se puede encontrar en
libros de andlisis matemético, vea por ejemplo el apéndice en [4].

Teorema 4.4.4. Sea S C R un abierto, y f, : S — R una sucesion de fun-
ciones continuamente diferenciables tales que Y oo fn y >vey [l convergen
uniformemente en S. Entonces Z;o:l fn es diferenciable y su derivada es de

hecho Y7 | fr.

Presentamos ahora un ejemplo de una ecuacién hiperbdlica donde se
puede aplicar el método de separacién de variables.

Ejemplo 4.4.5. (Ecuacién de onda)
Sea ¢ > 0, y considere el problema

Ust — Uy, ¢ € (0,1), t>0 (4.29)
g (0,8) = uy(1,¢) =0, t >0

u(z,0) = fi(z), = €[0,1], f{(0) = f1(1) =0

u(2,0) = fox), x €[0,1], f3(0) = f5(1) =0

Asumiendo una solucién particular de la forma u(x, t) = h(z)g(t), obtenemos
que debe cumplirse

R (x) = —=Ah(x), = € (0,1) ¢"(t) = —A?g(t), t >0, h'(0) = h'(1) = 0. (4.30)

Analizando eigenvalores y eigenvectores obtenemos que )\, := (n7)? y que
en(x) := cos(nmz), n =1,2,...; y también que A\g =0y eg(x) = 1.
Asi, las soluciones de la segunda ecuacién en (4.30) son

go(t) := 70 + dot,
Gn(t) := Y cos(v/ Anct) + 6 sin(\/gct)7 n=12,...,
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con {vn, 0y}, nimeros reales. Entonces la posibles solucién al problema es
de la forma

Z dn (t)en($)~
n=0

Luego, para encontrar los coeficientes {7y, 0,152, substituimos la suma an-
terior en las condiciones u(x,0) y us(z,0). Como fi,fs € ({en},), pode-
mos definir {v,,d,}72, justamente para cumplan que f1 = > " Ynen y fo =
80€0 + D vy Inev/Aney. Asi, la funcién u = Y7 gnen es candidato a resolver
el problema.

4.5 La transformada de Fourier

Finalizaremos este capitulo dando una motivacién a la transformada de Fourier,
una de las herramientas mas importantes en matematicas. Para esto trataremos
de utilizar el método de separacién de variables, visto anteriormente, pero de
una manera informal.

Consideremos la ecuacién del calor sobre toda la recta real:

Ut = Ugg, TER, £2>0,

u(x,0) = f(x) € Cop, i.e. f es continua y ‘ llim flx)=0.
Tr|— 00

Aplicando el método de separacién de variables, asumiendo la forma u(z, t) =
h(x)g(t), llegamos a las ecuaciones

W'(2) + M) = 0y g'(t) = —tg(t).

Dado que f es acotada y que la solucién del problema representa la temperatura,
se puede pensar que u es acotada en R X [0, 00), entonces las soluciones a los
problemas planteados cuando A > 0 son de la forma

h(z) = acos(VAz) + Bsin(VAz)
glt) = e N

con o y (3 constantes. Podemos escribir h(z, \) y g(t,\) para enfatizar la de-
pendencia con .

A diferencia de la seccién anterior, en este caso h(xz, A)g(t, \) es una solucién
de la ecuacién parcial valida para todo A > 0. Analogamente con la secci
om anterior, note que las constantes a y 8 varian dependiendo del valor de A,
por eso podemos pensarlas como funciones de A\. Con esta forma de pensar
llegamos y definiendo w := v/A podemos pensar que

e*WQt{a(w) cos(w) + f(wz) sin(wz)}

es solucion de la ecuacién parcial.
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Asi, usando el principio de superposicién, en lugar de una suma como fun-
ciond para un intervalo finito, podemos pensar ahora que la solucién buscada
estd dada por la expresién

/oo et {a(w) cos(wz) + B(w) sin(wz) } dw.

0

Definamos ahora

O sea que

—iwT ( ) eiwm +67iwz
" y cos(wx) =
2i 2 ’

sustituimos en la integral anterior para obtener

/ oWt {F(w)eim + F(—w)e‘i‘”} dw
0

00 0

/ e T F(w)e™® dw + / e R (w)e™ ™ dw
0 —00

= / e_"JQtF(w)ei‘”dw.

Finalmente, teniendo en cuenta la condicién inicial en t = 0, queremos en-
contrar F': R — C tal que

| Fas = ).

Matematicamente tal F' es justamente la transformada de Fourier de f, es
decir

Fw) = [ fae s

Se puede interpretar la transformada de Fourier como los ”los coeficientes de
Fourier” de la seccién anterior, y la integral seria ”la combinacién lineal” para
encontrar la solucién.
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4.6 Ejercicios

4.6.1. Considere el operador de Sturm-Liouville Lz := —z"” y las condiciones
de frontera z’(0) = 0 y 2’(1) = 0. Encuentre el conjunto de eigenvalores de L y
los correspondientes eigenvectores que satisfacen las condiciones de frontera.

4.6.2. Considere la EDO z” + ¢z’ + rx = y con ¢, r,y funciones continuas en t.
Demuestre que la solucion general de esta ecuacion esta dada por x = fx+gxs,
donde f,g son funciones de ¢, y x1, x5 son soluciones de la EDO homogenea.
Nota: este es el método de variacién de parametros.

4.6.3. Encontrar los eigenvalores y eigenvectores del operador Tz := —z” en
los siguientes espacios
i) X = C?[0,n],
i) Y :={z e X :2(0) = z(r) = 0}.
4.6.4. Sea o > 0. Muestre que el problema
u'(x) + du(z) =0, x € (0,1), u(0) =0, au(l)+u'(1) =0,

no admite eigenvalores A negativos y tampoco puede ser 0. Muestre que para
ser \ eigenvalor debe cumplir la ecuacién tan(vA) = —vA/a.

4.6.5. i) En el contexto de un problema regular, considere las ecuaciones
(pi(x)h (2))" + gs(x)h(x) =0, i = 1,2 con p; > pz >0, g1 < ga.

Diga que relacién hay entre 6; y 05 del método de Priifer, considerando que
01(a) = 03(a) y donde [a,b] es el dominio de h.

ii) En un problema de Sturm-Liouville regular explique porque el nimero de
ceros de las eigenfunciones aumenta al aumentar el eigenvalor.

4.6.6. Argumente, usando el métod de Priifer, que la eigenfucion e,, del prob-
lema SL2 tiene n — 1 ceros en el intervalo [a, b].

4.6.7. ;Cual es el operador de Green asociado la ecuacién =/ + x = y con
condiciones z'(0) = 0 y z(w) = 07

4.6.8. Encuentre la funciéon de Green del problema
2 =32 +2x =y, z(0)==x(1)=0.
4.6.9. Encuentre los valores ¢ € R para los cuales el problema
y'(t) +ay(t) =1, y(0) = y(1) =0,

no tiene solucion.
Sugerencia: Aunque no hay funcién de Green, busque soluciones de la forma
1 — cos(cx).
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4.6.10. Para encontrar la funcién de Green asociado a la ecuacién z” —tx = y,

hay que resolver la ecuacién de Airy 2"/ — tz = 0. Use el método de soluciones
. . oo n 9

en serie (i.e. pensar que x es de la forma ) >~ ja,t™ con los a,’s constantes)

para encontrar la solucién general de la ecuacién homogenea.

4.6.11. Dado un operador T compacto y auto-adjunto en un espacio de Hilbert,
Lqué haria para invertirlo si T" fuera inyectivo?

4.6.12. Sea r € C[0,n] estrictamente positive. Encuentre el inverso por la
derecha del operador

[Lz]t :=r(t)z" (t) + r(t)z(t), t € [0, 7],
con condiciones z(0) = z/(7) = 0.

4.6.13. Verificar a detalle el Lema 4.4.3 y que (4.28) es efectivamente solucién
del problema.

4.6.14. Verifique que el siguiente problema es regular:
ur(t, ) = ugy (¢, ) + u(t, ), (t,x) € [0,00) x (0,7);

w(t,0) = ug(t, ) = 0,t > 0; u(0,z) = f(x),z € [0,7],

donde f(0) = f'(m) = 0. Calcule eigenvalores y eigenfunciones asociados al
problema. ;Cudles son los eigenvalores del operador de Green en el ejercicio
4.6.12 cuando 7 := 17

4.6.15. i) Muestre que la solucién de la ecuacién del calor vista en clase estd
dada por

ul, 1) = / K (.. 1) f(4)dy,

donde K es el kernel del calor dado por

k(z,y,t) :==2 Z e r(nm)’t sin(nmx) sin(nwy).

n=1

ii) ;Qué puede decir para el problema general?
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Capitulo 5

Apéndice

5.1 Ecuaciones diferenciales: ideas basicas

Sea a < b ntimeros reales. El conjunto C"[a,b] denota el espacio de funciones r
veces continuamente diferenciables sobre [a, b].

Definicién 5.1.1. Sea F : R"t2 — R, es decir F(t, 2, 21,...,7,) € R. Se dice
que x € C™[a, b] es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria

F(t,z,a',...,2™) =0,

cuando (Vt € [a, b)) F(t,z(t), 2’ (t),..., 2™ (t)) = 0. Aqui (") denota la r-ésima
derivada.

El los extremos t = a, b solo pedimos existencia de derivadas por la izquierda
y derecha respectivamente.

Ejemplo 5.1.2.
(i) Sin = 0, no hay diferencial, tendriamos entonces una ecuacién fun-
cional. Digamos que F(t,x) := t + sin(t + x) + z3, entonces buscamos
z : [a,b] — R tal que (Vt € [a,b])t +sin(t + z(t)) + z(¢)® = 0.
(ii) Definamos ahora F(t,zg,z1) := 1 — f(t), entonces buscamos z : [a,b] — R
tal que (Vt € [a, b))z’ (t) — f(t) = 0.

Por el momento, en esta seccién trabajaremos con ecuaciones separables

y de primer orden, es decir cuando n = 1y F(t,zo,x1) := 21— f(t)g(xzo) —h(t)
con f,gy h conocidas. Asi, la ecuacion diferencial toma la forma

' (t) = f(t)g(x(t)) + h(t).

Método de separacion de variables.
Caso h :=0. Supongamos que g no se anula en R. A partir de 2/(t) =
f(#)g(x(t)) tenemos que
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De esto se observa que buscamos H : [a,b] — R con H'(u) = 1/g(u) y tal que

/ fls)ds + a,

donde « es constante. Asi, si H fuera invertible

z(t)=H! <a+ /at f(s)ds> :

Caundo se conoce el valor z(a), decimos que tenemos un problema de valor
inicial(PVI).

Ejemplo 5.1.3. Queremos encontrar  : [a,b] — R que resuelve 2’ = e =% (t+t3)
con x(1) = 1. Tenemos pues que z'e® = t + t3, entonces

z(t) t
/ eds = / (s + s%)ds,
z(1) 1

luego e*®) — e=(1) = % + % — 3 por lo tanto z(t) = log (% + % -34 e).

Caso h:=0y g(x) := = (ecuacién homogenea). En este caso F'(¢,zg, 1) :=

x1 — f(t)zo. Como 2/ (t)/z(t) = 4 log(|x(t)]), tenemos pues que
H(xz(t)) = log(|x(t) /f )ds + c.

Luego z(t) = vexp (fat f(s)ds) con v constante.
Caso h :# 0y g(z) := = (ecuacién no-homogenea). Sea F(t,xg,x1) := 1 —
f(t)zo — h(t), entonces queremos resolver &’ = f(t)x + h(t). Reflexionando un

poco es natural suponer que x(t) = v(t) exp fat f(s)ds), luego
2 (t) = v(t) f(t)ela T&ds o (1)ela [()ds

Como también ' (t) = f(t)v(t) exp (fat f(s)ds) + h(t), entonces

h(t) = v/ (t) exp < / t f(s)ds) .

Por lo tanto v'(t) = h(t) exp ( f f(s ) Integrando

t
v(t) = / h(s)e  Ja fWdugs 4 ¢
a

con c¢ constante. Podemos entonces concluir que

t
x(t) = ela f(s)ds (/ h(s)e™ Ja fWdugg 4 c) .
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Ejemplo 5.1.4.
(i) Considere 2’ =1 + 2% con z(0) = 1. Asf,

I(t) 1 t
/ 5ds = / ds,
20 1+s 0

luego arctan(z(t)) — arctan(xz(0)) = ¢, por lo que z(t) = tan(t + 7/4) para
(e [-m b,
(ii) Considere 2’ = —t/x con valor inicial z(a). De esto,

z(t) t
/ sds = 7/ sds,
z(a) a

luego z%(t) + t2 = a® + z2(a). Sea ¢ := a? + z%(a), entonces la solucién al PVI
es el conjunto de puntos

{(t,2(t) - 82 + 22(t) = c},

i.e. el circulo! El conjunto de puntos que resuelven una ecuacién diferencial
puede formar lo que se llama una variedad.

Método de coeficientes indeterminados. Dado la ecuacién o’ = f(t)x + h(t),
podemos definir el operado lineal T'(z) := 2’ — f(¢t)x. Si existe un espacio de di-
mension finita X invariante con respecto a T', i.e. T(X) C X, podemos entonces
encontrar la solucién de T'(z) = h usando alguna base de X y suponiendo que
h estd en el rango T'(X). Notemos también que si w € X es tal que T(w) = h,
entonces para todo z en {z : T'(x) = 0}, se tiene que w + z es también solucién
de T(x) = h. A {z: T(x) = 0} se le llama el espacio nulo de T.

Ejemplo 5.1.5. Dada la ecuacién =’ = z + sin(¢t), vemos que T es cerrado
en X := ({sin(t),cos(t)}). Esto dice que hay u := assin(t) + S cos(t) tal que
u' = u + sin(t); substituyento tenemos que

acos(t) — Bsin(t) = asin(t) + B cos(t) + sin(t),

por lo que a« = 3 = —1/2. Ademés, como ({e'}) es espacio nulo de T', la solucién
general de la ecuacion es

1 1
z(t) = ce' — 3 sin(t) — 5 cos(t),

con ¢ constante.
Ejercicios
5.1.1. Resuelva el siguiente PVI:

1 2
R sin(t), z(0) = 1.
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5.1.2.
(i) (Cbémo resolveria la ecuacién =’ = f(x/t)? Sugerencia: Haga un cambio
de variable.

(ii) Resuelva 2’/ = 2/t + (x/t)?.

5.1.3. Considere la ecuacién 2’ = x+e?*. ;Cial es el operador lineal L asociado
2 P

y el espacio de dimensién finita X donde L es cerrado? jcual seria el rango y el

espacio nulo en X donde se puede resolver la ecuacion?

sin(t)—x )

5.1.4. Encuentre la solucién general de 2’ = =

5.1.5. Encuentre la solucién general de
(L+t2)y/ () + ty(t) = (1 +12)°/2

5.1.6. Resuelva del PVI {y/ +y = ¢(t), y(0) = 0} donde

2 0<t<1
g(t)::{ 0 t>1

5.1.7. Sean a,c € (0,00) y b € R. Muestre que cualquier solucién de y' + ay =
be~¢t converge a cero cuando t — co.

5.1.8. En las siguientes ecuaciones, determine que ocurren con la solucién gen-
eral cuando t — m/2:

y +y/t=1t"72 y' +y tan(t) = sen(t)cos(t).

5.2 Teoria de la medida

Definicién 5.2.1. Sea X un conjunto arbitrario.

(i) El conjunto potencia de X es P(X) :={A: AC X}.

(ii) Una o-algebra de conjuntos de X es una coleccién  C P(X) tal que
X € Qy Q es cerrado bajo complementos y uniones numerable.

(iii) Un par (X, ), con Q o-dlgebra de X, se llama un espacio medible.
(iv) La o-dlgebra generada por una coleccién F C P(X) es la mds pequena
que contiene a F (i.e. con menos elementos).

(v) Si T es una topologfa en X, la o-dlgebra de Borel correspondiente es la
o-algebra generada por 7.

Definicién 5.2.2. Sea (2 una o-algebra.
(i) Una funcién pu: Q — [0,00] es una medida si p(Uj—; 4i) = Y ooy 1(4:)
para cualesquier Ay, Ag, ... ajenos y u(f) = 0.

(i) Un espacio con medida es una tripleta (X, Q, u). Es o-finito si se puede
escribir X = [J;2; X,, con pu(X,) < oo.
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Ejemplo 5.2.3. Considere X := R. En X podemos medir intervalos con la
funcién longitud I, por ejemplo, {((a,b]) = b — a. Si queremos medir algtin otro
conjunto A C X, podemos ”aproximarlo” con conjuntos que si sabemos medir
con [, consideremos pues la medida exterior

v(A) = inf{Zl(Ei) tAc|JEi, Ei=(aibi], i= 1,2,...}.
i=1

i=1

De esta manera cualquier elemento de P(X) tiene una medicién, ademéds concide
con la longitud cuando A es un intervalo. El problema es que v : P(X) — [0, o0]
no cumple ser una medida en el sentido de la Definicién 5.2.2. Sin embargo,
podemos restringir v a una subclase de P(X) donde efectivamente v cumple las
condiciones deseadas. Consideremos el siguiente resultado.

Teorema 5.2.4. (de Carathéodory) Con las condiciones del ejemplo ante-
rior. Existe una familia mazimal Q en P(X), bajo la cual v es una medida. Tal
Q resulta ser una o-dlgebra y tiene la propiedad de que

(VA € Q)(VB € P(X))v(B) = (B[ ] 4) + v(B[ ] A°).

Asi, si X es la restriccion de v en Q, entonces (X,,\) es una espacio con
medida, y a A se le llama la medida de Lebesgue.

Definicién 5.2.5. Sea (X, Q) espacio medible y (Y, 7) espacio topoldgico. Una
funcién f: X — Y es medible si (VU € 7) f~1(U) C Q.

Proposicién 5.2.6. Las operaciones f + g, fg, |f|, sup fn, lim f,, conservan
medibilidad.

Definicién 5.2.7. f: X — R es simple si f(X) es finito.

Asi f = Z?zl a;xa, es medible si los A;’s son medibles (x4 es la funcién
indicadora de A). De hecho una funcién simple siempre se puede expresar de
esta forma con los A;’s ajenos.

Definicién 5.2.8.

(i) La integral de una funcién simple es [(3° a;xa,)dp = Y a;u(A;) con
los A;’s ajenos.

(ii) La integral de una funcién medible no negativa f > 0 es

/fdu = sup /gdu.
g simple, g<f

(iii) La integral de una funcién medible f es [ fdu = [ frdu— [ f~dp
donde f* :=max(f,0)y f~:=(=f)".

(iv) f es integrable si [|f|du < oo, y el espacio L1(X,Q, i) es el conjunto
de funciones integrables.

) Jg fdp:= [ fxgdu.
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Proposicién 5.2.9. La integral indefinida v(E) := fEfd,u es una medida
cuando f es no negativa.

Teorema 5.2.10. (de convergencia monétona de Lebesgue) Sea f1, fo, . ..
una sucesion creciente de funciones medibles no negativas tal que convergen a
[ puntualmente. Entonces [ fdp =lim, o [ fr dp.

Lema 5.2.11. (de Fatou) Para cualquier sucesion de funciones medibles no
negativas f, se tiene [liminf f, dp <liminf [ f, dp.

Teorema 5.2.12. (de convergencia dominada) Sean fi, fa,... un sucesion
de funciones medibles que convegen puntualmente a f, y para las cuales |fn] < g
con g integrable. Entonces [ fdp =lim, o [ fr dp.

Definicién 5.2.13. Sean p y v dos medidas. Se dice que v es absolutamente
continua con respecto a pu, denotado v << p, si u(E) =0= v(E) = 0.

Teorema 5.2.14. (de Radon-Nykodym) Sean p y v medidas o-finitas y
supongase que v << . FEntonces existe f > 0 medible, denotada f = g—; Y

llamada la derivada de Radon-Nykodym, tal que v(E) = [ fgdp.

Definicién 5.2.15. El espacio L,(X,Q,u) es {f: |f|P € L1}/ ~, donde f ~
g <= p{z: f(x) #g(x)}) =0.

Se sabe que L, es un espacio lineal normado cuando 1 < p < oo, con

1 .
norma || fll, == (|fIP) 7 cuando 1 < p < 0, ¥ |fllec := inf{M: f <
M para casi todo punto}. Para casi todo punto significa que se cumple
afuera de un conjunto de medida cero.

Teorema 5.2.16. (de Riesz-Fisher) Para 1 < p < oo, L, es completo.

Por esta razon, estos espacios son de Banach y de hecho con p = 2 es espacio
de Hilbert.

Teorema 5.2.17. (de representacién de Riesz) Sea F: L, — R un fun-
cional lineal acotado donde 1 < p < oo. Entonces existe f € L, (donde

Ll 1) tal que (Vg € L,) Flg) = [ fgdp y |F]| = [ £],-

El siguiente resultado requiere la nocién de espacio producto: dado espa-
cios con medida (X, Q4, 1) v (Y, Qs,v), podemos formar la o-dlgebra producto
Qen X XY, como la o-algebra generada por la coleccién

{AXBZAEQ:L,BEQQ}.

Y la medida producto A es la restriccion de la medida exterior de A € Q)

mf{Z,u(BZ) X V(Cz) A C U(BZUC’)’ B, €Q,C; €Qy, i = 1,2,...}
=1 =1

a .
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Teorema 5.2.18. (de Fubint) Sean (X,Q1,p) y (Y,Q2,v) dos espacios de
medida o-finitos. Sea también f integrable en el espacio producto (X xY,Q).

FEntonces
/ fduxuz//fdvdu://fdudy.
XXY xJy Yy JX

A la versién con f no-negativa (sin pedir integrabilidad) se le llama el Teo-
rema de Tonelli.

5.3 El Teorema de Stone-Welierstrass

Dado X espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, concideramos las funciones
C(X,R) con la métrica || - ||oo-

Definicién 5.3.1. Un conjunto de funciones F que es cerrado bajo sumas y
multiplicaciones, y también bajo multiplicacién por escalar le llamamos algebra
de funciones. Decimos que tiene unidad si la funcién constante 1 estd en F.

Definicién 5.3.2. Se dice que un subconjunto F C C(X,R) separa puntos
si (Vo,y € X: x#y)3f € F) f(z) # f(y).

Teorema 5.3.3. (Stone-Weierstrass) Sea X un espacio de Hausdorff compacto.
Sea F C C(X,R) una dlgebra con unidad que separa puntos. Entonces F es
denso en C(X,R) con la norma del supremo.

Primero tenemos el siguiente lema.
Lema 5.3.4. Sea n € Z". Entonces existe un polinomio p, con coeficientes
reales tal que para t € [—1,1],
1
palt) — 11| < =

Demostracién. Definamos ay(t) := (1 —t2)*; cumple con ax(0) = 1, ap(—1) =
ak(l) =0 y

(Ve e (0,1)(Zk)(V)e < |t]| <1 = |ar(t)| <e.
Ahora definamos

be(t) = /_ tl a(s)ds

la cual es creciente en ¢t € [—1,1]. Normalizamos con ci(t) := by (t)/br(1), asi
cr(—1) =0, k(1) =1. Més ain, cx(t) estd cerca de 0 para —1 < ¢ < —¢, y
cerca de 1 para € <t < 1. Luego definimos

di(t) := /_t1 cx(s) ds,

y vemos que di(t) estd cerca de 0 para —1 <t < —e, y cercade t = fot 1ds para
e<t<I1.
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Finalmente definimos ey (t) := 2dx(t) —t. Entonces dado n, el polinomio deseado
es p, := e, para n suficientemente grande. O

Ahora podemos probar el teorema.

Demostracién. (1) F es una dlgebra:

Sean f,g € F. Tomemos f,,g, € F con f, — f, gn — ¢ cuando n — oo.
Entonces f, + g» — f+ 9, fagn — fg9, ¢fn — cf y como F es élgebra,
fo+gn €F, fagn € F, cfn € F. Porlo tanto f +g, fg € F, cf € F.

(2) Sea p un polinomio real. Entonces f € F = pofeF:
Por hipotesis 1 € F. Como F es una algebra tenemos
263, --eFyluegopof=>cfFeF.

(3) feF = |fleF: o
Para f # 0, definamos g = f/||f]|. Luego g: X — [-1,1], y g € F. Por el
Lema, para todo n hay un polinomio p,, con

1
|pnog—lgll <—
n
lo cual dice que p, o g — |g], y por (2) tenemos p, o g € F.

En consecuencia |g| € F, luego |f| € F.
(4) f,g € F = max(f,g), min(f,g) € F:
Estas expresiones son (1/2)(f +g £ |f — g)-
B)a)z,ye X, s 4y =
BfeR)0<f<1 flyec. dex =0 flvec. dey=1:

Puesto que F separa, tomamos f1 € F: fi(z) # f1(y). Sea

_, h—h@
1Y)~ hi(@)

de manera que fa(z) = —1, fa(y) = 2. Sea f = min(max(f2,0),1). Por (4)
sabemos f € F y por construccién f satisface lo requerido.

f2 —-1leF

(5)(b) AC X cerrado,y € X — A =
GfeF) 0<f<L fla=0, fliee. dey =1:

Como X es compacto, A es compacto. Por (5a) cada x € A tiene una vecindad
U, y una funcién f, € F tal que f.|y, =0, fz(V,) = 1 para una vecindad V,
de y. Se cubre A C |J] Uy, y se toma f = min(fy,,..., fs,) € F por medio
de (4). Entonces f satisface las condiciones porque la interseccién (| V,, de un
nimero finito de vecindades de y es una vecindad de y.

(5)(c) A, B C X cerrados, disjuntos —>
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(HfG?)OSfS]-a f|A:0) f|B:]-:
Similar: se cubre B =JV; con fi|a =0, f;|Vi =1, y se toma f = max(f;).

(6) F es denso en C'(X,R):
Supongamos que no. Entonces hay f € C(X,R) tal que

d:=inf{||f —g||: g€ F}>0.
Por definicién de inf tomamos g € F tal que ||f — g|| < (5/4)d.
Sea h = f — g. Con los conjuntos

3 3
A:={z: h(z) < —gd}, B:={x: h(z)> gd}

que son cerrados y ajenos, por (5¢) podemos tomar h; € F con

3 3 3 3
——d<h <=d, hi|a=-=d, hil|p==d.
8 P ) ) 1|A ) ) 1|B 8
Entonces usando ||h|| < (5/4)d y el hecho que |h| < 3d/8 en X — AU B, tenemos

(piense en cual es la longitud mds grande)

E D= e
h—hy| <{ 2-3d=28d en X — (AUB),
|2-3|d=1d en B.
Por eso tenemos || f — (g + h1)|| = [|h — h1]| < d con g+ hy € F, que es una
contradiccién de la definicién de d. Por lo tanto F = C(X,R). O

Corolario 5.3.5. (Teorema de Aproximacion de Weierstrass) Toda funcién
continua en un intervalo [a,b] es un limite uniforme de polinomios reales.

Corolario 5.3.6. FEl conjunto de polinomios trigonométricos
{ao + Z(ak cos kt + by, sin kt) }
1

es denso en el conjunto {f : [—m, 7] = R continuas tales que f(—m) = f(m)}.
Ejercicios

5.3.1. Demuestre que la familia F de polinomios trigonométricos con coefi-
cientes reales es una &lgebra de funciones con unidad y que separa puntos.
Concluya que F es denso en X := (C([a,b]), ]| loo)-

5.3.2. Sea F la familia de polinomios reales y f funcién continua estrictamente
creciente tal que f(a) =ay f(b) = b. Demuestre que la familia {po f : p € F}
es denso en X := (C([a,b]), | ||oo). Sugerencia: estudie el mapeo p — po f en
X.
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5.4 Teorema de Arzela-Ascoli

Definicién 5.4.1. Sea K un conjunto topoldgico y S un subconjunto de las fun-
ciones continuas valuadas en K, i.e. S C C(K). Se dice que S es equicontinuo
si

(Vx € K)(Ve > 0)(3U(x, €) abierto) |f(z) — f(y)| < e
para toda f € Sy today € U(z,e)[ K.

Por otro lado, si C(S) es considerada con la norma del supremo, se dice que S
es relativamente compacto si la cerradura de S es compacto.

Teorema 5.4.2 (Arzeld-Ascoli). Sea K un conjunto compacto y de Hausdorff,
ysea S C C(K). Entonces S es relativamente compacto siy sélo si S es acotado
Yy equicontinuo.

Demostracién. (=) Por ser S compacto existe F' = {f1,..., f,} € S tal que
(Vf € 5)3fi € F) If—filloo < €/3. Ast, [[flloc < [If = filloo + filloo < €/34+M,
donde M := max{||fill, .-, | f=ll}; por lo tanto S es acotado.

(Equicontinuidad) Para z € K y € > 0 arbitrarios, sea U;(x,€) abierto tal

que (Vy € Us(z,€)) |fi(z) = fily)| <e/3,i=1,...,n.
Luego, si y € U(z,€) =i, U;(z, €), entonces

(Vf e S)Bfi € F) [f(2) = fy)l = [f(x) + filz) £ fily) = F(Y)| <,

por lo tanto S es equicontinua.
(<) Sea e > 0 fijo. Por ser S equicontinua y K compacto, existen U(z;, €),i =
1,...,n que cubren K, y son tales que

(Vf € 8)(Vy € U(wi, €)) |f (i) = fy)] < /3.

Como S es acotado, el conjunto {(f(x1),..., f(x,)): f € S} es acotado en C"
(y su cerradura es un compacto por el Teorema de Heine-Borel), por lo que
existe FF = {f1,..., fm} C S tal que

(Vf € 8)Efr € F) [(f(@1), -, f(wn) = (fr(@1),. -, fr(an))| <€/3. (%)

Asi, para © € K arbitrario, * € U(z;,¢) para algin j = 1,...,n, y para
cualquier f € S hay f,. € F con la propiedad (x), por lo que

[f(@) = fr(0)] < [f (@) £ f(;) £ fr(z;) — fr(@)] <€

Se sigue que (Vf € S)3fr € F) ||f — frlloo < € por lo tanto S es totalmente
acotado, luego relativamente compacto. O

5.5 Polinémios Ortogonales Clasicos

Definicién 5.5.1. Sea p una medida de Borel sobre I := (a,b) C R. Sea

X :=L*((a,b), u) = {f : (a,b) = R medibles : fdp < oo} (5.1)
(a,b)
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Decimos que un conjunto de polinémios pg, p1, ... (con p, de grado n € N) es
ortogonal c.r.a u si

0 m#n
[ pettmauan ={ G2

donde d,, # 0. M4ds atn, si d, = 1, decimos que los polinomios forman una
familia ortonormal.

Ejemplo 5.5.2. El proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt del con-
junto {1,¢,¢%,...} d4 una familia ortonormal c.r.a a la medida de Lebesgue.

Nota 5.5.3. Para construir diferentes familias de polinémios ortogonales, pode-
mos considerar una funcién w : (a,b) — RT medible y construir una medida
n(A) == [, w(t)A(dt), donde X es la medida de Lebesgue.

Lema 5.5.4. Con las condiciones de la definicion anterior, sim < mn,

[ wattntan =o.

I

Demostracion. Sea X, el espacio de todos los polinomios sobre I de grado a
los mds n. Como {pg,p1,-.-,pn} €s una base de X,,, hay constantes ¢, c1, ..., cp
tal que t™ = >"7"  ckpi(t), luego

/ PO =3 e / pe(®pa()pdt) = 0. (5.2)
I k=0 I

O

Nota 5.5.5. En el siguiente resultado usamos el hecho de que el conjunto de
polinémios de grado a lo mas n, denotado X,,, es un subespacio cerrado de X,
de la Definicién 5.5.1.

Proposicién 5.5.6. (recursién de polinémios ortogonales) En el contexto
del lema anterior, sea

 1d"pu(t)

Conlodm

i.e. kn es el coeficiente del término t™ de p,. Entonces

n

tpn(t) = anpn-‘rl(t) + bnpn (t) + an—lpn—l(t)v

donde ay := kyn/knt1 y by := [} tpi(t)p(dt).
Demostraciéon. Sea X, 1 los polindmios de grado a lo mas n+1 y consideremos

la base {po,p1,-..,Pn+1}. Asi, usando la Nota 5.5.5

n+1

tpn(t) = Z CkPk, CON Cl := /tpn(t)pk(t),u(dt).

k=0 1
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Por el lema anterior ¢, = 0 si k — 1 < n, entonces tp,(t) = ¢p—1Pn—1(t) +
enPn(t) + cni1pnt1(t), y comparando coeficientes de mayor grado tenemos que
kn = cp+1knt+1. Abhora bien, como

Cot1 = / P (t)pny (D)p(dt),

este mismo andlisis en X,, daria

[ tpaltpasutan = =2,

I

por lo que ¢,—1 = kp_1/k,. Finalmente, por definicién ¢, = [, tp2 (t)p(dt).

Enunciamos el siguiente teorema sin demostracién.

Teorema 5.5.7. (de Favard) Sea {po,p1,...} polindmios que satisfacen la
relacion
1728 (t) = anpn-i-l(t) + bnpn(t) + an—lpn—l(t)7

con b, >0 y a, € R. Entonces hay una medida pn en R (no necesariamente
dnica) tal que los polindmios son ortogonales c.r.a p

Ahora queremos estudiar una familia particular de polindémios, donde p estd
determinada por una funcién w que satisface la siguiente EDO

dt

Definicién 5.5.8. Sea I := (a,b) C R. Los polinémios ortonormales
clasicos (POC) es la familia de polindmios ortonormales c.r.a la funcién de
peso w : I — R que satisface

(A (D) = Btw(?), (5.3)
donde
1—t2 sil=(-1,1)
A(t) =< ¢ si 1 =(0,00) (5.4)

1 si I = (—00,00)
y B(t) es un polinémio lineal, i.e. B(t) = a+ fSt.
Al resolver (5.3) usando (5.4) llegamos a las siguientes familias

Table 1: familias de POC (donde a, § > —1)

Polinémios | I A(t) w(t) B(t)
Jacobi P, (-1,1) 1-t2 1-t)°(1+t)f B—a—(a+B+2)t
Laguerre L, (0, 00) t toet a+1-—t

42

Hermite H,, | (—o0,0) 1 e —2t
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En el caso de los polinémios de Jacobi.
Gegenbauer: a = = —1/2.
Legendre: a = =0.
Chebyshev: o =+1/2, =41/2.

Usando directamente la informacién de la tabla mostrada se puede verficar
lo siguiente.

Lema 5.5.9. Con las condiciones anteriores, tenemos que

lim t"A(t)w(t) =0y liIll)'l t"A(t)w(t) =0, n=0,1,...
b

t—a™t

Teorema 5.5.10. i) Sea {Q,}2, una familia de POC, entonces

dQn ()™
dt S

también forma una familia de POC.
it) Para cada m fijo, a familia {Q%m)

1o es ortogonal c.r.a
Wi () := A™ (H)w(t).

Ademds (A(t)wnm) = Bm(t)wm(t) donde By, (t) = A'(t)m + B(t).

Demostracion. i) Sea n > m. Sabemos que

b
" IB(t), Qn(t))w = / t" I B(t)Qn(t)w(t)dt = 0.

Por otro lado, por (5.4) y el lema anterior,

b
EB0.Quh = [ T Qul) Al

= —(m =1 2A®), Qut))w — (" TAR), Q7 (1)) w-
Como m < n, (t™ 2A(t), Qn(t))w = 0, luego
(" TTA®), QL (0)w = (™71 QL () aw = 0.
Esto implica que los polinémios Q' (£), Q4(t), . .. son ortogonales c.r.a wi(t) :=
A(t)w(t). Ademés

d

LADw(D) = Awn) + AW S (AD(D)

dt
= A'(Owi(t) + A)Bt)w(t) = By(t)w (¢),

donde Bj(t) := A'(t) + B(t). Por lo que se cumple (5.3).
Para ii) se puede repetir el proceso en 1i). O
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Teorema 5.5.11. Una familia de POC {Q,}22, c.r.a w son solucidn de la
EDO

A" (t) + B(t)z'(t) — A\pz(t) =0
donde A, :=n(%(n—1)A"(0) + B'(0)), y A y B cumplen (5.3).

Demostracién. Por el teorema anterior (Q’,(t),t™ 1) 4, = 0 cuando m < n.
Pero usando integracién por partes

m— 1 b m d 1~ m
(@) aw = = [ G ADQ W) = - (Q(t). ")
donde Q,, (t) := A(t)Q" (t)+ B(t)Q.,(t). Lo anterior dice que el polinémio Q,,(t)
de grado n es ortogonal a los polinomios de grado menor a n. Esto implica que
Qn(t) € {Qn(t)}), es decir @, (t) = AQ,(t) para algin A € R — {0}. Asi, hay

An € R tal que

At)Qu(t) + B)Q,(t) — AQn(t) =0
para todo t € (a,b). Comparando coeficientes de t" tenemos que

Al/ (O)
2

n(n—1)+ B'(0)n — \,, = 0.

Corolario 5.5.12. Los eigenvalores de Lx := Ax"” + Bx' son:

P, L, H,
Ai=nn+a+8+1) A:i=n A :=2n

y los eigenvectores son los polindmios correspondientes.
Finalmente tenemos el siguiente teorema que usa los resultados anteriores.

Teorema 5.5.13. i) Para m = 0,1, ... fijo, los POC {lem)(t)};’f:m satisfacen
que

& (A0 (05 0) = M QL 0), m = mm+1,...

donde Ay = (n —m)(3(n+m—1)A"(0) + B'(0)) y wy = w.
ii) (formula del tipo Rodrigues) Los POC {Q,(t)}52, se pueden expresar

como
¢, d"

Qn(t) =

i @ A& Ow(), n=0.1,...

Demostracion.
i) De los dos teoremas anteriores llegamos al resultado usando

Anm = (n—m) (;(n —m —1)A"(0) + mA” (0) + B/(O)) .
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ii) Se obtiene al aplicar sucesivamente el punto i); notemos que

dn

Usualmente se consideran

G

“n = 21

1
para P,, ¢, = — para L,y ey, =(-1)" para H,.
n!
Ejercicios
5.5.1. Demuestre la férmula del tipo Rodrigues para los POC.
5.5.2. Dé un conjunto de eigenvalores y eigenvectores para el operador
(Tx)t := (1 —t*)z" (t) — ta'(t) con t € [-1,1].

5.5.3. Sean {Q,}5%, una familia de polinomios ortogonales. A la funcién
n=0

se le llama la funcién generadora de los polinomios. Demuestre, para los poli-
nomios de Hermite @, := H, con constante ¢, := (—1)" en la férmula de
Rodrigues, la identidad F(s,t) = exp(2st — t2).

5.5.4. Exprese la siguiente ecuacién como una del problema de Sturm-Liouville,
ta"(t)+ (1 —t)2'(t) + Az(t) =0con t>0y X e€R.
5.5.5. Describa los eigenvalores y las eigenfunciones del operador
[La)t := 2" () — 2tz'(t), t € R.

Calcule explicitamente las primeras 3 eigenfunciones.
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